Cours et exercices de mathématiques M. CUAZ, http://mathscyr.free.fr

CALCUL INTEGRAL - EXERCICES CORRIGES

Exercice n°1.
Calculez les intégrales suivantes :

h [ 1 ¢ ¢ dx
1) .([(x—4)dx 2) !(2t_1+t_2jdt 3) .[4t3dt 4) .[?
p
h 2 ¢ dx T dx c2
5 [———ax 6 [———— 7 8 dx
)'([(2x+3)2 )2[(4—3)6)2 ) '1[\/4—2)6 )'([ 5-3x
2 -3 0 2 .2
9) jﬁ 10) | 3 i 4 12) dex
o X+1 L, x+2 °1-5x 1 X
4 5 5 2
13) j (1+ L4 jdx 14) je'*dx 15) j —e dx 16) jzez“dx
4 2-x x+2 ; > g
1 1 1
17)j e +2¢' —3)dt 18) Ie3x+ldx 19)j —
e 0 € +
Inx no rer =2 In(1— x)
2oj 21) ]jse (er-3)ax [~ dx 23)_]1

Exercice n°2. Vrai ou Faux ?

Soient f et g deux fonctions quelconques continues et positives sur [0; +OO[ .

1) La fonction définie sur [0; +oo[ par x> Lx f(t)dt apour dérivée f.

2) La fonction définie sur [O; +oo[ par x> J.: f(t)dt prend des valeurs toutes positives ou nulles.
b b b

3) Pour tous réels a et b de [0; +OO[ , I f(x)g(x)dx =(J f(x)dx)(J- g(x)dx) .

4) " sin x cos xdx =0
0

2
5) Ie(lnx) dx—l
I x

6) Jiofﬁ sin* xdx :Ioﬂ sin* xdx .

Exercice n°3.
(1 1 .
Calculez I’intégrale [ = J- dx (indication : =1- )
e +1 e +1 e +1

Exercice n°4.
Soit g la fonction définie sur ]O; +oo[ par g(x)=xlnx—x

1) Déterminez la dérivée g’ de g
2) Calculez I In xdx

Exercice n°5.
x*+3x-1

Soit f1a fonction définie sur ]1; +oo[ par f(x)= 1
x —

3
1) Montrez que pour tout x de ]l; +oo[ , f(x)=x+4 +—1
x_

2 2
2) Calculez _[ X rdx-l dx
. x—1
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Exercice n®6.

2 6x> +13x+4
Soit f'1a fonction définie sur |——;+00| par f(x)= DX wXTA
3 3x+2
2
1) Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que pour tout x de }—§;+oo[ , f(x)=ax+b- 3 < 5
X+
2 2
+13x+4
2) Calculez I ua’x
o 3x+2

Exercice n°7.
1) Etudiez le signe de x> —5x+6 sur [0,7]

7
2) En utilisant la relation de Chasles, calculez ”xz —5x+ 6‘ dx
0

Exercice n°8.

1
1+ x*

Soit f'la fonction définie sur R par f(x)=
1) Etudiez les variations de f

1
2) Démontrez que pour tout x de [-1;2], 3 <f(x)<L1

3 2
3) Démontrez que 3 < I dx <3

11+x2

Exercice n°9.
1

1
Etablir que J.x2 sin xdx < J. xsin xdx
0 0

Exercice n°10.
Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x". Calculez les valeurs moyennes de f'sur [0;2], [1;3] et [-1;1]

Exercice n°11.
Calculez l'intégrale / en utilisant la formule d'intégration par parties:

0 0 0 e
HI= Ixe"dx 2) [ = I(x+2)exdx 3) = I(x+2)e“ldx 4) I =lenxdx 5) I =
-1 -1 -1

1

x sin xdx

O 0 | N

Exercice n°12.
On considére I'application f, définie pour tout#de R™ par f, (t) = ﬁ , ol 7 est un entier strictement positif.
e+

: . o 1 at"'+b ¢
1) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout réel ¢ strictement positif : f, (t) = = +—

t(t” +1) t"+1 ¢

2 n+l
2)- Montrer que : Iﬂ(z):ln(n 22n 1]
+
1

t " Int

3) A T'aide d'une intégration par parties, calculer : 3
1 (t "+ 1)
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Exercice n°13.

1 n

C 1 . I .
On considere les réels [, = I —'e1 'dt pour tout n entier naturel.
n!
0

1) Calculer /, et [,

. . : . . 1
2) En utilisantr une intégration par parties, montrer que pour tout n entier naturel nonnul, ona [, =/, | = -
n!
|
3) Montrer que pour tout # entier naturelona: [, =e— ) —
p=0 p'
. 2
4) Montrer que pour tout » entier naturel nonnul, ona: 0</ < -
n!

5) En déduire la limite de la suite (I , )neN

Exercice n°14.
Calculez l'intégrale / en utilisant deux fois le théoréme de l'intégration par parties:

T

2 4 V4
1)1 =.[x2 sin xdx 2) 1 =J-ex sin xdx 3) 1 =j-e2x cos xdx
0 0 0
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CALCUL INTEGRAL - CORRECTION

Exercice n°l

3 2 3 2 2
1) I(x—4)dx= X _4x :3——4><3 O——4><() :2_12__2
0 2 2 2 2 2

0

2 2 2
> (s ta-r-] _22_2_%_[@ _;_%_4_5_1;
1
5 2 2

2

3)i4t di=[1] =0 ~(-2)' =-16 4) id_f{‘l}:‘i‘(—%]:%

3 3 ’ 3
EESPETE DN ST T
O 2x+3 o(u(x)) u(x)o 2x+3, 2><3+3 2x0+3 3 9 9

2

L dx _2 1 -3 _2 1 u'(x) 1 2_1 | 1
ol el sl
RE = B GRS e

N e RS N

9) }[% =F(2)-F(0) ou F est une primitive de f(x)= ﬁ = L;'((;:)) donc F(x)= ln(‘u(x)‘) = ln(|x+ 1|)

2
Comme pour tout x € [0;2] , X+1>0,onaura F(x)= ln(x + 1) donc J‘
0
‘ _ 3 3u(x)
= F(-3)— F(—4) ou F est une primitive de f(x)=——= donc
x+2 u(x)

=In(3)-In(0+1)=1n3

F(x) 3In ‘u ) 3ln |x+2|) Commepourtoutxe[ —4; 3], x+2<0,onaura

-3

F(x)=3In(~(x+2)) =3In(~x~2) done [—
4

dx=3In(-(-3)-2)-3In(-(-4)-2)=3In1-3In(2) = -31In2
SLxX+2

h ‘ . 4 4 u'(x)
11) I =F0)-F(2) ou F est wune primitive de f(x)=———=——x donc
°1-5x 1-5x 5 u (x)

F(x)=—%xln(‘u(x)‘)=—%xln(|1—5x|). Comme  pour tout xe[—Z;O], 1-5x>0, on aura

0
F(x)= —%xln(l—Sx) donc j

-2

—5x

4 4 4
dx=—gxln(l—SXO)—(—gxln(l—Sx(—Z))j=§ln(ll)

2 2
—2+ln(|2|)+5—(1+ln(|l|)+Tj:1n2

4

2 2

12)j’x2+x 2 j(l ———)dx—{x+ln(|x|) ﬂ

1 1

13)1( L x+2jdx=[%x+1n(|2—x|)—41n(|x+2|)}

:[Zx4+ln(|2—4|)—4ln(|4+2|)j—[%x3+1n(|2—3|)—41n(|3+2|)j=%—4ln(3)+3ln2

1

3
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5 2 7
2 e e e

[ P s o - E o ) u(x) T L s o, 11 =€
14) Ie dx:[e ]Z:e —e 15) I—e dx:Iu (x)e dx:[e ] =[e } —ed—el=___ =
2 2 2

16 j’z 251 g _j‘ r( ) u(x)d _[ u(x)]z_li P s 3_l_e4_1
)Oe x-ouxe x=|e O—e , "¢ e =e e_ .

1 1
17) I(e” +2¢' —3)dt = {lez’ +2¢' —31} =[lez +2¢' —3)—(164 +2¢’ —6) = —164 —Ee2 +2e+3
) 2 2 2 2" 2

2

18) je3x+ldx=F(1)—F(—l) ou F est une primitive de f(x)=e""" Z%u'(x)e”(x), donc F(x):éeu(x) :§e3x+l.
_ 1 1 1
o3y
1 X lu! X . ) | x 1 |
19) _!ef+1dx:£ u((x)) cix:[ln(‘u(x)‘)lJ :[ln( e +1‘)l) :[ln(e +1)]0 =In(e+1)-In(2)= h{%j
e e e 2 e 2 2
20) Ithxdx:ju'(x)u(X)dx{uz(x)} {(lnx) } _(ne)” (In1)” 1

1
. . 1 1 3x(—1)+1
Ainsi J‘ehﬂdx I

-1

1
3

1 2 2 1 2 2 2

In10 . 2 In10 -3 2 e o0 _3 2 e _3 2
21) h_Lex(e"—3)dx:_!.u’(x)u(x)dx:{u éx)lﬁ —[( > )] =( > ) —( > )
_(10-3)° 49
22
22) je_xx_zdx:j.e"(e"—2)dx:j.—u’(x)u(x)dxz—{u(;) } —{(exzz) ]

0 € 0 0 0 0
_(e’1—2)2 +(e°—2)2 :_(e 1—2)2 _,_l

2 2 2 2

23) .(fm(l—_lx)dx:i%ln(l—x)dx:j‘—u'(x)u(x)dx=—{u(;) } :—{M}

OX- X -1 a0 ]

__mm—mf+ammf (In(2))’

2 2 2

Exercice n°2
X

1) la fonction définie sur [0; +oo[ par x —> j. f(t)dt est LA PRIMITIVE de la fonction f qui a s’annule en 5, donc
5

a pour dérivée f.

X
2) [FAUX| car puisque f'est une fonction continue et positive sur [0;+oo[ , alors ’intégrale I f (t)dt sera négative ou nulle
5

5
pour tout 0 <x <5.Eneffet, si 0<x<5, .[ f (t)dt sera positive ou nulle, par positivité de I’intégrale,

X
X

5
et ainsi I f (t)dt = —I f (t)dt sera négative ou nulle
5 X
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3) FAUX || Cette formule est fantaisiste. Pour s’en convaincre, choisissons f (x) =X, g (x) = X", qui sont positives sur

41
[0;+oo[, ainsi que a=0, b=1. On a alors If J‘3dx_{);}:i tandis  que

0
1

b 1 le 1 b 1 X 1 b 1 1 1
dx=| xdx=|—]| =— et dx=| x’dx=|—| =—, donc ( xdx)( xdx):— —=—. Les
[ f@ydx = xax [2} S ot [ gwac= [ xax [3} . ["reoax([ g X537
résultats sont différents

T

4)  On calcule J‘: sin x cos xdx = joﬁ cos xsin xdy ==| u'(x)u(x)dx  on  u(x)=sinx.  Ainsi

stinxcosxdx:{@} =%((sin;r)2 —(Sin0)2)=%(0_())=

e (In x)*

5) On calcule J; dx :Lelx (In x)° dx :J.leu'(x)xu2 (x)dx ou u(x) =Ilnx.
X

Ainsi J~e(lnx)2 dx = (u(x))3 e_ (ln(x))3 e (ln(e))3 (ln(l))3 r o 1
1 X 3 3

3 T3 T3 3 3

1 1

0
6) On peut déja écrire que JO sin xdx =— '[ sin* xdx. Comme la fonction x —sin*x est PAIRE sur [—72'; 72'],

(puisque (sin(—x))4 = (—sin(x))4 = (Sin(x))4 ), on a donc Jlo sin* xdx = j: sin® xdx . |L’égalité proposée est dond

Exercice n°3

. e’ e+l € e +l-e" 1 o e,
Puisque pour tout xe R, 1— = - = = , on utilise cette derni¢re écriture pour

X

e+l e +1 e +1 e +1 e +1

1
calculer I’intégrale / = j
0

dx.
e +1

e’ + 1‘)1 = [x— ln(e" + 1)]; car pour tout

=t () | [

x€[0,1], " +1>0. On conclut donc que I:1—ln(e1 +1)—(0—1n(e°+1)):1—ln(e+1)+ln2 ln(ezflj

Exercice n°4
1) g est définie et dérivable sur ]0;+oo[ en tant que produit de fonctions qui le sont, et pour tout xe]O; +oo[ ,

1
g'(x)=1xInx+xx——1=Inx+1-1=1Inx. g est donc une primitive de la fonction In sur ]0; +oo[
X

2) On en déduit donc que J‘lnxdxz[g(x)]le :[xlnx—x]le =elne—e—(Inl1-1)=1
1

Exercice n°5

3 (x+4)(x-1)+3 _ X -x+4x-4+3  x'+3x-1

1) Pour tout x de [I;4+o0| , x+4+ = = =f(x
) ] [ x—1 x—1 x—1 x—1 / ( )
2 2
e X" +3x-1 . ) Y. . . o
2) Pour calculer [I’intégrale I —ldx , on utilise la transformation d’écriture précédente. Ainsi
x f—

4

2 2 2 2 2 2
J-L:S)Cld J(x+4+ijdx: x—+4x+31n|x—1| = x—+4x+3ln(x—l) car pour tout xe[2,4],
. x—1 x—1 2 . L2 y

X +3x-1 2° 4
x—1>0. On conclut I—dx=?+8+3ln(2—1)— ?+16+31n(4—1) =-14+3In(1)-3In3=-14-3In3

s x—1
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Exercice n°6
c (ax+b)(3x+2)—c B 3ax? +(2a+3b)x+2b—c B

Pour tout x de —z;+oo , ax+b-— = f(x) si et
3 3x+2 3x+2 3x+2
3a=6 a=2 a=2
seulement si < 2a+3b=13<{3b=13-2x2<1b=3
2b—c=4 c=2b—-4 c=2
2
Ainsi, pour tout x de |[——;+o0| , x)=2x+3-
P } 3 { /() 3x+2
2 2
2) Pour calculer J‘%x , on utilise la transformation d’écriture ci-dessus
0 X+

2,2 2 ’
jwdx=j(2x+3— 2 Jd={x2+3x—gln(|3x+2|)}
3x+2 o 3x+2 3 0

0

=2 +3><2—31n(|3><2+2|)—(02 +3>><0—31n(|3><0+2|))=10—31118+31nz=10+31nz
3 3 3 3 378

Exercice n°7
r . : s A 2 . ..
1) Déterminons les racines du trindbme P (x) =x"—-5x+6 en calculant son  discriminant

5-+1
A= (—5 )2 —4x1x6=25-24=1. Le trindme admet donc deux racines réelles distinctes x, = T\/— =2 et

544/l
2

Ainsi, P[:ﬂf)=xg—5x+6 + o — 0o +
Pour tout xe]—oo;2]u[3;+oo[, X =5x+6>0

=3. Le signe de P(x)z)c2 —5x+6 estdonné par : r : 3

X5

Pour tout x € [2;3] , X°=5x+6<0
2) En utilisant la relation de Chasles, on écrit Jz‘xz —5x+ 6‘ dx = ﬁxz —5x+ 6‘ dx + hxz —5x+ 6‘ dx + j”xz —5x+ 6‘ dx
0 3

0 2

Pour tout x € |-00;2]U[3;+00[ , x* =5x+6 >0 donc ‘xz —5x+6‘=x2 —5x+6

Pour tout x €[2:3], x* =5x+6.<0 donc [x* =5x+6|=—(x" = 5x+6)=—x"+5x—6

2 3 7
La somme ”xz —5x+ 6‘ dx + ”x2 —5x+ 6‘ dx+ sz —5x+ 6‘ dx se réécrit donc
0 2 3

(x2 —5x+6)a’x—i—j.(—x2 +5x—6)a’x—i—J7l(x2 —5x+6)dx
2 3

S e

3 2 3 2
X

En utilisant les deux primitives F'(x) = 3 5% +6x et G(x) =——+5——06x, on calcule séparément :
3 2 3 2

(x? —5x+6)dx:F(2)—F(O):2——52—+12— LS
3 2 3 2 3

3 2 3 2
(- +5x—6)dx=G(3)-G(2) = SN SRS I GEEP E ) Y e I
3072 372 2 3

Wl 0 N C— 0 O

3 2 3 2
(x2—5x+6)dx:F(7)—F(3): 7__57_+42 — 3——53—+18 :ﬁ—gs
3 2 3 2 3

Au final, la valeur de I’intégrale est 14_ 25 +£+§+&—85 = ﬁ+£—110
3 2 3 3 3 2
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Exercice n°8

1) Puisque pour tout réel x, 1+ x> >0, fest définie et dérivable sur R en tant que quotient de fonctions qui le sont, et

2x
pour tout x e R, f'(x)=——"—. f'(x) étant du méme signe que —2x, on en déduit que pour tout x € ]—oo; 0[ ,

(1+x2)
f'(x)>0 et que pour tout xe]0;+oo[, f'(x)<0. f est donc strictement croissante sur ]—oo;O] et strictement

décroissante sur [O; +oo[

2) On doit distinguer deux cas: Si x € [—1; 0] , cela signifie que —1<x<0. Comme f est strictement croissante sur
1

]—oo;O], on en déduit que f(—l)Sf(x)Sf(O), c’est-a-dire Eﬁf(x)ﬁl. Si xe[0;2], cela signifie que

0<x<2. Comme f est strictement décroissante sur [O; +oo[, on en déduit que f (0) > f (x)Z f (2), ¢’est-a-dire

1> f(x) > % . Finalement, pour tout x de [-1;2], % <f(x)<1

1 2 1 2 2
3) On « passe aux intégrales » dans I’inégalité. Si pour tout x de [-1;2], 3 < f(x) <1, alors Igdx < If(x)dx < Ildx
-1 -1

-1

2 2 2
On calcule séparément j%dx = [%x} = % —(—éj :g et Ildx = [x]i1 =2- (—1) =3, ce qui nous permet de
-1 -1 -1

dx<3

3 2
conclure finalement que — < I >
J1+x

1

Exercice n°9
. 2 2 . .
Pour tout x €[0,1], sinx>0 et x* <x, donc x”sinx < xsinx
1

On « passe aux intégrales » dans 1’inégalité. Ainsi Ix2 sin xdx <
0

xsin xdx

o —_—

Exercice n°10
La valeur moyenne sur [0;2] de la fonction définie sur R  par f(x)=x" est égale a

La valeur moyenne sur [1;3] de la fonction définie sur R par f(x)=x" est égale a

3 47
RN NN :l[ﬂ_l}: 0
3-14 2 41 214 4

La valeur moyenne sur [-1;1] de la fonction définie sur R  par f(x)=x" est égale a
, 4! 4
-1
gt [#] [,
1—(—1) e 204], 2|4 4

Exercice n°l11

0 0

1) I= J-xe"dx = Iu (x)v'(x) dx ou u (x) =x= u'(x) =1 et v'(x) =" = v(x) =¢" sont continiment dérivables.
-1 -1

D’aprées la formule d’intégration par parties,

1= [”(x)"(x)]: —jlu'(x)v(x)dx :[xeq(jl —j.-llxexdx :O—(—l)e’1 —[eq: :__(1__j _ <

-1
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0
2) I= j-(x+2)e‘dx I (x)v'(x)dx ou u(x):x+2:>u'(x)=l et v'(x):ex:v(x):ex sont continiment
-1
derlvables D’apres la formule d’intégration par partles
1 1
/= - x)d 2)e Ixetdx=2—(1)e" ~[e] =2-2-[1-2]=1
()] j =[(x+2) jxe w=2- (e [o] =2-1 ( ej
0
1= j(x+2)e“1dx j (x)V'(x)dx  ou u(x)=x+2=u'(x)=1 et V(x)=e"" =v(x
-1
contmurnent derlvables D’apres la formule d’intégration par parties,

I:[u( } —I dx [(x+2)e”l}:—j)-llxe”ldx=2e—(l)eo—[e‘”l](il=2e—1—(e—1)=e

1
=e""  sont

N—"

e 2

4 I= J.xlnxdx J. x)dx ou u( )zlnx:u'(x):l et v’(x)zx:v(x)zy sont continfiment
x

dérivables D’aprés la formule d’ 1ntegration par parties

1? x2 T 1 e+l
I:[u(x) J‘ dx— —lnx '[—x— :—lne—?lnl 4 :?—Z+Z: 2

1

5) I=|xsinxdx= u(x)v'(x)dx ou u(x)=x=u'(x)=1 et v’(x)zsinx:v(x):—cosx sont continfiment

O 0 | N
S o [N

dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,
s

I:[u(x)v(x)];;—i‘u'(x) ( )dx [—xcosx]OZ Elx(—cosx)dx20+0+[sinx];2[:1

Exercice n°12
1) En réduisant au méme dénominateur : Pour tout ¢ strictement positif,

at" +b ¢ z(at”“+b)+c(t"+1) (a+c)t"+bt+c 1 . . dentificati
. +—= = = , si et seulement si, par identification,
"+t (1" +1) (1" +1) (1" +1)
a+c=0 a=-1 X
. : . 1 -t 1
b=0 << <¢b=0 . Ainsi, pour tout ¢ strictement positif, =—+-
(e +1) 41
c=1 c=1

n—1

2) On utilise I"écriture f, (7) =

+— pour calculer I’intégrale :
t

t"+1
if(z)dt:j =1 dt:{—lln(tul)ﬂn(z)}z:-lln(z"+1)+1n(2)+11n(1"+1)+1n(1)
" "+t n . n n
1
1 ., 1 ., 2 N n,lj ) 2n+l
=;ln(1 +1)—;ln(2 +1)+1n(2)=1{(2n+1j ]+1n((2 ) J:ln[ 2"+1J
3)  On  pose u(t):lnl‘:>u'(t):1 et v'(t): " > :l Wz(t) ou w(t):t"+1, donc
t (t"+1) nw (1)
2 n-1 2
v(t)=- L , et ainsi : jt In dt—Iu dt—[u ]lz—fu’(t)v(t)dt
1

) ) ey

2
Int 3! 1 n2  1j 2 1 2"
[n(l”+1)] '!-;X[n(t"Jrl)Jdtn(T’Jrl) Z! z"+1)dt_ n(2”+1)+nln[ 2"+ 1}
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1.0
t
Exercice n°13 1) Pour n=0, on doit calculer / = jae'_‘dt. En convenant que 0 !=1, et puisque pour tout >0,

0
1

¢’ =1 (on convient que 0° =1) le calcul est donc 7, = Iel"dt = [—e]_' ]L =—e"+ e'
0

. 1 Zl —t 1 —t 1 ' '
Pour »=1, on doit calculer [ = !Eel dt :‘!:te1 dt :_!:u(l)v (t)dt avec u (t) =t=u (t) =1 et
v'(t) ="' = v(t) = —¢'™" qui sont continiment dérivables sur [0 ;1].

1 1
Ainsi [, = [u(t)v(t)]; —Iu'(t)v(t)dt = [—tel_’]; +J.el_’dt =—Ixe’' +0xe +1, = —1+(e—1)

0 0

. 1 tn . 1 ' tn , ntnfl tnfl

2) Pour tout entier n non nul, [ =I—e dt =J.u(t)v (t)dt avec u(t) =—=u (t) = =
n! ) n! n!  (n-1)!

et
0

1
v'(t) ="' = v(t) =—¢'"" qui sont continiiment dérivables sur [0 ;1]. Ainsi I, = [u (t)v(t)]:) —ju’(t)v(t)dt
0

n ! 1 n—1 n
t t 1 0 . 1
=|——¢"" +J. e'dt=——+—e€"+1 _, doularelation |/, -1 _ =-—
n! o 0(n—l)! n! n! n!
) ) n 1 o k 1
3) Montrons par récurrence que pour tout entiern , /, =e— Z— Notons Q (k) la propriété « I, =e— Z— »
p=0 P ! p=0 D !

e e e . 51 1 . . .
Initialisation : La propriété est vraie pour /=0 car e— Z—' =e-— a =e—1 (par convention 0 !=1), et puisqu’on a calculé
p=0 p . .

I, =e—1 dans la question 1)
Hérédité : Supposons la propriété vraie Q(m) pour un entier m fixé, a savoir I =e— Z— .
p=0 p!
. 1 . \ .
On a alors, d’aprés la question 2), [ =1, _W, donc en appliquant 1’hypothése de récurrence,
m+1)!

ml 1 m+11 . e 1 . s 3esn
I . = e—Z——— = e—Z—, ce qui est la propriété a ’ordre m+1, et achéve donc la phase d’hérédité, et la

o D! (m+1)! o D!

n 1
démonstration par récurrence. La propriété¢ / =e— Z— est vraie pour tout entier n
p=0 p .

n _1-t

4) Posons, pour tout entier » non nul, f (t) =t"e . Pour tout entier n non nul, f, estdérivable sur R et pour tout 7 réel,
fn' (t) =nt""e™ —t'e =" (n—t). Si n est un entier non nul, donc supérieur a 1, on peut affirmer que pour tout
te [0,1] , fn' (t) =" (n —t) >0, donc que f, est croissante sur [0 ;1]. Elle atteint donc son maximum lorsque =1,

lequel maximum vaut f, (1) =1"¢'"" =1. Ainsi, on peut affirmer que pour tout te[O,l], / (t)S 1. On passe aux

1 n 1

t 1 1 2 1
inégalités dans I'intégrale. Ainsi /, = [ —e"'dr <[ —dt <—(1-0) . L’inégalité 1, <= (et méme 1, <— 1) est donc
n:

o 1! o 1! n! n!

vérifiée pour tout n non nul. Enfin, puisque pour tout ¢ € [0,1], £, (l‘) =t"e'" >0, I'inégalité I, >0 est vérifiée par

positivité de I’intégrale d’une fonction positivie. Ainsi, pour tout entier naturel » nonnul, [0</ < -
n!
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2
5) Puisque lim — =0, le théoréme d’encadrement « des gendarmes » nous permet de conclure que |lim 7, = 0| (ce qui

n—>+o p ' n—>+0

permet, au passage, d’établir le résultat | lim ) —=e

~—
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Exercice n°14

T

2

) I= Ixz sin xdx =
0

dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,

S 0[N

u(x)v'(x)dx ou u(x) =x'= u'(x) =2x et v'(x) =sinx = v(x) =—CosXx sont continliment

- B 3
1= [u (x)v(x)l)E —ju'(x)v(x) dx = [x cosx I2x>< —CoS x)dx =0-0+ I2xcos xdx
0
On calcule ’intégrale J = j2x cos xdx en effectuant une deuxiéme intégration par parties :

a

N

2
J= J‘Zxcos xdx = I x)dx ot u(x)=2x=u'(x)=2 et V(x)=cosx= v(x)=sinx sont continiment

dérivables. D’aprées la formule d’intégration par parties,

= 2

J [u (x)v(x)]o

2) I = je" sin xdx =
0

dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,

s

u'(x)v(x)dx =[2xsinx]? -

2xcosxdx=r—-0-2 [sin x]og = 7r —2 . Finalement,

o'—.w\hz

u (x) v'(x)dx ou u (x) ="' = u’(x) =e" et v'(x) =sinx = v(x) =—CosXx sont continiment

Sty O 0|y

I=[u(x) }Z .Tu ecosx] ]{e"x(—cosx)dx=e”+1+]Ee"cosxdx
0 0 0

T
On calcule J = j e cos xdx en effectuant une deuxiéme intégration par parties :
0

T s
Ie cos xdx = Iu x)dx on u(x)=e"=u'(x)=e" et V'(x)=cosx=v(x)=sinx sont continiment
0

dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,

- [u(x)v(x)];r —.Tu'(x)v(x)dx =[ex sinx]Z —]{e" sinxdx=0-0-1

On aboutit donc a I’équation / =e” +1—1 c’est-a-dire 2/ =e” +1 et on conclut ainsi que |/ = © 2+1
3) I:Jez" cosxdx:.[u(x)v'(x)dx oi u(x)=e” =u'(x)=2e" et V(x)=cosx=v(x)=sinx sont
0 0

continiiment dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,

I=[u( } .[ e sinx] —IZersinxdx=0—0—]:2e2"sinxdx

On calcule J = j2ezx sin xdx en effectuant une deuxiéme intégration par parties :
0

T

J=J.2ezxsinxdx:-([u(x)v’(x)dx ou u() 2™ :u() 4e* et v’(x)zsinx:v(x):—cosx sont

continiment dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,
J= [u (x)v(x)];Z — Iu'(x)v(x)dx :[—Zez" cos x]Z —j4e2x (—cosx)dx=2e" +2+ 4I e** cosxdx =2e’" +2+41
0 0 0

20
On aboutit donc a I’équation / = —2e>” —2 -4 c’est-a-dire 5/ = —2e>” —2 et on conclut ainsi que [/ = _g(ez + 1)
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