C- Lois usuelles



C.1- Lois discretes- Lo1l uniforme

Loi d’une variable aléatoire X Ex : £&=« lancer d’'un dé régulier »

prenant ses valeurs dans 11,...,0}  X=puméro apparaissant sur le dé

avec la méme probabilite: X suit une loi uniforme de
probabilité 1/6

P(X =X) :% [Ox4L, 2,..n}

Eléments de calcul pour 'espérance
et la variance :

Moments :
— g - n(n2+1) ; g 2= n(n+1)6(21+ 1)
E(><)=nT+1 v(x) =2 =1 =




C.1- Lois discretes- Loi de Bernoulli

Loi: X~A&(p) =

P(X =x)=p*q"™, x0{0,1}

Moments

E(X)=p ; V(X)=pq

&: Tirage dans une urne de
Bernoulli ayant une proportion
p de boules rouges. q=1-p

‘

X=nombre de boules rouges

Fonction indicatrice de A :,1x( 9

{1 XA
Rq:

XA

X=1,~L(P(A)




C.1- Lois discretes- L.o1 Binomiale

e Loi: X ~ Z(n,p) < &: n tirages avec remise dans une
urne de Bernoulli ayant une
proportion p de boules rouges

n

P(X =x)=C . p*q"™ OxO{0,...,n}

Moments :
E(X)=np_; V(X)=npq

o Propriétés X=nombre de boules rouges

Sin>50 et p<o.1 X =2(np)

1 Outils : X _ n!
Sin>50etp>0.1 X =N (np,\/npq) utl Sm .Cn = m
X, ~ & (n,p)] S Clpg =1
X, ~ BN, p) = X+ X,~ B(n,+n,p) | =0 n
X x-1
X1|:|X2 ) ] il ICn:;Cn—l




C.1- Lois discretes- L.o1 de Poisson

e Loi: X~PA),A>0-

X

P(X =x) =e‘M—|, OxO N
X!

« Moments

E(X)=V(X) =]

e Propriétés:

Si A grand, X = A (A,A)
X1~7)(/]1)\
X, ~ P(h) = Xy + X, ~ P(A,+ 1)

X, O0X,

J

« Ex:nombre de personnes se
présentant a ’arrét de bus apres
une durée A.

Processus de Poisson

Soit X le nombre d'événements survenus sur une période donnée.

On suppose que

- laprobabilité quun événement a de se produire dans la période
ne dépend que de la durée de la période

- le nombre d'événements se produisant durant la période est in-
dépendant du nombre dévénements survenus dans les autres
périodes.

Loi de Poimszn Fl4]

e Qutils:

X=0 X! [ 1 2 3 Ll L B T B 9 1 I




C.1- Lois discretes- L.o1 Binomiale

Loi: X ~ZAN (r,p) =

PX=x)=C.,_pq*OxON

Moments :

negative

&: tirages avec remise dans une

urne de Bernoulli ayant une
proportion p de boules rouges

E(X) :% C V(X)=

9

p2

X=nombre de boules blanches
précédent la r° boule rouge

Outils:

>.CraPa =1
x=0




C.1- Lois discretes- Loi Géomeétrique

o Loi: X ~g(p) « E: tirages avec remis;e dans une
urne de Bernoulli ayant une
proportion p de boules rouges

P(X =X)=pq OxON

e Moments:

_1 _q
E(X)= p ViX)= D> X=rang de la 1° boule rouge
e OQutils
° 1 ] tres utilisé en
Zp :1—p A durée de vie et en biologie.
x=0




C.1- Lois discretes- Loi Hypergéométrique

e Loi: X~Z(n,N,p) =

X
CNp

P(X =X) =

CnN‘Np Ox {0, ...,n}

N

e Moments:

E(X)=np

; V(><)=E|_n

n
1PCI

« Propriétés

SiN>>n (N>10n) X = Z(n, p)

&: n tirages sans remise dans une

urne de Bernoulli ayant une
proportion p de boules rouges

n

X=nombre de boules rouges

Lzt

H(SD, 20, 0.8)




C.2- Lois continues- L.o1 uniforme

Loi:

X ~U[a,b] =

1
f(X)=——1_. =1b
(0= L

1

asx<hb
a

0 sinon

Moments

a+b.

E(X) :T’ V(X) =

(b-ay
12

Fonction de répartition

0

F(X)=<—— asx<hb|

Propriétés
X~ olab] = T2~ 0
f o,
1/(b-a)
b
F
b



C.2- Lois continues- Lol normale

Loi X ~N(y0) <

F(x)=

Moments

E(X)=u;V(X)=0?

Propriétés :

X,~N (1“1’ 01) |

X2~ N(/'IZ’O-Z) F = X1+X2~ N(ﬂ1+ﬂ2’V021+022)

X, OX,

10

p:[]; 02:02!— _-
[=0, O?=10, == A

u:[]’ 02:50! —
[1=-2, 02=0.5, ==/ _




C.2- Lois continues- L.o1 normale

Propriétés d'une v.a. U de loi
normale N(0,1)

On noted lafdrde U
1 1
P0)=—=; P(X)<—= < X<0

(0) > (X) >

P(—x) =1-D(x)
P(| X kx)=2p(x)-1

0,1)

mix

005 010 015 020 025 030 035 040

dror

densite de N(0,1)

: D(-x) /\

)(X)




C.2- Lois continues- Loi log-normale

Loi
oo —— T —— T T _
X ~LN(u,0) = Y =In(X)~ N(,U,U)‘
s “en
— o=1
c=1/2

Loft — ijg i

Moments 1 o= [
E(X)= e/H% 0.5# I
V(X)= (e"z —1)e2”+”2 | B :
0.0 2.5 3.0




C.2- Lois continues- Loi exponentielle

e Loi X-~g(d), A>0= Loi souvent utilisée en fiabilité :
durée de vie d'un composant

O X < O densite de E(1)
f(x :Ae_/]x o = o
( ) lx_O {Ae_/]XXZO m
« Moments g °
1 1 3
E(X)=—:V(X)=—

0=V x=

« Fonction de répartition : o e e

nexpii, 1)
04

1-e ™ x>0

{O Xx<0 .
F(x)=




C.2- Lois continues- Lol gamma

0.5
e Loi
X~Tk,d), k>06>0<= 04 |
X< e s
f(x)=
(X) F (& 1o

e Moments

E(X) =k8:;V(X) =ké?

e Propriétés

Sik=1, X ~g(1/6)

Sif=2, X~ x*(Z)

Si k entier, la loi de X s’appelle loi
d’Erlang

SI. Xiid~e/8)=Y=>"X ~T(n0)
i=1

A AR
L1 L T T
IO LA L3 B
DDDDD
[ (R T T
O =
hoocoo

(k) = j:tk-le-tdt . T(k+1)=kr (k)




C.2- Lois continues- Loi du chi2

« Loi:laloiduchi2 a kddl est la loi de la
somme de n variables de loi N(0,1):

X~ x3k), kON* « Xaméme loiqu

k
z=>U? ,U iid~N(0,1)
i=1

e Moments

E(X)=k ; V(X)=2k
e Propriétés :

X a valeurs positives.

La loi de X/2 est une loi gamma(n)
Lorsque k=2 X suit E(1/2)

Si k>50,

X = N(k2k) F() = e,
2°T ( )

N|x
N




C.2- Lois continues- Loi de Student

e Loi: s
oi b . m—Ft]
X ~7 (k), kON* = Xaméme loi que 035 b
U 0y E
T=—— ,U0Z, U~N(0,1), Z~x %k
NVA | n2s

02 F
INEN
[

K | 1
E(X)=0,k>1 V(X)—m,k>z ik

« Moments

e Propriétés : o
Sik>30 alors X = N(0,1)



C.2- Lois continues- Loi de Fisher

e Loi:

X ~F(n,n,), nON* = Xaméme loi que Loi da Fishar-Snadacar F(10,20) - Fonetion de densité

_ZIn I

2 A0Z ZoX0). Zm X, |

14

I].rj'i

e Moments 3

[l 4

E(X) = ,n,>2 i

N, ~ 2 0]
V(X): 2n2(n1+2n2_2)’2>4 E.. _ . - _ ~
n(n,—2)"(n,—4) 0 A R S R

X ~F(@n,) « X améme loi gt

« Propriete |F=T*> , T~7 (,)




C-3 Simulations de lois

v Théoréeme d’inversion

Soit F une fonction de répartition sur R. On note F'(y)=inf{xOR/ F( X =y}

I'inverse généralisé de F (vaut 'inverse habituelle lorsque F est continue
est strictement croissante). Soit U deloi uniforme sur [0,1]. Alors,

1. X =F*(U) apour fonction de répartition F

2, Si F est continue sur R et X de fdr F, U=F(X) suit une loi uniforme
sur [0,1].



C-3 Simulations de lois

v Simulation d’une loi continue
Simulation de n réalisations X de loi F:

—  on simule n réalisations d'une loi uniforme sur [0,1] (tirage au
hasard de n nombres sur cet intervalle) : ui,...,un

— Onecalcule [i=1,...n, x =F™( ) Cesontn réalisations de X
de loi F.



C-3 Simulations de lois

v Simulation d’une loi discreéte

Soit ( p=P(X=x ))]Si<n la loi de probabilite discrete d'une variable
aléatoire én valeurs dans {x,...,x}. Onnote § =P(X<x)= Z o
etF(u) = > S 1, .. lafonction de répartition de cette loi en fout point.
Soient W...u, nréalisations d'une variable de loi uniforme sur [0,1].

Alors i =1,...n ,X; =F7 U ):ZXk :LHSUFSK
k=1

ecdf(x)

10

Fnfx)

Sont n réalisations d’une variable aléatoire

00 02 04 06 08

discrete de loi F.




