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Avant-propos

Le but de cette collection "Applications Mathématiques avec Matlab" est de com-
prendre et d’utiliser les outils mathématiques fondamentaux de premier cycle a 1’aide
d’un logiciel de calcul. Elle correspond a I’esprit des formations en IUT, BTS, Ecoles
d’ingénieurs, mais aussi en premiers semestres du cycle L du nouveau schéma LMD.

Nous nous sommes basés sur 1’expérience de nos cours, travaux dirigés et séances
de travaux pratiques de mathématiques avec des étudiants de 1ére et 2¢éme année du
département d’Informatique d’IUT de 1’Université du Havre. Pour cet enseignement,
nous disposons du logiciel Matlabl(la version actuellement installée est 6.5.0) et de
son extension Symbolic Math Toolbox (version 2.1.3).

Ces outils nous ont permis d’accompagner les notions de base présentées, par des
illustrations numériques et graphiques, et par des vérifications utilisant le calcul for-
mel.

Lutilisation d’un logiciel de calcul permet de se concentrer davantage sur la com-
préhension du probléme posé, sur une stratégie de résolution et sur I’ interprétation des
résultats. L’ étudiant devra aussi porter un regard critique sur les réponses fournies, en
prenant garde aux erreurs d’arrondi dans les calculs numériques, et aux simplifications
abusives dans certaines expressions symboliques.

Ce second tome comprend deux parties.

En premiére partie, on présente les notions de base et les principaux théorémes
de I’analyse (suites, fonctions numériques d’une variable réelle, intégration), le plus
souvent sans démonstrations, pour les utiliser principalement dans des applications et
calculs concrets.

1. Matlab est une marque déposée de The MathWorks Inc. Tous les autres produits cités sont
des marques déposées de leur société respective.
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La deuxieme partie est consacrée a 1’arithmétique des ordinateurs, a quelques ou-
tils de base en analyse numérique et a la gestion d’erreurs. Le but étant d’initier les
étudiants a résoudre numériquement quelques probleémes.

Chaque partie est composée de chapitres. Ils sont accompagnés d’illustrations et
d’exemples traités avec Matlab. Des exercices sont ensuite proposés. Certains sont
originaux, d’autres sont repris ou inspirés de divers manuels dont la liste est donnée
en bibliographie. La correction de ces exercices se trouve en fin de chapitre. Nous
avons choisi de la présenter en utilisant systématiquement Matlab. Le lecteur pourra
cependant traiter la plupart de ces exercices "a la main".

Lorsqu’une commande Matlab est utilisée pour la premiére fois, elle est expliquée
et apparait en gras. Les programmes et séquences de calcul sous Matlab sont mis en
évidence dans des tableaux. Le lecteur pourra trouver une initiation a la pratique de ce
logiciel dans les premiers chapitres du tome 1.

En fin d’ouvrage, se trouve un index regroupant les mots-clés mathématiques et
les commandes Matlab utilisées. Ces derniéres apparaissent en italique.

Nous tenons a remercier vivement tous nos collégues qui ont consacré un temps
précieux a la lecture de cet ouvrage, notamment Serge Derible, Thierry Dumont, Kha-
led Sadallah et Francis Wirth.

Nous remercions particulierement Frangois Coquet, Professeur a 1’Université du
Havre, pour sa lecture attentive, ses remarques et conseils judicieux .

Nous accueillerons avec reconnaissance les éventuelles remarques que le lecteur
voudra bien nous faire parvenir.



Note au lecteur

Ce recueil de rappels de cours et d’exercices corrigés fait partie d’un ensemble
comportant trois tomes.

Tome 1

— premigre partie : présentation de Matlab,
— deuxieme partie : algebre linéaire,

— troisiéme partie : géométrie.

Tome 2

— premicre partie : analyse,

— deuxieme partie : analyse numérique élémentaire.

Tome 3

— théorie élémentaire du signal.






PREMIERE PARTIE

Analyse






Chapitre 1

Suites réelles

Dans ce chapitre, on rappelle 1’essentiel concernant les suites réelles et on termine
par une étude complete d’une suite récurrente avec Matlab.

1.1. Généralités sur les suites
1.1.1. Définitions

On appelle suite numérique une application définie par

u:N—R
n +— u(n).

u(n) est le terme général de la suite et est souvent noté u,,. Par abus de langage, la
suite u qui est déterminée par ses valeurs u(n) = u,, se note

(“n)n>0 :
Une suite peut étre définie a partir d’un certain rang p fixé. On notera
(u")n2p )
Une suite (un)n>0 est majorée s’il existe une constante M telle que
Vn>0 u, <M,
elle est minorée s’il existe une constante m telle que

Vn>0 u, >m.
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Elle est bornée s’il existe une constante C' > 0 telle que
V>0 |u,| <C.

Il est facile de vérifier qu’une suite est bornée si, et seulement si, elle est majorée et
minorée.

1.1.2. Exemple

Considérons la suite définie pour n > 2, par

sin(n)
n+ (=1)"

n =

Sachant que pour tout n, on a

et que pourn > 2

on déduit que, pour tout n > 2,
lun| < 1.

On peut avec Matlab observer numériquement et graphiquement cette majoration,
pour les 19 premiers termes de la suite.

» for n=2 :20,
u(n)=sin(n)/(n+(-1)"n);
end
u(2 :20)
ans =
0.3031 0.0706 -0.1514 -0.2397 -0.0399 0.1095 0.1099
0.0515 -0.0495 -0.1000 -0.0413 0.0350 0.0660 0.0464
-0.0169 -0.0601 -0.0395 0.0083 0.0435

» plot(2 :20,u(2 :20),’x’)
» grid on; axis([0 21 -1 1]);
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1.2. Limite d’une suite
1.2.1. Approche intuitive

Lorsque n devient de plus en plus grand (n — +00), il existe quatre possibilités

pour les termes d’une suite numérique donnée (u,),,~, :
=

1) u,, ”s’approche” d’un nombre [, on notera :
limu, =1 ou wu, —1I,

2) u,, devient “aussi grand qu’on veut”, on écrira

limu, = +o0,
3) u,, devient "aussi petit qu’on veut”, on écrira

limu, = —o0,
4) u,, n’a aucun des comportements ci-dessus. C’est par exemple le cas de la suite

up = (—1)"

qui prend alternativement les valeurs +1 et —1.

1.2.2. Cas de limite finie

1.2.2.1. Définitions

La description mathématique de la premiere possibilité doit traduire le fait qu’a
partir d’un rang ng, les termes successifs de la suite

unoa u'n0+17 u'n0+27
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sont "aussi proches qu’on veut” de /. On écrira alors :

étant donné un nombre € > 0, (aussi petit que [’on veut)
il existe un rang ng tel que pour tout n > ngy, ona :
l—e<u, <l +e.

On dira que la suite est convergente et converge vers /. On notera
limu, =1.
On montre, grace a cette définition, qu’une telle limite, si elle existe, est unique.

Dans les autres cas on dira que la suite est divergente.

1.2.2.2. Suites de référence

Les suites définies pour n > 0, de la forme

1
an—n_a:

ol « est un réel positif, sont appelées suites de référence. Elles vérifient :

lima, = 0.

Il est souvent commode de les utiliser pour montrer qu’une suite (), -, converge
vers une limite finie /. Lorsque la suite (u,,),,~, Vérifie : il existe une constante C' > 0
et un entier ng € N tels que pour tout n > ng on ait

C

|Un - l| < n_aa
alors limu, = [.

1.2.2.3. Exemple

Examinons I’exemple de la suite définie pour n > 3 par :

_2n+1
T on=2"

Un

On a, sous Matlab,
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» for n=1 :60,
u(n)=2*n+1)/(n+2);
end
» u(50 :60)
ans =
Columns 1 through 7
1.9423 1.9434 1.9444 1.9455 1.9464 1.9474 1.9483
Columns 8 through 11
1.9492 1.9500 1.9508 1.9516
» plot(u,’x”)

2 T

Cela laisse présager que la suite converge vers 2. Pour montrer ce résultat , on peut
utiliser la suite de référence
an =1/n

(ou toute autre suite de la forme a, = 1/(n®), @ > 0) et montrer qu’il existe une
constante positive C' telle que, a partir d’un certain rang n ¢, on ait

2 1 1
n = nyg = nt —2‘<C—.
n+2 n
Or
2n+1 9l — 3
n+2 T n+2’

11 suffit de prendre C' =3 etng = 0
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1.2.3. Cas de limite infinie

La deuxieéme possibilité s’écrit mathématiquement sous la forme :

étant donné un nombre A > 0, (aussi grand que ’on veut)
il existe un rang ng tel que pour toutn > ng, ona:
Uy = A.
On écrit
lim u,, = +o0.
De manigre similaire, la troisieme possibilité s’énonce par
étant donné un nombre A < 0, (aussi petit que I’on veut)
il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, ona:
Uy < A.
On écrit
limu, = —oo.

1.3. Propriétés des limites de suites
1.3.1. Cas de limites finies

On se donne deux suites (u,),~q et (vn), >, convergentes respectivement vers
= =
des limites finies [ et I’.

Alorson a:

o u, +v, —I+1,

® \u, — Al (pour tout nombre \ )

o u,.v, — LU,
Up L .

e — — — (sil' #0),
Up l

On a aussi le résultat suivant :
||o Si la suite (uy),,~ est bornée et si v, — 0, alors u,.v, — 0.

Sa démonstration utilise I’encadrement dit des ’gendarmes” :

il existe C' > 0 tel que pour toutn € N, on a
-C < Un < C:

d’autre part, pour € petit donné strictement positif, en notant
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il existe ng tel que pour n > ng, on a
—& < vy £ +E,

d’ou I’encadrement
! !
—Ce' < uyv, < C¢,

ou bien
—€ < UnUn < g,

pour n > ng, ce qui montre que u,v, — 0.

1.3.2. Cas de limites infinies

Les résultats précédents s’étendent aux cas de limites infinies :

e silimu,, = 400 et limv,, = oo alors lim(u,, + v,) = 400,

e silimu, = +ooetlimv, =1, | € Ralors lim(u,, + v,) = +00,
e silimu, = —oo et limv, = —oo alors lim(u,, + v,) = —o0,

e silimu, = —oco et limv, =1, | € R alors lim(u, + v,) = —0o0,
e silimu,, = +o0 et limv,, = o0 alors lim(uy,.v,) = +00,

e silimu,, = +oo et limv,, = —oco alors lim(uy,.v,) = —o0,

e silimu, = —oco et limv,, = —oo alors lim(uy,.v,) = +00,

e silimu, = +occ etlimv, =1, € R* alors

lm (wp.vy) = +o00 (sil > 0) et —o0 (sil < 0).

Par contre, toute recherche de limite qui se présente sous 1’'une des formes sui-
vantes est une indétermination :
+00—00, 0xo0, oofoc, 0/0, 1%, 0° o".

L’indétermination est a lever en appronfondissant les calculs sur I’expression don-
née.

1.3.3. Calculs de limites avec Matlab

On utilise la commande limit pour obtenir directement la limite d’une suite (u ) .
Par exemple, si
_2n+1 _ 2[n?—20]+1
mETTe T =104 7

on a

» syms n; Un=(2*n+1)/(n+6);
» limit(Un,n,inf)
ans =2
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» Vn=(2*abs(n"2-20)+1)/(abs(n-10)+7);
» limit(Vn,n,inf)
ans = inf

Matlab permet aussi de retrouver les calculs sur les limites infinies :

» inf+inf
ans=Inf

» inf*inf
ans=Inf

» inf*(-inf)
ans=-Inf

» 0*inf
ans=NaN

la derniere réponse exprime 1’indétermination : Not a Number.

1.4. Suites monotones
Une suite réelle (u,,),,-, est dite croissante si
Vn>20 upyr —up =0,

elle est décroissante si
Vn>0 tpt1 —up <0.

La suite est strictement croissante si
V>0 upt1 —up >0,
strictement décroissante si

Vn>0 tpt1 —up <O0.

Dans chacun de ces cas on parlera de suite monotone (resp. strictement monotone).

Ces notions restent valables si elles sont vraies a partir d’un rang donné ny > 0.
Le résultat essentiel pour les suites monotones est :

Théoreme.
o Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.
o Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.
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1.5. Suites récurrentes
1.5.1. Définition

On donne une fonction f : R — R et on définit la suite (u,,),,~ par la relation de
récurrence :

Ug = a
Un+1 = f(un)a pour n > 0,

ol a est réel donné.

De telles suites sont dites récurrentes. Elles sont bien définies lorsque pour tout
n > 0, les termes u,, appartiennent au domaine de définition de f.

Le calcul de la limite [ de telles suites récurrentes, lorsqu’elles convergent, se fait
par passage a la limite dans la relation de récurrence :

1) on peut vérifier que si limu,, = [, alors lim u,+1 = [, (en utilisant la défini-
tion),

2) lorsque la fonction f est continue, on a : lim f(u,) = f(limwu,) = f(I),
3) on en déduit I’équation

1= £().

Si elle admet une solution, ou plusieurs, une étude de la suite (monotonie, minoration
ou majoration,...) permet de préciser la limite éventuelle.

1.5.2. Etude compléte d’un exemple modéle

On donne la suite définie pour n € N* par

U1:1
{ Unt1 = V1 + up.

En réitérant on voit que le terme général s’écrit
un:\/1+\/1+...\/1+1.

1.5.2.1. Calcul des premiers termes de la suite

La suite est évidemment minorée par 1.
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On calcule, sous Matlab, les dix premiers termes de cette suite, qu’on range dans
un tableau w :

»u(l)=1;

» for n=1 :9,u(n+1)=sqrt(1+u(n));end
»u(l :5)

1.0000 1.4142 1.5538 1.5981 1.6118
» u(6 :10)

1.6161 1.6174 1.6179 1.6180 1.6180

Cela suggere que la suite est majorée par 2. Montrons-le par récurrence. On a
up =1<2

D’autre part, la résolution de I’inéquation
VItu, <2

donne

» maple(’solve(sqrt(1+Un)-2<=0)")
ans=RealRange(-1,3)

D’ou I’'implication
up € [—1,3] = up41 —2 < 0.
Ainsi, I’hypothese de récurrence u,, < 2 et le fait que w,, est minoré par 1, donnent
Unt1 < 2.
1.5.2.2. Calcul de la limite éventuelle

La fonction définie par f(z) = /1 + x étant continue sur [0, +o0[ , la limite [, si
elle existe, vérifie nécessairement 1’équation f(I) = [. On la calcule sous Matlab :

» Syms X
» |= solve(’x=sqrt(1+x)’)
1=1/2+1/2%57(1/2)

Si la suite (u,,) converge, alors sa limite est égale au nombre (dit d’or)

On va maintenant prouver la convergence, en montrant que la suite (u ,,) est crois-
sante et majorée. On sait déja que la suite est majorée par 2. Mais dans I’étude de la
monotonie, on aura besoin de la majoration

u, < 1.

Etablissons cette propriété :
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1.5.2.3. Majoration de la suite par 1

On raisonne par récurrence. Il est clair que la suite est positive et que
U1 g l.

On étudie le signe de w41 —{ :

» maple(’solve(sqrt(1+Un)-1/2-sqrt(5)/2<=0)")
ans = RealRange(-1,1/2+1/2*5/(1/2))

Ainsi, si on suppose 0 < u,, < [, alors up1 — 1 < 0,d’ou

VneN 0<u, <l

1.5.2.4. Sens de variation

Pour étudier le signe de w41 — uy,, on étudie celui de 1’expression
+

(Unt1 — Up) (Upt1 + Up) -

Pour cela, montrons que

(Un-l-l - Un) (Un-l-l + Un) = _(Un - l)(un - ll)a

I'=

N | =
[N}
S

Ona:

» syms Un
» UnPlusl = sqrt(1+Un) ;
» P = expand((UnPlus1-Un)*(UnPlus1+Un))
P = 14+Un-Un”2
» % On cherche les racines de P pour factoriser :
» S = solve(P)
S =[ 172+1/2*57(1/2)]
[ 172-1/2%57(1/2)]

» Q=(Un-S(1))*(Un-S(2)); expand(Q)

ans = -1-Un+Un”2

On en déduit que pour toutn > 1,

—(up = 1)(un =1')

>0,
(unJrl + un) -

Un+1 — Un =

27
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car
et

puisque u,, > 0etlr < 0.

La suite étant croissante et majorée, elle est donc convergente et sa limite est bien

1.6. Exercices
1.6.1. Limite d’une suite et majorations

On se propose de calculer la limite de la suite définie par

_ v
Vi

Up, n > 26
en utilisant la définition.
1) Peut-on se servir de la lecture du graphe de la suite pour en donner 1’éventuelle
limite ?
2) En calculant
Vi
V=5

résoudre mathématiquement I’inéquation

)

\/_ -5 = \/ﬁ '
3) Conclure.

4) Retrouver par M atlab tous les résultats de la question 2.
(solution p. 29)

1.6.2. Etude d’une suite récurrente (1)

La direction d’un journal constate pour chaque année un taux de réabonnement
voisin de 60%, ainsi que 1’apparition de 5000 nouveaux abonnés.

On note a,, le nombre d’abonnés 1’année numérotée n. L’année numéro 1, le
nombre d’abonnés est a; = 10000.
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1) Donner la relation de récurrence entre a1 et a,.
2) Calculer les 20 premiers termes de cette suite et les représenter graphiquement.
3) Vers quelle limite [ cette suite semble-t-elle converger ?

4) On considére la suite définie par u,, = [ — a,,. Utiliser le calcul symbolique de
Matlab pour montrer que (u,,) est une suite géométrique

5) En déduire I’expression de u ,,, puis celle de a,.

6) Confirmer le résultat expérimental de la question 3.
(solution p. 31)

1.6.3. Etude d’une suite récurrente (2)

On définit la suite (u,),,, par la relation de récurrence

Ug = 0
1
Upt1 = gun +1 pour n >0,

1) Calculer u,, pour n = 1,2, ..., 20 et en donner une représentation graphique.
2) Quelle est I’éventuelle limite [ de cette suite ?

3) Montrer avec Matlab que la suite est majorée par 5/4.

4) En déduire qu’elle est croissante.

5) Vérifier que tp11 — 1 = %(un =1).

6) En déduire que u, — 1 = 32 ()"

7) Trouver unrang ng tel que :  n > ng = |u, — 1| <1077,

(solution p. 33)

1.7. Solutions

Exercice 1.6.1
1) On représente graphiquement les nombres u ,,, pour n € [26, 100].

» clf

»n=26:1:100;

» u=sqrt(n)./(sqrt(n)-5);
» plot(n,u,’x”)

» grid on
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60

401

30

0 I

20 30

80 90 100

Le dessin laisse a penser que la suite est décroissante, minorée, mais n’indique pas
clairement la limite. Le calcul des termes w190, %1000, %10000 laisse présager que la

limite est 1 :

2) On a, pour n > 26

Et I’inéquation

est équivalente a

soit a

ou encore a

d’ou

et finalement n > 100.

» n=[100 1000 10000];
» u= sqrt(n)./(sqrt(n)-5)

u=2.00001.1878 1.0526

A5 -

v

_1‘<

S=

ot

5 10
V=5 Jn

5vn < 10(v/n — 5),
—5/n < =50,

Vvn > 10,

3) Pour n > 100, on peut majorer |u,, — 1| par 10/4/n, qui est une suite de réfé-
rence (voir § 1.2.2.3). Cette majoration montre que la suite (u ) converge vers 1.
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4) On utilise le calcul symbolique de Matlab pour calculer |u,, — 1|, puis pour
résoudre I’inéquation

10
lun — 1] < —=.

N

» Syms n

» un=sqrt(n)/(sqrt(n)-5);

» simplify(abs(un-1))

ans = 5/abs(n”\(1/2)-5)

» maple(’solve(5/abs(n”(1/2)-5)<=10/n"(1/2))’)

ans = RealRange(100,inf),RealRange(Open(0),100/9)

L’ensemble solution de cette inéquation ]0, 100/9]U[100, +oo[ montre que I’inégalité

10
lun =1 < —=

N

est vérifiée pour n > 100.

En utilisant la commande limit de Matlab, on obtient directement la limite de la
suite (uy) :

» limit(un,n,inf)
ans =1

Exercice 1.6.2
1) On a la formule de récurrence

ans1 = 0.6a, + 5000.

2) On calcule les 20 premiers termes de cette suite et on les représente graphique-
ment

» a(1)=10000;
» for n=1 :20,
a(n+1)=0.6*a(n)+5000;
end
» plot(a, ’x’)
» title(’Suite An+1 = 0.6*An + 5000’)
» grid on
» a(l:5) % 5 premiers termes
ans = 10000 11000 11600 11960 12176
» a(16 :20) % 5 derniers
ans = 12499 12499 12500 12500 12500
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x 10" Suite An+1 = 0.6°An + 5000
1.25 *
. x ¥ % * *
x
x
x
121 ~ -
x
1151 |
1A% 4
1,05 .
4 i | ; |
0 5 10 15 20 25

3) Cette suite semble converger vers la valeur [ =12500.

4) On définit en fonction de a,, les expressions de w,, Gp41, Upt1 -

» syms An

» AnPlus1 = 0.6*An+5000;
» Un= 12500-An;

» UnPlus1= 12500-AnPlus1
UnPlus1 = 7500-3/5*An

» simplify(UnPlus1/Un)
ans = 3/5

De la derniére égalité, on déduit que la suite (u,,) est une suite géométrique de raison
3/5.
5) A partir du premier terme ©; = 12500 — a1, on déduit I’expression générale

3 n—1
Up = U X <g> N

an = 12500 — uy,.

» Ul = subs(Un,An,10000)

U1 =2500

» syms n; Un = U1*(3/5)"n-1);
» An = 12500-Un

An =12500-2500%*(3/5)"(n-1)

puis

On a, pour toutn > 1,

an = 12500 — 2500 % (0.6)" L.
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6) Comme lim(0.6)" ! = 0, on déduit que
lim a,, = 12500 = 1.
Exercice 1.6.3

1) On place dans le tableau u les 20 premiers termes de la suite, et on utilise plot
pour représenter graphiquement cette suite.

» clear

»u(l)=1;

» for n=1 :19, u(n+1)= 1/5*u(n)+1 ;end

» U

u=

Columns 1 through 7

1.0000 1.2000 1.2400 1.2480 1.2496 1.2499 1.2500
Columns 8 through 14

1.2500 1.2500 1.2500 1.2500 1.2500 1.2500 1.2500
Columns 15 through 20

1.2500 1.2500 1.2500 1.2500 1.2500 1.2500

» plot(u,’x”)

» hold on ; axis([0 20 0.8 1.3])

125 x X X X x X x x X x x X X X %X x X
x

0.95- q

0.8 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Au vu de ce dessin, il semble que la suite soit croissante, majorée, convergente vers
1,25. Les questions suivantes vont prouver que ces observations sont fondées.

2) On sait que, pour une suite (u,,) vérifiant la relation de récurrence

Un+1 = f (un) )
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avec f continue sur R, sa limite [, si elle existe, vérifie nécessairement 1’équation

l=f)),
soit ici
1=(1/5)1+1,
d’ou
l=5/4.
Si la suite converge, sa limite est nécessairement 5/4.

3) On utilise la relation de récurrence

Un+1 = gun + ]-7
et on résout I’inéquation, d’inconnue « ,,,
1 5
—u, +1< -,
5" =4
» syms Un

» maple(’solve(1/5%Un+1<=5/4)")
ans =RealRange(-inf,5/4)

Ainsi, si u,, < 5/4,alors u,+1 < 5/4. Comme par hypothése uo < 5/4, la majoration
demandée est démontrée par récurrence.

4) On résout I’inéquation %, 41 — up = 0

» UnPlus1=1/5*%Un+1;

» UnPlus1-Un

ans =-4/5*Un+1

» maple(’solve(-4/5%Un+1>=0)")
ans =RealRange(-inf,5/4)

D’apres la question précédente, on a, pour tout n,
up < 5/4

d’ott upy1 —upy = 0.

5) On compare d = w41 — I, avec p = (1/5)(u, — 1) :

» 1=5/4;

» d=UnPlus1-1
d =1/5*%Un-1/4
» p=1/5*%(Un-1)
p =1/5*%Un-1/4

cela montre 1’égalité demandée.
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6) On en déduit par récurrence

1\" 1\" (=5
n—l=1< -l)={= — .
wot=(5) w-0=3) (3)
7) Si on utilise I’expression ci-dessus pour résoudre I’'inéquation
lun — 1] <1077,

on obtient

» maple(’solve(5/4*(1/5) n<=10"(-7))’)
ans ="’

ce qui signifie que I’ensemble solution n’a pu étre obtenu par Maple.
On transforme I’'inéquation

en I’inéquation équivalente

puis en

On obtient alors

» maple(’solve(5*n >=5/4*10"7)")

ans = RealRange(log(12500000)/1og(5),inf)
» double(log(12500000)/10g(5))
ans=10.1534

Ainsi, pour n > 11, |u,, — 1| < 107".
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Chapitre 2

Fonctions numériques d’une variable réelle

Ce chapitre est consacré a I’étude des fonctions d’une variable réelle définies sur
un intervalle I de R fini ou infini.
2.1. Rappels généraux sur les fonctions
2.1.1. Majoration d’une fonction et extrema

Comme pour les suites, on dira que :

1) f est majorée sur [ s’il existe une constante M telle que
Vel f(x) <M.
2) Elle est minorée s’il existe une constante m telle que

Veel f(x)>=m.

On dira qu’elle est bornée s’il existe une constante C' > 0 telle que
Vel |f(z)<C.

On peut vérifier qu’une fonction est bornée si, et seulement si, elle est majorée et
minorée.

On rappelle aussi qu’en un point @ € I, la fonction admet un minimum si

Ve el f(x)>f(a),
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et qu’en un point b € I, elle a un maximum si
Veel f(x)<fb);

en chacun de ces points, on dira qu’il y a un extremum.

2.1.2. Exemple

Soit f la fonction définie sur ’intervalle I = [0, +o0] par

1
On a
Veel f(z) <1
et

Veel f(x)>=0.

On remarque que 1 = f(0), donc f admet un maximum au point
a=0.
Mais il n’existe pas de point b tel que f(b) = 0.

Graphiquement, on a :

» syms X real ; f=1/(1+x"2);
» ezplot(f,0,10) ; grid on
» axis([0 10 -0.5 1.5])

1/(1+x12)
15 T

0.5

~05 I I I I I I I I I
0
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2.1.3. Périodicité, parité et imparité d’une fonction
Une fonction définie sur R est dite périodique de période 7" si on a
VeeR flz+T)=f(x).
Pour de telles fonctions, il suffira de les étudier sur un intervalle de longueur 7'.

Lorsqu’une fonction f est définie sur un intervalle centré I =] — a, +a[ (avec
éventuellement a = +00), on dira qu’elle est paire si

Veel f(—z)= f(z).

Si f est paire, alors son graphe admet une symétrie par rapport a I’axe des ordonnées
et donc il suffira de I’étudier sur [0, af.

De méme, une fonction f définie sur | — a, +a[ (avec éventuellement a = +00)
est dite impaire si

Ve el f(—l') = —f(.fl?),

son graphe admet alors une symétrie par rapport a I’origine du repére. Il suffira d’étu-
dier la fonction sur [0, af.

2.1.4. Exemple

La fonction cosinus, définie sur I = R est paire et périodique, de période 27. Sous
Matlab :

» syms X real

» f=cos(X) ;

» simplify(cos(-x))

ans = cos(x)
»simplify(cos(x+2*pi))
ans = cos(x)

Pour la représentation graphique, on utilise la fonction dessineRepere permettant de
faire apparaitre les axes du repere en traits mixtes.
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function dessineRepere

hold on

V=axis ;

% V contient les abscisses et ordonnées minimum et maximum
Xmin=V(1) ;Xmax=V(2);Ymin=V(3) ;Ymax=V(4);

plot([Xmin Xmax],[0 0],-.”, LineWidth’,1.5)

% LineWidth permet de choisir la largeur du trait (1 par défaut)
plot(Xmax,0, >, LineWidth’,1.5) %dessine la fleche horizontale
plot([0 OL,[Ymin Ymax], -, LineWidth’,1.5)

plot(0,Ymax, ~’,LineWidth’,1.5)

On utilise la commande dessineRepere a la suite de ezplot, pour compléter le tracé

» ezplot(f,-2*pi,2*pi); grid on
» dessineRepere

Q
<]

2

=

0.5

o} e

X O fmimiim i

2.1.5. Fonctions monotones
Une fonction f : I — R est dite croissante sur I, si pour tous =1, x> de I on a

Ty > w9 = f(w1) > f(22),

De méme f est décroissante sur I, si pour tous x 1,2 de I on a

Ty > w9 = f(71) < f(22)-
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Dans ces deux cas, f est dite monotone.

1) Lorsque I’inégalité est stricte pour les valeurs de f, on dit que f est strictement
monotone (strictement croissante ou strictement décroissante).

2.1.6. Fonctions injectives, surjectives, bijectives

Soit f : A — B ou A et B sont deux sous-ensembles quelconques de R. On
rappelle que :

1) f est injective de A dans B si deux éléments quelconques et différents de A
admettent deux images différentes :

T # w2 = f(z1) # f(z2).
On écrira, par contraposée, que
flar) = flz2) = a1 = 2.

2) f est surjective de A dans B si tout élément de ’ensemble d’arrivée B est
I’image d’au moins un élément de A. On écrira

Vye B,z € A: f(z) =y.

3) f est bijective de A dans B si elle est injective et surjective. Dans ce cas, a
chaque élément x de A correspond une et une seule image y de B et réciproquement,
pour tout élément y de B, il existe un et un seul élément x de A tel que f(z) = y.

4) Lorsqu’une fonction
f:A—=B, z+— f(z)=y,
est bijective, on définit la fonction dite réciproque (ou inverse) de f par
g:B—= A, yr—g(y) =u,
caractérisée par
Vre A)Vye B f(z) =y <=z =g(y).

On la note
-1
g=1f
et on vérifie que

{ VyeB (fof Yy =y
VeeAd (flof)z)=x
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2.2. Limite d’une fonction
2.2.1. Définitions

2.2.1.1. Limite finie en un point

Soit o un point de R et I =]a, b[ un intervalle ouvert contenant x . On se donne
une fonction f définie en tout point de I, sauf peut-étre en x . On dit que f(z) tend
vers une limite finie [ pour x — x¢ si et seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que

|z — 2ol <n=|f(z) -1 <e.
On écrira

lim f(z) =1.

T—To

De méme, on dira que
lim f(z) =400

T—x0

si et seulement si pour tout A > 0, il existe 7 > 0 tel que
|z — 20| <= f(z) > A
D’une maniére similaire,

si et seulement si, pour tout A > 0, il existe > 0 tel que

|z — x| <= f(z) < —A.

2.2.1.2. Limite finie en +00

Lorsque la fonction f est définie sur un intervalle ]a, +o00[, on dit que

lim f(z) =1

T—>00

si pour tout e > 0, il existe B > 0 tel que

r>B=|fx) -1 <e.

2.2.1.3. Autres cas

D’une maniére similaire, on définit les autres cas de limites.
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2.2.1.4. Exemple
Soit f définie sur |1, 4+o0o[ par

243
T z—1"

f(z)

On cherche la limite de f(x) en +o00. Le tableau de valeurs :

» X=[10 100 1000 10000] ;

» Y=(2.5X+3)./(X-1)

Y =

2.5556 2.0505 2.0050 2.0005

laisse présager que
lim f(z) = 2.

T—00

Montrons-le. Fixons € > 0. L’inégalité

224+ 3
— 2‘ <e
z—1
est équivalente a
)
<
ou encore a
z—1 1
5 |72
qui est vérifiée des que
r>A=-+1
€

Sous Matlab, on obtient la limite par

» syms X real ;
» limit((2*x+3)/(x-1),x,inf)
ans =2

2.2.1.5. Limite a gauche, limite a droite

43

On dira que f admet [ pour limite a gauche en z ¢ si pout toute > 0, il existe n > 0

tel que
zo—n<r <z = |f(x) -l <e.

On notera
lim f(z) =1.
z§10



44  Mathématiques avec Matlab

On définit de méme la limite a droite de x¢.

f admet [ pour limite en z¢ si et seulement si f admet [ pour limite a gauche et a
droite de xg.

Par exemple, pour la fonction f définie par

[ e* size0,1]
flo) = { 2 siz€e(l,2],

ona

» syms X real ;

» limit(exp(x),x,1, left”)
ans = exp(1)

» limit(x"2,x,1,’ right”)
ans =1

lim f(z) = e,
=51

et
lim f(x) = 1.

31

2.2.2. Résultat fondamental

Les regles sur les limites de fonctions sont similaires a celles sur les suites numé-
riques.

Un résultat important sur les limites de fonctions (en lien avec les suites) est le
suivant :

Théoréme.
Une fonction f admet une limite | pour x — xq si et seulement si, pour
toute suite (Tn),,q convergente vers o, la suite (f(zy)),5o converge vers 1.

Dans la pratique, on se servira de ce théoréme pour montrer que certaines fonctions
oscillantes (de type trigonométriques par exemple), n’admettent pas de limite finie en
certains points particuliers (ou en 00 éventuellement).

2.2.3. Exemple

Considérons la fonction z — f(z) = sin(1/x) et examinons sa limite (éven-
tuelle) pour z — O.
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On trace le graphe de cette fonction sur le "petit" intervalle [0.01, 0.05]

» syms X real

» fDeX=sin(1/x);

» ezplot(fDeX,[0.01,0.05])
» dessineRepere

sin(1/x)
T

0.5H

ofiH|H - e T e eIy TP 3
-0.5
1k
Il Il Il Il Il Il Il
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X
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Cette courbe montre une allure oscillante au voisinage de z€ro. On construit une suite
particuliere (), tendant vers zéro telle que la suite (f(zy)),,-, n’admette pas de

limite.

» syms n real

» Xn=1/(n*pi+pi/2);

» limit(Xn,n,inf)

ans=0

» fDeXn=subs(fDeX,x,Xn)
fDeXn=cos(n*pi)

Ainsi f(x,) = cos(nm) = (—1)" n’admet pas de limite.
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2.3. Continuité
2.3.1. Définitions

2.3.1.1. Cas d’un intervalle ouvert de R

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et ¢ € I un point
donné. La fonction f est dite continue au point x si et seulement si

lim f(z) = f(o).

T—To

Cela traduit le fait que lorsque la variable x est proche de ¢, la valeur f(z) est proche
de f(xg). Autrement dit, pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que :

|z —zo| <n=1f(2) - fwo)| <&

En posant x = zg + h, on a la définition équivalente

lim f(zo + h) = f(zo).

On définit aussi la continuité a gauche en z( (resp. a droite en ). Par exemple,
f est continue a gauche en z¢ si pour tout € > 0, il existe > 0 tel que

o —n <z <20 = |f(2) — f(20)| <&
On notera

T f() = f(oo)

f est continue en zg si et seulement si elle est continue a gauche et a droite de x¢.

La fonction f est continue sur tout ’intervalle I lorsqu’elle est continue en tout
pointde I.

2.3.1.2. Cas d’un intervalle fermé [a, b

Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé [a, b] (avec a < b). On peut
définir comme ci-dessus la continuité en x, pour zo €]a, b, ainsi que la continuité a
droite en a, et la continuité a gauche en b.

La fonction f est continue sur ’intervalle fermé [a, b] si

f est continue sur I’intervalle ouvert |a, b,
f est continue a droite en a,
f est continue a gauche en b.
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2.3.2. Exemple

On donne la fonction

fiR—> R
3 —z?
z — f(z) = 12
= siz €[1, + ool
x

siz €] —o0,1]

Etudions sous Matlab sa continuité en 1.

On calcule les limites & gauche et a droite, au point 1, de f(z).

» Syms X

» f1Moins =(3-x"2)/2;

» f1Plus=1/x;

» limit(f1Moins,x, 1, left’)

ans =1
» limit(f1Plus,x, 1, right”)
ans =1

Les deux limites étant égales a f(1), la fonction est continue en 1.

2.3.3. Résultats généraux sur la continuité
On donne deux fonctions f,g : I — R continues en x ¢ et un réel quelconque .
Alors on a les résultats :

e f+ get f — g sont continues en z,
e \f et f.g sont continues en xy,

e = estcontinue en Zg, (si g () est non nul).
g

Lorsque on a
f:I—=J, g:J—=>R

ou J est un autre intervalle de R et si f est continue en z et g est continue en f(zo)
alors la composée g o f définie sur I par

(go f)x) = g(f(x)),

est continue en xg.

Les fonctions usuelles :
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1) polynomiales,
2) trigonométriques directes et inverses,

3) logarithme, exponentielle,...

sont continues sur leur domaine de définition.

On retiendra le théoréme suivant :

Théoreme des valeurs intermédiaires.
Pour toute fonction f réelle continue sur [a, b], 'image par f de cet intervalle est
Uintervalle [m, M| on m est le minimum de f et M est le maximum de f sur [a,b].

Autrement dit, pour toute valeur intermédiaire y comprise entre m et M il existe au
moins une valeur z dans [a, ] telle que f(z) = y.

Théoréme des valeurs intermédiaires

2.4. Dérivation
2.4.1. Définitions
La notion de dérivée (comme le mot 1’indique bien) est liée a la “courbure” du

graphe représentatif d’une fonction. Cette notion sert aussi dans de nombreuses appli-
cations telles que la cinématique, les systémes dynamiques, etc...
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Une fonction f : I — R (I intervalle ouvert) est dérivable en un point z, € I si

le rapport
f(z) — f(2o)
r — 2o

Y

défini sur I\ {z}, admet une limite finie lorsque z — z.

Noter que ce rapport est exactement le coefficient directeur de la droite D ,, joignant
les points M, et M, de coordonnées (z, f(z)) et (zo, f(xo)).

La limite (lorsqu’elle existe) est notée

7o) ou L ay),

et est appelée la dérivée de f en z.

De méme ici, on peut définir une dérivée a gauche et une dérivée a droite au point
xo : par exemple la dérivée a gauche est, quand elle existe,

fy(wo) = lim 7“3;); - ;J;E%) :

Si f est dérivable en x¢ alors

f'(wo) = fy(x0) = fa(x0).

Si la fonction est dérivable en chaque point = de I, on définit la fonction dérivée
oI —R x> f'(x).

Une fonction f définie sur un intervalle [a, b] (avec a < b), est dite dérivable sur
I’intervalle fermé [a, b] si

f est dérivable sur I'intervalle ouvert ]a, b,
f est dérivable a droite en a,
f est dérivable a gauche en b.

2.4.2. Exemple
La fonction z — f(z) = 22 est dérivable en tout 7y € R :
en effet

f(@) — f (o) ]

lim = lim = lim (z + zo) = 279 = f'(z0).
Tr—xT0 €T — ,’L’O Tr—xo I — ;UO T—x0
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Ce calcul de limite s’effectue avec Matlab par :

» syms X X0 real

» fDeX=x"2;

» fDeX0=x0"2;

» fPrimeDeX0=limit((fDeX- fDeX0)/(x-x0),x,x0)
fPrimeDeX0 = 2*x0

Grace a la commande diff, on obtient directement la fonction dérivée :

» fPrimeDeX=diff(fDeX,x)
fPrimeDeX=2%*x

» fPrimeDeX0=subs(fPrimeDeX,x,x0)
fPrimeDeX0 = 2*x0

2.4.3. Interprétation géométrique

Comme nous I’avons dit précédemment, si f'(zo) existe, la droite D, admet donc
une droite limite D,, qui est tangente a la courbe représentative de f au point M.
Cette tangente a pour équation cartésienne

y = f'(z0)(x — 20) + f(20).

En notant
f(z) — f(zo)

r — X

e(z) = — ['(wo),

on remarque que pour tout z € [
f(x) = f(zo) + f'(w0)(x — z0) + &(x)(z — o),

avec
e(xz) = 0 pour x — zg.

En posant x = g + h,on a
f(@o +h) = f(zo) + f'(xo)h + h.e1(h)
oueq(h) =e(xo + h).

Cette derniere égalité donne une premiere approximation affine de f au voisi-
nage de x( dés que f'(x) existe et montre aussi qu’une fonction dérivable en z est
nécessairement continue en ce point.
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2.4.4. Propriétés générales
Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables sur I et A\ € R,n € N. Alors on a

o (f+9)=f"+4d,

o (\f) =Af,

. (fg)’lz f'g+ fd',

. i) L9719 (g0,
9/ g

o (1) an:f"‘l,

e (Inf) = f7, (dérivée logarithmique de In f, si f > 0),

e Lorsqu’on a
f:I—=J, g:J—>R

ou J est un autre intervalle de IR, alors, si f est dérivable sur I et g est dérivable sur
J,ona

(9o f)(z) =g'(f(z)).f'(2).
e Si f est dérivable et est une bijection de I dans J, alors f ~! est dérivable en tout
point ot f'(zo) # 0, eton a

(ffl)l(yo) = =

avec Yo = f(zo).

2.4.5. Dérivées successives

Soit f : I — R dérivable sur I. Si la fonction f’ est dérivable, on dira que f est
deux fois dérivable et on note

En réitérant, on définit de méme la dérivée a ’ordre n de f notée f () par

!
f(@) = (F ) (@),
On peut montrer par récurrence la formule dite de Leibnitz :

k=n
()™ =D Ch B gn=h),
k=0
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vraie pour deux fonctions f et g, n fois dérivables. On rappelle que

kL n!
Cn = (n—k)E!

On dira qu’une fonction f est de classe C* (k € N) sur I si f, f', ..., f(*) existent et
sont continues sur I. Une fonction de classe C° est une fonction continue sur I.

Sous Matlab, le calcul de la dérivée nieme s’effectue en utilisant diff . Par exemple,
pour

f(x) = (z° +22 —5)€"

» syms x real ;

» fDeX=(x"3+2*x-5)*exp(X);

» fOrdre4DeX=diff(fDeX,x,4);

» factor(fOrdre4DeX)
ans=exp(X)*(x+1)*(x"2+11*x+27)

on obtient
@) = (z+1) (2 + 11z + 27) €”.

2.4.6. Conséquences de la dérivation

Les premieres propriétés de la dérivation sont :

Si f, définie sur I =a, b|, est dérivable en xo € I et admet
un extremum en xo alors f'(xqg) = 0.

Si f est continue sur [a, b] avec f(a) = f(b) et est dérivable
sur |a, b[ alors il existe un point c de ]a, b| tel que f'(c) = 0.

Ce dernier résultat est connu sous le nom du théoreme de Rolle et exprime le fait qu’il
y a au moins un point ol la courbe représentative de f admet une tangente horizontale
(c’est-a-dire parallele a 1’axe des abcisses).

Si f est continue sur [a, b] et est dérivable sur |a, b[ alors il existe
un point ¢ de |a, b tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

C’est le théoreme des accroissements finis (T.A.F). Il exprime le fait qu’il existe
au moins une tangente a la courbe de f parallele a la sécante joignant les points de
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coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b)). (Voir figure ci-dessous).

lllustration du T.A.F

En écrivant b = a + h et sachant qu’un point de I’intervalle ouvert |a, b[ s’écrit
sous forme
c=a+6(b—-a)=a+0h

ol # €]0, 1], on obtient la formulation courante
fla+h) = f(a) = hf'(a+0h),

qui exprime bien 1’idée d’accroissements finis. De ce théoréme on déduit aussi (sous
les mémes hypotheses) :

e festcroissantesur [ si Yz el f'(x) >0,
e festdécroissantesur I si Vzel f'(z) <0,
e festconstantesur I si Ve el f'(z)=0.

2.4.7. Etude d’une fonction avec Matlab
On se propose d’étudier les variations de la fonction f définie sur R par

fla) = 1+ze ™,

et de tracer sa courbe représentative.
— Cette fonction est de classe C'!' sur R.
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— On déclare I’expression symbolique correspondant a la fonction, on calcule la
dérivée et on la factorise :

» syms X real

» f=1+x*exp(-x);
» fprime=diff(f)
=exp(-X)-x*exp(-x)
» factor(fprime)
=-exp(-x)*(-1+x)

Ce résultat est suffisant pour donner le signe de f’(x), mais on peut aussi résoudre
I’équation

f'(z) =0,
ou I’inéquation
f'(z) > 0.
» solve(fprime)

ans=1
»maple(’solve(-exp(-x)*(-1+x)>0)")
ans = realRange(-inf,open(1))

Ainsi, la dérivée est positive sur | — 0o, 1[. On calcule alors, symboliquement et nu-
mériquement, f(1), puis les limites de f en +o0 et —oo.

»fDel=subs(f,x,sym(1))
fDel=1+exp(-1)

» double(fDel)
ans=1.3679

» limit(f,x,-inf, right”)
ans=-inf

» limit(f,x,inf, left”)
ans=1

D’ou le tableau de variations

T —00 1 +o0
f'(z) + 0 -
f(@) |—o0 /A T+1/e N1

On construit le graphe sur un intervalle contenant 1, par exemple [—1, 5] :

» ezplot(f,-1,5)

» grid on

» axis auto % ajuste le cadre
» dessineRepere
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1+x*exp(-x)

1.5 A T
l
1
1

2.4.8. Retour a I’exemple modéle

Etudions la dérivabilité et la continuité de la fonction dérivée en 1 de la fonction :

fiR—> R

z— flz) =9 4 2
— sinon.
T

La fonction f est indéfiniment dérivable sur R— {1}. On déclare les deux expressions
de f

» syms X real
» f1Moins =(3-x"2)/2;
» f1Plus=1/x;

On calcule les limites a gauche et a droite suivantes :
- fQ - fQ

i f@ = Q) @) - F)

51 -1 > z—1

=1

Y



56 Mathématiques avec Matlab

» taux1Moins = (f1Moins - 1)/(x-1)
taux 1Moins = (1/2-1/2*x"2)/(x-1)
» factor(taux 1Moins)

ans = -1/2*x-1/2

» taux 1Plus = (f1Plus - 1)/(x-1)
taux1Plus = (1/x-1)/(x-1)

» factor(taux 1Plus)

ans = -1/x

» limit(taux 1Moins,x, 1, left’)

ans =-1

» limit(taux1Plus,x,1, right’)

ans =-1

Ces deux limites étant égales, la fonction est dérivable en 1 et f'(1) = —1.

Pour la continuité de la fonction dérivée en 1, on calcule

lim f'(z) et limf'(z).
xS z 31

» f1MoinsPrime = diff(f1Moins)
f1MoinsPrime = -x

» f1PlusPrime = diff(f1Plus)
f1PlusPrime = -1/x/2

» limit(f1MoinsPrime,x, 1, left’)

ans = -1
» limit(f1PlusPrime,x, 1, right”)
ans = -1

Donc f est de classe C' (continliment dérivable) et

ff:R—- R
-z siz €] —o0,1]
z — fl(z) =< -1 siz =1
—1/z*  sinon.

Pour le graphe de cette fonction définie par morceaux, on crée un fichier appelé f1.m
dans lequel est définie la fonction f

function y = f1(x)
if(x<1)y = (3-x."2)./2;
elsey =1./x;

end
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puis on utilise fplot pour le tracé de la courbe :

» fplot(’f1’,[-3 3])

» grid on ; hold on

» plot(1,f1(1),0’) % pour marquer le point d’abscisse 1
» dessineRepere

0.5

! !
1 2 3

_3 L L
=3 -2 -1

Observons que le raccord au point 1 se fait d’'une maniere “lisse”, au sens que la
fonction en ce point admet une dérivée et cette derniere y est continue.

2.5. Fonctions trigonométriques inverses
2.5.1. Rappel

Dans cette section on utilisera en particulier le résultat suivant :

Théoréme.

Si f est une fonction continue strictement croissante sur [a, b]
alors f est une bijection de [a,b] dans [f(a), f(b)]. Il en est de
méme si f est strictement décroissante de [a,b] dans [f(D), f(a)].

De plus sa fonction réciproque g = f ! est de méme nature (c’est-a-dire strictement
décroissante ou strictement croissante selon le sens de variations de f ).
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Supposons que f est continue strictement croissante et notons

C(f) ={(x, f(x)) : @ € [a,b]},

la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé. Alors celle
de f~! s’écrit :

C(f™) = {.9W):y€fa), O]}
= {(f(2),2): 2 € [a,b]},

et est clairement obtenue a partir de C(f) par symétrie par rapport a la premiére
bissectrice d’équation y = .

Comme applications, on va définir les trois fonctions circulaires inverses suivantes.

2.5.2. Fonction arcsin

On part de la fonction sinus, restreinte a I’intervalle [ — 7 /2, +7/2]

sin: [—7/2,47/2] = [-1,+1]
x —> sin(z),

qui est continue et strictement croissante et donc elle admet une fonction réciproque
sin ! notée arcsin

arcsin : [-1,+1] —» [-7/2,+7/2]
y +— arcsin(y),

avec la caractérisation
sin(z) =y, z€[-7n/2,+m/2]

si et seulement si
arcsin(y) =z, y€[-1,+1].

Cette fonction est notée sous matlab asin.

On représente sur une méme figure les graphes des fonctions arcsin et sin, ainsi
que la droite d’équation

Y=z
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» clf

» fplot(*asin’,[-1,1])

» hold on

» fplot(’sin’,[-pi/2,pi/2], -
» ezplot(’x’,[-pi/2,pi/2])

» axis equal ; axis auto

Pour placer une 1€gende, associée aux tracés successifs :

0.5

-15

» legend ("arcsin(x)’,’sin(x)’,4)
» grid on; dessineRepere

Fonctions sinus et arcsinus

arcsin(x)
sin(x)

0.5 1 1.5

Par lecture inverse des valeurs du sinus on a par exemple

arcsin(0) = 0,
arcsin(1/2) = «/6,
arcsin(v/3/2) = /3,
arcsin(v/2/2) = 7 /4,
arcsin(1) = /2.

59

En appliquant la régle de dérivation d’une fonction inverse (voir 2.4.4), la dérivée de
arcsinen y = sin(z) €] — 1, 1] est

(arcsin) (y)

' 1 1
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2.5.3. Fonction arccos

On part cette fois de la restriction de la fonction cosinus a I’intervalle [0, 7]

cos: [0,7] = [—1,+1]
x — cos(z),

qui est continue et strictement décroissante et donc on définit son inverse par

arccos: [—1,+1] — [0,7]
y +— arccos(y).

La dérivée en y = cos(x) €] — 1, 1] s’obtient par

1 1 1

(arc COS)’ (y) = cos' (z) - sin(x) - 1-— yz.

Cette fonction est notée sous matlab acos.

On obtient les graphes de ces deux fonctions de la méme fagcon que précédemment :

Fonctions cosinus et arccosinus
T T T

_— arccos(x)
cos(x)

25F

(S

2.5.4. Fonction arctan

La restriction de la fonction tangente a Uintervalle | — 7/2, +7/2]

tan: | —7/2,+7/2[ - R
x — tan(zx),
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est continue et strictement croissante donc elle admet une fonction réciproque notée

arctan: R — | —7/2,+7/2]
y +— arctan(y),
qui est de méme nature et, si y = tan(z),

_ 1 1
~ 14tan?(z)  1+y?

(arc tan)’ (y)

Cette fonction est notée sous matlab atan.

Graphiquement, on a

Fonctions tangente et arctangente
A

6 T T J T vl
1 | _— arctan(x)
| | - == tan(x)

: I

4t ! | 1
! I
1 |
1 I
; I

2 ! ] q
! /
| /

4
)

O <ottt et 4 ety e o e P

i
71
o
/ :

2+ 1 I 4
o
! I
| :
l
| :

4+ | I 4
I !
! i
| :
| !

6 i L ! i i

-6 -4 -2 0 2 4 6

X

2.5.5. Exemple modéle

On donne la fonction suivante :

f: Ry - R

x > f(x) = arcsin (12

On note, pour z > 0,
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1) Vérifier que pour tout z > 0, on a

En déduire le domaine de définition D de f.
2) Montrer que, sur
D' =]0,1[U]1, +o0],

f est dérivable, et vérifier avec Matlab la relation
f'(x) = b/ (). arcsin’ (h(z)),

pour tout z € D'.
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 et 1.

4) Etudier les variations de la fonction f et tracer son graphe dans un repére or-
thonormal.

5) On donne la fonction

g: Ry =+ R
x > g(z) = 2arctan/z.

Etudier ses variations et tracer son graphe sur la méme figure que f.

6) En comparant f'(z) et g'(x), sur ]0, 1], puis sur |1, +o0c[, montrer que

g(z)siz €[0,1]
7w —g(x) siz €]1, +oo.

@)= {

Solution
1) On définit avec Matlab

et on vérifie que d(z) = h(x) :

» Syms X positive

» dDeX=1-(1-sqrt(x))"2/(1+x);
» simplify(dDeX)

ans = 2*x(1/2)/(1+x)

On déduit de cette égalité que, pour z € Ry, ona

h(z) < 1.
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De plus
2\/x

:l—i—x

h(x)

Ainsi, pour tout 2 € Ry, h(z) € [0, 1] et arcsin(h (x)) est défini.
Le domaine de définition de f est D = R, .
2) On sait que u — arcsinu est dérivable sur | — 1, 1].
x +— arcsin(h (z)) est donc dérivable si z — h(x) I’est, et si de plus

=

h(z) €] —1,1].

La fonction h est dérivable sur ]0, +o0[, et h(x) = 1si

(1 - )

1+=x

)

soitz = 1.
La fonction f est donc dérivable sur

D' =0, 1[U]1, +o0].

Pour z € D', on calcule avec Matlab f'(x) et

di(z) = (). arcsin’(h(z)) = h'(x) x

» hDeX=2%*sqrt(x)/(1+x);

» fDeX=asin(hDeX);

» hPrimeDeX=diff(hDeX)

hPrimeDeX = 1/x(1/2)/(14x)-2*xM(1/2)/(1+x)"2

» d1DeX=simplify(hPrimeDeX*1/sqrt(1-hDeX"2))
d1DeX = -1/x"(1/2)/(x+1)*signum(x-1)

» fPrimeDeX=simplify(diff(fDeX))

fPrimeDeX = -1/x"(1/2)/(x+1)*signum(x-1)

On a bien vérifié 1’égalité
f'(z) = B/ (z). arcsin’ (h(z)).
3) Pour étudier la dérivabilité a droite en 0, on calcule avec Matlab

f(z) = f(0)

li
1m -0

2250

63
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» fDe0=simplify(subs(fDeX,x,sym(’0)))
fDe0 =0
» limit((fDeX-fDe0)/x,x,0, right”)
ans = inf
Comme
i T@ SO
2230 z—0

f n’est pas dérivable a droite en 0, mais sa courbe représentative admet au point d’abs-
cisse 0 une demi-tangente verticale.
On étudie de méme la dérivabilité en 1 :

» fDel=simplify(subs(fDeX,x,sym(’1")))
fDel = 1/2%pi
» limit((fDeX-fDel)/(x-1),x,1, right’)
ans =-1/2
» limit((fDeX-fDel)/(x-1),x,1, left”)
ans = 1/2
Ainsi
o f@=FW) 1L f@) - f() 1
x—>)1 z—1 2 x—<)1 z—1 2

f admet en 1 une dérivée a droite et une dérivée a gauche, qui sont distinctes.

4) On a montré a la question 2, qu’en tenant compte du signe de (x — 1), on avait

1

Fla) = \/5_(11 +z)

Va (1+1)

Le signe de f'(z) s’en déduit immédiatement.
Pour compléter le tableau de variations, on calcule la limite de f en +o00 :

siz €]0, 1]

siz €]1, +oo].

» limit(fDeX,x,inf)

ans=0
D’ou
T 0 1 400
@l + I -
flz) [0 /A 7/2N\,0
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On construit la courbe représentative de f.

» hold on

» set(gca,’ LineStyle’,’--")
» ezplot(fDeX,0,5)

» grid on

» axis ([0 5 02.5])

» dessineRepere

La commande set(gca,’LineStyle’,’--’) permet d’obtenir lorsqu’on utilise ensuite ez-
plot un tracé en pointillés. Cela permettra de différencier les graphes de f et g.

asin(2*xA(1/2)/(1+x))

2.5&
2+
s
1.5 s
s S
’ ~
’ S
4 Tl
/ T~
/ T~
1 / Tl
r, R
/ T e
!
!
!
05/
!
I
0
0 I ! L L L 1 1 1 | +
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

5) La fonction g est définie, continue sur R, dérivable sur ]0, +oc[. On calcule
sa dérivée

» gDeX=2*atan(sqrt(x));
» gPrimeDeX=diff(gDeX)
gPrimeDeX = 1/x7(1/2)/(1+x)

Ainsi
by 1
9(x) = Jz(1+2)’
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et g est strictement croissante sur [0, +oc[. On calcule les limites aux bornes g(0) et

» gDe0 =simplify(subs(gDeX,x,sym(’0)))
gDe0 =0

» limit(gDeX,x,inf)

ans = pi

D’ou le tableau de variations

0 +o0
(@) Il +

() 0 N

On trace la courbe représentative de g en traits pleins :

Q|8

Q

» set(gca, LineStyle’,’-")
» ezplot(gDeX,0,5)

» axis ([05 0 2.5])

» dessineRepere

2*atan(x"(1/2))
2.5

)
4.5

Y
P
5

L 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

6) Sur l'intervalle ]0, 1[, I’expression donnée par Matlab de f'(z) se simplifie

par :

» fPrime0_1=subs(fPrimeDeX, signum(x-1)’,-1)
fPrime0_1= 1/x7(1/2)/(1+x)

» fPrime0_1-gPrimeDeX

ans =0
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Sur cet intervalle, ona f'(z) — ¢'(z) = 0, d’on

f(z) — g(x) = Cste.

Pour déterminer cette constante, on calcule par exemple

f(1/3) = g(1/3).

» fDel Tiers=simplify(subs(fDeX,x,sym(’1/3”)))
fDelTiers =1/3*pi

» gDelTiers=simplify(subs(fDeX,x,sym(’1/3")))
gDelTiers =1/3*pi

» fDelTiers-gDelTiers

ans =0

) = (w)

)=0,etona
(

f(1) =9Q) =n/2.
Sur Iintervalle ]1, 4+ oo, on simplifie f'(x), puis on calcule f'(z) + ¢'(x)

Donc, pour tout z €]0, 1[, on a f(
On a aussi vérifié que f(0) = g(0

» fPrime1_inf=subs(fPrimeDeX, signum(x-1)’,1)
fPrimel_inf = -1/x7(1/2)/(1+x)
»fPrimel_inf+gPrimeDeX

ans =0

d’ou
f(z) + g(x) = Cste.

On évalue cette constante comme précédemment :

» fDe3=simplify(subs(fDeX,x,sym(’3’)))
fDe3 = 1/3*pi

» gDe3=simplify(subs(gDeX,x,sym(’3")))
gDe3 =2/3*pi

»fDe3+gDe3

ans=pi

D’od f(z) =7 — g(z) siz €]1, +00].

2.6. Comparaison de deux fonctions
2.6.1. Notion de voisinage

Soit 2y un point de R. Une fonction f est dite définie dans un voisinage de z ¢,
si elle est définie en tout point d’un intervalle ouvert I =]a, b[ contenant x, sauf
peut-étre en xzg.
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Une fonction f est définie au voisinage de +oo (respectivement —co) si elle est
définie sur un intervalle de la forme ]a, 4+ oo (respectivement | —oo, af ).

2.6.2. Notations dites de Landau

Soit f définie au voisinage de x( (pouvant étre éventuellement +o00). Il arrive
fréquemment qu’au voisinage du point z( les valeurs de f soient du méme ordre de
grandeur que celles d’une autre fonction g ayant une expression analytique plus simple
a utiliser. Par exemple, les expressions

241
fa) =222 et g@) =1,
vérifient
2
1
T LG R e s

zo+oog(x) aotoo 2 —=
De méme, pour
f(2) =sin(z) et g(x) =,

ona

lim @ =1

-0 g(z) )
Il est alors préférable de travailler sur la deuxiéme expression au voisinage du point
considéré. D’ou les définitions :

e ondira que f est équivalente a g au voisinage de x o si

IILH;O% =1. Onnotera: f(z) ~ g(z) (r — z0),
e ondira que f est un petit o de g au voisinage de x ¢ si
$1i_>n;0% =0. Onnotera: f(x) =o(g(x)) (r — xo),

e ondira que f est un grand O de g au voisinage de x ¢ si

f(z)
(z

le rapport est borné au voisinage de x¢.

Onnotera: f(x) = 0(g(z)) (r — o).

2.6.3. Exemples

Ona
sin(z) ~z  (z —0),
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et pour tout n > 0,

2" = o(l) (z—0),

" = o) (z—0),
Les définitions ci-dessus s’appliquent aux suites. Ainsi, pour n € N

gng +2n—14=0(@n% (n—= +o0).

2.7. Formules de Taylor et développements limités

Nous avons vu précédemment que la dérivation est essentielle dans 1’étude des
fonctions. On va voir que les développements limités fournissent encore plus de pré-
cision dans I’allure et le comportement d’une fonction au voisinage d’un point donné.
Une autre application concréte et importante de cette notion est le calcul approché de
la valeur d’une fonction en un point, en particulier pour celles qui ne sont pas de type
polynomial.

2.7.1. Diverses formules de Taylor

Dans toute cette section, on se donne une fonction f : R — R indéfiniment
dérivable.

2.7.1.1. Formule de Taylor-Lagrange

On considere f sur un intervalle fini [a,b] etn € N.

Alors il existe un point ¢ €la, b tel que :

F(0) = f(a) = (0 —a) f'(a) + 5;(b — @)’ f"(a) + ... + 75 (b — @)™ f)(a)

k(b — @) O @),
C’est la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre n pour f.
Pour n = 0, la formule précédente est celle du théoréme des accroissements finis.
Lorsqu’on sait que la dérivée d’ordre (n+ 1) de f est majorée par une constante M, la
formule précédente fournit une approximation polynomiale de f(a + h) pour h petit,
en fonction des dérivées successives de f en a. En effet, en posant b — a = h, on a

[Fa+ 1) = (Fl@) + hf' (@) + 312 F"(0) + .. b 1 (0))|

G ()

M |n|"!
(n+ 11"
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2.7.1.2. Exemple

On se propose de :

1) afficher la valeur arctan(1,01),

2) calculer les dérivées premiére et deuxiéme de arctan(z),

3) donner une majoration de (arctan)”(z) sur Uintervalle [a, b] = [1, 1.01],

4) utiliser la formule de Taylor-Lagrange pour donner une approximation v de
v =arctan(1, 01), et une estimation de 1’erreur commise en remplagant v par .

Solution
1) On obtient avec Matlab

» format long
» atan(1.01)
ans=0.79037324672830

2) On calcule les dérivées successives de f(z) = arctanz :

» syms X real

» FdeX=atan(x);
»Fdif1=diff(FdeX)
Fdif1=1/(1+x"2)
»Fdif2=diff(Fdif1)
Fdif2=-2/(14+x"2)"2*x

3) De

" 2
f (113) - (]_+£E2)2’

on déduit, en majorant la valeur absolue du numérateur et en minorant le dénomina-
teur, la majoration de la dérivée seconde sur Iintervalle [1, 1,01]

» M=2%1.01/(1+1)"2
M=0.50500000000000

4) On peut donc appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre n = 1 et I’in-
égalité du paragraphe 2.7.1.1 pour avoir une majoration de 1’erreur lorsqu’on confond
la valeur de v = f(b) =arctan(1,01) avec

v = fla)+(-a)f(a)
= arctan(1) + (1,01 - 1) x 0,5
Ona )
M |h|®
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Avec Matlab, on obtient

» vBarre=atan(1)+1/2%0.01
vBarre=0.79039816339745

» MajErreur=M*(1.01-1)"2/2
MajErreur=2.525000000000004¢e-005

2.7.1.3. Formule de Mac-Laurin

On se place dans le cas ol I'intervalle [a, b] est de la forme [0, ], = étant une
variable positive réelle quelconque. Alors la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre n
devient :

f(z) — £(0)

= 2f/(0) + 52 "(0) + e FO(0) + 2 ),

(n+1)!
ot ¢ €]0, z[.

2.7.1.4. Formule de Taylor-Young

Considérons maintenant le cas ol f est une application d’un intervalle I vers R,
et soit a et z deux points de I. Alors on montre qu’il existe une fonction £ définie au
voisinage de a telle que

avec
e(x) - 0 pour z — a.

Le terme (z — a)"e(x) est appelé reste d’ordre n pour x — a.

Noter qu’a I'opposé des autres formules données précédemment, cette derniere
précise le comportement du reste d’ordre n pour x tendant vers a.

Dans le cas particulier ou a = 0, on obtient
f@) = YT IO0) + 2ve(@)
k=0
1. 1
= f(0) +zf'(0) + Exzf”(O) + ...Hx”f(”) (0) + z"e(z)

On peut noter, en utilisant les notations de Landau

z"e(x) = o (z™) (x — 0)
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et
F(&) = 0) +2/(0) + 552 £1(0) + o™ O (0) + o(a™).

On dira que

F(0) + 2 (0) + %:ﬁf”(o) + ...%m"f(") (0),

est le développement limité (en abrégé D.L.) d’ordre n de f au voisinage de 0.
Les D.L. sont tres utiles pour I’étude locale des fonctions puisqu’ils permettent :

e une expression plus simple de f, (au voisinage du point),

e une recherche facile de limites,

e un tracé plus précis de la courbe (recherche d’asymptotes,
position de la courbe par rapport a celles-ci,...).

2.7.2. Exemples de calculs de D.L.
On va donner le D.L. a I’ordre 2 et au voisinage de 0 de la fonction définie par
V1 + zsin(z).

On utilise la fonction taylor( f, n, a) de Matlab qui donne le développement de Taylor,
au point a, mais a ’ordre n — 1.

» syms X real
» taylor(sqrt(1+x)*sin(x),3,0)
ans=x+1/2%x"2

Le D.L. de /1 + xsin(z) a I’ordre 2 est donc

L1
X =T
2 )

on écrira aussi que
1 .
V1+zsin(z) =z + 3% + 22.e(x).

avec
e(x) = 0 pour z — 0.

On affiche le D.L. a I’ordre 2 au voisinage de 1 de la fonction e *

» syms X real
» taylor(exp(x),3,1)
ans=exp(1)+exp(1)*(x-1)+1/2%*exp(1)*(x-1)"2
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Ainsi

avec

e(x—1) -0 pour z — 1.

2.7.3. Application des D.L.

2.7.3.1. Calcul de limites

Calculons

) esm r _ etan T
lim —_..
z—=0slnx —tanx

Cette limite se présente sous la forme indéterminée o

73

On cherche des développements limités a un ordre suffisant, pour lever I’indéter-

mination. Ici I’ordre 2 ne suffit pas. En effet

» syms X real

» % Au numérateur :

» U = taylor(exp(sin(x)),3,0)
» % l’ordre est 3-1=2.

U= 14+x+1/2%x"2

» V =taylor(exp(tan(x)),3,0)
V = 14x+1/2%x"2

» % Par différence :

»U-V

ans =0

» % De méme, au dénominateur :
» W= taylor(sin(x)-tan(x),3,0)
ans =0
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A l’ordre 3,0n a

» syms X real

» % Au numérateur :

» U = taylor(exp(sin(x)),4,0)
U= 14+x+1/2%x"2

» V =taylor(exp(tan(x)),4,0)
V = 14x+1/2%x"2+41/2%x"3

» % Par différence :

»U-V

ans = 1/2*x73

» % De méme, au dénominateur :
» W= taylor(sin(x)-tan(x),4,0)
ans = -1/2*x"3

d’ou
sinz _ ,tanzx 3 2 3
lim & M T2 E e @)
z—0sinx — tan =0 —23 /2 + x3eq ()
—-1/2
= lim 7/ +enl@)
z—0—1/2 + e5(x)
= 1.

2.7.3.2. Recherche d’asymptote oblique

Trouver I’asymptote oblique a la courbe représentative de la fonction définie par

@)= Vita+a,

au voisinage de +o0, en effectuant le changement de variable

et en calculant le D.L. a un ordre convenable. Donner I’allure de cette courbe.

1) On vérifie avec Matlab que

Jm f(z) = +oo,

» syms X real

» f= sqre(1+x+x/2);
» limit(f,x,inf)

ans = inf
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2) On calcule le D.L. a I’ordre 2 de

en effectuant le changement de variable

au point ¢ = 0.

» g:f/X

g = 1+x+x"2)7(1/2)/x
» syms t real

» h = subs(g,x,1/t);

» hl = taylor(h,3,0)
hl = 1+1/2*%t+3/8*t"2

Ainsi, en remplagant ¢ par 1/z, on a, au voisinage de 400
f(z) 1 3 1 1
Iy 2~
x Tt T2 \L)
puis
1 3 1 /1
f(l‘)—l’+§+§+;6<5>.
L’asymptote oblique est donc la droite d’équation
. 1
=X —
Y 2

et la courbe représentative de f est au-dessus de cette asymptote au voisinage de 400,
car
3 1 /1 1/3 1
—+—c€|=-)=—(zs+e|~= >0
8 =z \=z z \ 8 T

3) On construit la courbe et son asymptote

au voisinage de +oo.

» ezplot(f,0,6)

» hold on ;grid on

» g=x+1/2

» set(gca, LineStyle’, )

» ezplot(g,0,6)

» axis auto ; axis equal

» legend (Cy=f(x)’, y=x+1/2",4)
» title(’ )

» dessineRepere
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2.8. Exercices
2.8.1. Bijection réciproque

On donne la fonction définie de R dans | — 1, 1] par

Montrer qu’elle est bijective et donner sa fonction réciproque.
(solution p. 79)

2.8.2. Etude de fonction et construction de courbe

On considere la fonction f définie sur [—a, a] (@ > 0) par
Tz a2
f(z) L Vat —a

1) Montrer que la fonction f est impaire.
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2) Etudier les variations de f sur [0, a].
3) Préciser les tangentes a la courbe représentative aux points d’abscisses 0 et a.

4) Construire la courbe représentative de f pour a = 4.
5) En déduire le tracé de la courbe d’équation

a2y2 — 1132(612 _ 1,2)‘
(solution p. 80)

2.8.3. Etude d’une fonction périodique

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = = — E(z) ot E(x) désigne la partie
entiere de x définie de la maniére suivante :

E(z) est le plus grand entier tel que

E(z) < z.
Vérifier que g est périodique de période 1 et donner son graphe.

(solution p. 82)

2.8.4. Fonction trigonométrique inverse

On considére la fonction f définie par
f(z) = arccos(cos z).

1) Montrer que f est définie sur R.

2) Utiliser Matlab pour représenter graphiquement f sur [—3m, 37].

3) Montrer que si z € [0, 7], f(z) = =.

4) Montrer que f est paire et 27-périodique et en déduire 1’expression de f(z)
pour z appartenant a [—, 0], puis &

[2km — 7, 2km + 7, keZ.

5) Vérifier graphiquement

(solution p. 84)
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2.8.5. D.L. et étude de limite (1)

On propose de calculer la limite pour z — 1 de la fonction définie par

_ V2o —at Yo fiz) - fole)

A~ R Wy X

Onposez =1+ h.

1) Donner les D.L. a ’ordre 1 et au voisinage de h — 0 des expressions

fi(l+h), f2(1+h), f3(1+h),

2) En déduire la limite.
(solution p. 86)

2.8.6. D.L. et recherche d’asymptote
1) Déterminer I’asymptote oblique (pour z — o0) a la courbe représentative de la
fonction donnée par
f(z) = (z+1)e'/*.

On poserat = 1/z et on effectuera un D.L. de I’exponentielle a I’ordre 2 au voisinage
de 0.

2) Préciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote au voisinage de
+00..

3) Tracer son graphe.
(solution p. 87)

2.8.7. D.L. et étude de limite (2)

o in(tan(x)) + sin(z) ~ 2
sm(tan(z)) + si(r) — 2x
f@) = = -
1) Un D.L. a ’ordre 4 au voisinage de 0 suffit-il pour calculer la limite de cette
expression pour z — 0?

2) Calculer cette limite. Donner 1’allure de cette fonction au voisinage de 0.

(solution p. 88)
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2.9. Solutions
Exercice 2.8.1

Pour montrer que la fonction est injective on part de

= Thie]

T2

f(z1) = m

f(x2)

qui implique nécessairement que z; et x5 sont de méme signe. On a donc, pour x; et
x5 positifs :

T T2
D = — =0
1+2 1+ 29

» syms x1 x2 x y real

» FdeX1=x1/(1+x1) ;FdeX2=x2/(1+x2);
» D=FdeX1-FdeX2;

» simplify(D)
ans=-(-x1+x2)/(1+x1)/(1+x2)

la réponse implique que x; = x». On fait de méme pour les variables négatives.

Pour montrer que f est surjective et trouver I’expression de 1’application réci-
proque, on doit résoudre I’équation (en la variable x )

pour y quelconque dans | — 1, 1[. Le méme raisonnement que précédemmment montre
que si la donnée y est positive alors z I’est aussi. On considére donc deux cas :

» % Cas y positif

» solve(Cx/(1+x)=y’)
ans=-y/(-1+y)

» % Cas y négatif

» solve(’x/(1-x)=y’)
ans=y/(1+y)

On déduit que f est surjective, et la fonction réciproque de f est I’application

g]-L+1] — R
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Exercice 2.8.2
1) On définit f et on vérifie I'imparité avec Matlab .

» syms X real ; syms a positive

» fDeX = x/a * sqrt(a”2-x"2);

» % Imparité

» fDeMoinsX = subs(fDeX, x,-x)
fDeMoinsX = -x/a*(a"2-x"2)"(1/2)
» fDeMoinsX + fDeX

ans =0

On a bien vérifié que f(—z) = —f(z).
2) Pour étudier les variations de f, on étudie le signe de la dérivée sur I’intervalle
[0, a.

» fPrimeDeX = diff(fDeX) ;
» fPrimeDeX = factor(fPrimeDeX)
fPrimeDeX = -(-a"2+2*x"2)/a/(-(x-a)*(x+a)) (1/2)

La commande numden permet de séparer numérateur et dénominateur dans 1’expres-
sion de f'(z).

» [N,D] = numden(fPrimeDeX)
N = an2-2%x"2
D = a*(a"2-x"2)"\(1/2)
» S =solve(N)
S =[ 1/2%27(1/2)*a]
[ -172%27(1/2)*a]

Ainsi sur [0 al,

a® — 22° _ (a —2z)(a +V2z)
ava? — 12 ava? — x?

et est positif pour

f'(z) =

V2

? — v e
s’annule pour z = a;

V2

r< a——.
2

On calcule les extrema, en utilisant subs :

» fDe0 = subs(fDeX,x,0)

fDe0 =0
» fDeA = subs(fDeX,x,a)
fDeA =0

» fMax = simplify(subs(fDeX,x, S(1)))
fMax = 1/2*a
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D’ou le tableau de variations

T 0 a@ a
fi@)] |+ 0 =]
flx) 07 § N0

3)

» fPrimeDe0 = simple(subs(fPrimeDeX.x,0))
fPrimeDe0 = 1

La tangente au point d’abscisse 0 a pour coefficient directeur
f10)=1.

Pour obtenir la tangente au point d’abscisse a, on étudie la limite du taux d’accroisse-
ment de f en a a gauche :

» limit((fDeX-fDeA)/(x-a),x,a, left”)

ans = -inf
On a
i F@ =@
Il)[l r—a

et la courbe représentative de f admet une demi-tangente verticale au point (a, 0).

4) La courbe représentative pour a = 4 s’obtient par :

» f4DeX =subs (fDeX, a,4)
» ezplot(f4DeX,-4,4)
» grid on ;dessineRepere

/45X (16-X"2)7(1/2)
T A T




82 Mathématiques avec Matlab

5) On résout I’équation d’inconnue y

a2y2 — 1132(0,2 _ 1,2)

» syms y real
» E = af2%*yA2 - x\2*(ar2-x2);
» Se = solve(E,y)
Se = [ x/a*(a2-x"2)N(1/2)]
[ -x/a*(a"2-x"2)A(1/2)]

ce qui montre que

E=0(y=f(x)ouy = —f(z)).

On peut donc compléter le tracé a I’aide de la courbe représentative de — f.

» hold on
» ezplot (-f4DeX, -4,4)
» title("’Courbe d”équation a"2y”2=x"2(a"2-x2)’)

Courbe d’équation ar2y"2=x"2(a"2-x"2)
A
T il T

Exercice 2.8.3

Sous Matlab, 1a fonction mathématique z — E(z) est définie par floor(x), qui
ne permet pas d’effectuer de calcul symbolique :
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» floor(pi)

ans =3

» syms X real

» gDeX=x-floor(x)

7?7 Function ’floor’ not defined for values of class ’sym’.

Pour prouver la périodicité, posons E(z) = n. Ainsi
n=FEz)<z<n+1,

d’ou
n+l<z+1<n+2,
donc E(x + 1) = n+ 1. On a alors

g+ =(x+1)—(n+1) =2 —n = g(x).
d’ou la périodicité de g.

Pour le graphe, on effectue le tracé sur les intervalles [i, 7 + 1]

» syms X n real

» gDeX=x-n;

» clf

» hold on

» fori=-5:5,
fi=subs(gDeX,n,i);
ezplot(fi,i,i+1);

end

» axis [-6 6 -1 1] ;axis equal ; grid on

» title("g(x)=x-E(x)’)

» dessineRepere

9CI=x—E(x)

;ﬁ _____ e

-1
-6 —a

x

83
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Exercice 2.8.4
1) Pour tout réel z, cosz € [—1, 1], donc arccos(cos x) est définie.

2) On utilise ezplot pour représenter graphiquement f sur [—3m, 37] :

» syms X real

» fDeX=acos(cos(x))

» set(gca, LineStyle’,’- -*)

» ezplot(fDeX,-3*pi,3*pi)

» hold on ;grid on

» axis equal

» T=axis; % pour mémoriser Xmin, Xmax, Ymin, Ymax
» dessineRepere

acos(

Q

05(X))

1
i
i
i
i
i
i
i
!
0
x

3) Par définition, la fonction arccos est la réciproque de la fonction cos, restreinte
a [0, 7]. Donc on a, pour tout z € [0, 7]

f(x) = arccos(cos ) = x.
4) La fonction cos étant paire et 2 —périodique, on a :
f(—z) = arccos(cos(—z)) = arccos(cosz) = f(z)

et
f(z + 27) = arccos(cos(z + 27)) = arccos(cosx) = f(z).
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Matlab donne aussi ces résultats

» fDeMoinsX=simplify(subs(fDeX,x,-x))
fDeMoinsX = acos(cos(x))

» fDeXplus2PI=simplify(subs(fDeX,x,x+2%pi))
fDeXplus2PI = acos(cos(x))

Pour x appartenant a [—, 0], on a
—z €0, 7,

et

donc, pour  appartenant a I’intervalle [—m, 7],
f@) = lal.
Par périodicité, pour k € Z, et pour z € [2km — m, 2km + 7[,on a
f(z) = f(x — 2kn) = |z — 2kn|.

On remarquera que

2kn —m < <2km+w

implique
T+
2r

r+T
k=F
(5).

a:—27rE<m+7r>‘.
2

5) On utilise cette derniére expression pour représenter graphiquement f

k< <k+1,

d’ou

et, pour tout réel x,

flz) =

DENE

» set(gca, LineStyle’, -
» ezplot(’abs(x-2*pi*floor((x+pi)./(2*pi)))’,[-3*pi 3*pi])
» aXiS(T)

85
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abs(x-2*pi*floor((x+pi)./(2*pi)))
T "!\‘ T

_oF

Exercice 2.8.5.
1) On calcule les trois expressions f;(1 + h) (i = 1,2, 3) comme fonctions de h :

» syms X h real

» fl=sqrt(2*x-x"4) ;f2=x"(1/3) ; f3=x"(3/4);
» f=(f1-£2)/(1-£3)

f =((2*x-x )M 1/2)-xM1/3))/(1-x(3/4))

» gl=subs(fl,x,1+h);

» g2=subs(f2,x,1+h);

» g3=subs(f3,x,1+h);

On donne les D.L. a I’ordre demandé :

» Tgl=taylor(gl,h,0,2)
Tgl =1-h

» Tg2=taylor(g2,h,0,2)
Tg2 =1+1/3%h

» Tg3=taylor(g3,h,0,2)
Tg3 =143/4*h

2) On en déduit que pour h — 0, on a
1—h—(1+4+h/3)+ hei(h)
1 =
f(+h) 1—1-3h/4 + hea(h)
—4/3 +e1(h)
—3/4+e2(h)’
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d’ou la limite cherchée :

» rapport=(Tg1-Tg2)/(1-Tg3)
rapport =16/9

On peut effectuer un calcul direct de limite avec Matlab :

» limit(f,x,1)
ans =16/9

Exercice 2.8.6
1) Le changement de variable (permettant I’analyse au voisinage de zéro) donne

» syms X t real

» f=(x+1)*exp(1/x);
» g=subs(f,x,1/t)

g =(1/t+1)*exp(t)

d’ou:

» Texp=taylor(exp(t),3)
Texp =1+t+1/2%t"2

En développant et en revenant a la variable initiale, on a :

» gl=expand((1/t+1)*Texp)

gl =1/t42+43/2%t+1/2%"2

» fl=expand(subs(1/t+2+3/2%t,t,1/x))
fl =x+2+3/2/x

d’ou I’équation de la droite asymptote y = = + 2.
2) La courbe est au-dessus de cette droite car pour x — 00 :

f(m)—(:v+2):%+%.5<%> :%(%m(%))

Lorsque z tend vers +oo, f(x) — (z + 2) tend vers 0, par valeurs positives.

3) On construit la courbe et son asymptote

» ezplot(f,0.5,10)

» hold on ;grid on

» set(gca, LineStyle’, ")

» ezplot(x+2,0,10)

» axis equal ;axis ([-0.1 10 -0.1 12])
» dessineRepere

» title(’La courbe et son asymptote’)




88  Mathématiques avec Matlab

La courbe et son asymptote
T T

Exercice 2.8.7
La fonction est définie sur | — w/2, 0[U]0, +o0].

A T'ordre 4, le D.L. du numérateur ne permet pas de conclure (il donne une indé-
termination) :

» syms X real

» num = sin(tan(x))+sin(x)-2*x;
» Tnum4=taylor(num,5)
Tnum4 =0

A l’ordre 5ona

» TnumS=taylor(num,6)
TnumS = -1/60*x"5

et donc la limite est —1/60. On représente graphiquement cette fonction :

» ezplot(num/x"5,-2,2)

» hold on ;grid on

» plot([-2 2],[-1/60 -1/60], -’
» axis([-1.5 1.5-0.7 0.1])

» dessineRepere
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On obtient

(sin(tan(x))+sin(x)-2*x)/x"5

Le graphe au voisinage de zéro montre bien que la fonction est assez plate et se com-
porte comme —1/60.






Chapitre 3

Intégration

3.1. Intégrale de Riemann
3.1.1. Définitions

3.1.1.1. Sommes de Darboux et intégrale de Riemann

On donne une fonction numérique f continue, monotone et positive sur un inter-
valle [a, b]. On considére une subdivision de cet intervalle & pas équidistants :

a, a+ h, a+2h,....,a+ih,...,a+nh,
oun € N* et
h=(b—a)/n.
On appelle sommes de Darboux les quantités :

b—a'

k=n
S, = > fla+kh)
k=1

n
b— ak:n

Sp = TZf(a+ (k —1)h).
k=1

On montre que pour une telle fonction f, les suites (s,,),,5 et (Sn),,5; forment deux
. . . 5 P . = = A
suites adjacentes (I’'une croissante, 1’autre décroissante) convergeant vers une méme
limite qui est égale a ’aire A de la surface délimitée par la courbe représentative de f

(dans un repere orthonormé), 1’axe des x et les droites d’équations



92  Mathématiques avec Matlab

On a I’inégalité (dans le cas ou f est croissante)
sn < A< Sp.

Graphiquement, (b — a) /n.f(a + kh) représente I’aire d’un rectangle de largeur h et
de hauteur f(a + kh), et on dessine ci-dessous les surfaces correspondant  la réunion
de ces rectangles, d’aires respectives S,, et s, ainsi que la surface d’aire A.

Somme de Darboux Sn

35

Somme de Darboux sn

25F
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Aire A

35

251

0.5

On posera par définition

n—-ao0 n—oo

b
/f(x)dx: lim S, = lim s, = A4,

et on dira que la fonction f est intégrable (au sens de Riemann) entre a et b.

Il est important de remarquer dés maintenant que la variable a I’intérieur de
I’intégrale peut étre notée d’une maniere quelconque z, t,... variant entre a et b.
3.1.1.2. Intégrale d’une fonction continue

On admet qu’on peut aussi construire 1’intégrale dans le cas ou f est seulement
continue sur [a, b] :

Théoreme.
Toute fonction continue est intégrable sur [a, b].

3.1.1.3. Généralisation

De méme, on peut aussi considérer le cas ot f présente un nombre fini de discon-
tinuités sur [a, b], ¢’est-a-dire qu’en un certain nombre de points

Loy L1y .-y Tp
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de [a, b], les limites & gauche et a droite
T——T; .Z‘i>1‘i

existent et ne sont pas nécessairement égales. On dit alors que f est continue par
morceaux.

Le résultat concernant le cas général des fonctions bornées définies sur ’intervalle
[a, b] est donné par le :

Théoréme.
Toute fonction bornée et monotone par morceaux est intégrable sur [a, b).

On verra que de nombreuses fonctions concrétes (comme certains signaux) sont
de cette nature. Ci-dessous, un exemple.

fonction continue par morceaux
T

1.4

0.8

0.4

0.2

3.1.1.4. Définition

Si b < a on pose par définition

7 f(z)de = — 7 f(z)dz,
a b

etsia=2>b
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3.1.2. Exemple

On peut, sur un exemple effectuer ce calcul de sommes de Darboux. Considérons
la fonction définie par

f(a) =2

sur I’intervalle [1, 2].

»a=1;b=2;

» syms X

» f=x72;

» syms n k real

» h=(b-a)/n;

» Sn=h*symsum(subs(f,x,a+k*h),k,1,n)

Sn = 1/n*(n+1/n*(n+1)"2-(n+1)/n+
1/3/m"2*(n+1)"3-1/2/n"2*(n+1)"2+1/6/n"2*(n+1))

» sn=h*symsum(subs(f,x,a+(k-1)*h),k,1,n)

sn = 1/n*(n-3*(n+1)/n+13/6/n"2*(n+1)+
1/m*(n+1)72-3/2/n"2*(n+1)"2+1/3/n"2*(n+1)"3+2/n-1/n"2)

(On a utilisé la commande symsum(sk,k,1,n) qui permet le calcul symbolique de la
somme des n premiers termes de la suite sy,).

On représente graphiquement les deux suites s, et Sy, pour n € [1, 30] :

» N=1:1:30;

» sN=double(subs(sn,N));
» SN=double(subs(Sn,N));
» plot(sN,’x”)

» hold on

» plot(SN,’ +)

» title(’Suites Sn et sn”)

» legend(’sn’,’Sn’)
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Suites Sn et sn

4— :
x x sn
+ +  Sn
35 |
+
37 -
+
+
+
+
251 oy |
+
+++++++++++++++++,,
XXXXXXXXXXXXXXXXXXX
x X
XXXX
2F x |
x
X
1.5~ |
1 ) . ) ‘ ‘
0 5 10 15 20 25

On peut aussi calculer la limite de ces deux suites :

» limit(sn,n,inf,’left’)
ans =7/3
» limit(Sn,n,inf, left”)
ans =7/3

2
/ 22de = z
1 3

On retrouve bien

3.1.3. Propriétés générales

Les propriétés essentielles de cette intégrale sont :
1) relation de Chasles : pour tout ¢ € [a, b],

7f(af)dw - ]f(ar)dw + 7 f(2)da,

2) linéarité : pour tous réels A, y,

b b b

Jos+ug@ie = [ s@is+p [ @)a,

a a a

30
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3) positivité (pour b > a) :

4) majoration (pour b > a) :

7f(93)d93 S?If(a?)ldﬂf,

5) formule dite de la moyenne lorsque f est continue :

b

Jc €la, b| : /f(x)dx = (b—a)f(c).

a

3.2. Primitive d’une fonction

3.2.1. Cas d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Posons, pour ¢ € [a, b]

F(t) = ] F(z)da.

F'(t) = f(t) et F(a)=0.

Si G est une primitive quelconque de f alors

b
/f(a:)da: = G(b) — G(a).

Cette différence se note usuellement

[G(2)]].

Par exemple, on a

/2
/(1 —sinz)dzr = [z +cosx]g/2 = g —1.
0

97

On montre grace a la formule de la moyenne ci-dessus que F' est la primitive de f
qui s’annule en a. Autrement dit,
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3.2.2. Cas d’une fonction intégrable quelconque

Lorsque f est seulement intégrable , on montre que la fonction F' est encore conti-
nue, mais non nécessairement dérivable.

Exemple
Soit f la fonction définie sur [0, 3] par

{ flx)=2 siz €0, 1]
flx)y=2/z size]l, 3].

La représentation graphique s’obtient par :

» clf

» ezplot(’x’,0,1);

» hold on

» ezplot(’2/x’,1,3);
»axis([-0.2 3.2 -0.2 2.2])
» plot(0,0,’0%)

» plot(1,1,0%)

» plot(3,2/3,’0’

» grid on

» dessineRepere

» title(’ Graphe de {”)

Graphe de f
T

0.5

Calculons



Intégration 99

—Pour0<t<1,ona

t
21t 2
F(t):/mdm: [a:_] :t—.
/ 2|, 2

—Pour 1 < ¢t < 3, larelation de Chasles donne
t 2 1 1
t
F(t) = /a:da:+ / Edm =5+ 2lnz], = 3 +2Int.
1

On construit le graphe de F :

» clf

» ezplot(’t72/2°,0,1);

» hold on

» ezplot(’ 1/2+2*1og(t)’,1,3);
» axis([-0.2 3.2 -0.2 3])

» title(’ Graphe de F’)

» grid on

» dessineRepere

Graphe de F
T

251

0.5

F est continue en 1 car

F(1) = L lim ﬁ = lim <1 +21nt> ,
2 < 251 \2
mais F' n’est pas dérivable en 1 : on peut I’observer sur le graphique et le vérifier en
calculant les limites a gauche et a droite du taux d’accroissement :
Ft) - F(1)
t—1
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» syms t real
» FO=t"2/2 ;
» F1=1/2+2%log(t);
» Fdel=subs(F0,t,1)

Fdel =172
» limitG=limit((FO-Fde 1)/(t-1),t, 1, left’)
limitG =1
» limitD=limit((F1-Fde1)/(t-1),t, 1, right’)
limitD =2

Ainsi F F(1 F F(1

t) — t) —

o PO =FQ) @) = ()
=1t N

3.2.3. Notation

On conviendra par la suite que la notation (imprécise)

[ @

désignera une primitive quelconque de f. On devra faire attention a 1’usage de cette
notation en particulier par rapport a la variable des primitives considérées et 1’inter-
valle de travail.

3.3. Calcul intégral

3.3.1. Calcul intégral avec Matlab

La commande int permet de calculer :

— des intégrales définies : on détermine par exemple la valeur de

dx

24z

-

en utilisant les commandes :

» syms X real

» I= int(sqrt((1-x)/(2+x)),-1,1)

I =3/4%pi-27(1/2)+3/2*asin(1/3)
» double(I)

ans = 1.4517
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d’o ; 5
I=5m- V2 + 5 aresin (1/3) ~ 1,4517.

— des primitives : on obtient

F(x) :/\/%dm,

par

» syms X real

» FdeX=int(x*sqrt(1+x))

FdeX = -2/3*(14x)N(3/2)+2/5*(1+x)N(5/2)
Ainsi

2 2
F(a)=-3(1 +2)2% 4 = (1 +a2)%2.

On peut, dans 'utilisation de int, préciser la variable d’intégration :

» syms t X

» int((t*x+1)/(t"2+1),t)

ans = 1/2*x*log(t"2+1)+atan(t)
» int((t*x+1)/(t"2+1),x)

ans = 1/(t"2+1)*(1/2*t*x 2+x)

ce qui montre que

t 1 1 .
/ %dt = §ajln (t2 + 1) + arctant,

o+ 1 1 (1,
dz = St .
/t2+1m t2+1<2$+$>

3.3.2. Changement de variable

alors que

3.3.2.1. Cas d’une intégrale définie

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Dans I’intégrale

b
| @,

on peut effectuer un changement de variable :

P - [Oé,ﬂ] - [avb]v t—x= (1),

101
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ot p([a, B]) C [a,b], et  est continiment dérivable sur [«, 3]. En effet, on peut
former les fonctions

fopetFop

ol F est une primitive de f dans [a, b]. En dérivant, on obtient
(F'op)y’ =(foyp)y
donc F' o ¢ est une primitive de (f o ¢).p".

Sip(a) =aetp(B) =b,ona

3.3.2.2. Exemple

Calculer

e.’[
d
/1+ez .

1

en effectuant le changement de variable

z = @(t) = In(t).

La démarche a suivre est :

1) on définit intervalle [, ] : & la valeur ¢t = e, correspond x = p(e) = 1, et a
la valeur t = e?, correspond 2 = 2. De plus on a

ln([e, 62]) =1, 2],

2) on vérifie que la fonction ¢ = In est continument dérivable,

3) on calcule dz, ce qui revient en fait a calculer ' (%) :

dt
dr = ¢'(t)dt = et
4) on peut alors calculer I'intégrale :
2 2 2
/ e’ t dt dt
de = — = —
14 e 1+ttt 1+1¢
1 e e
1+¢€?

= [n(1+¢%), =ln Tte
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Sous Matlab on a :

— par calcul direct de I’intégrale :

» syms X real

» FdeX=exp(x)/(1+exp(x));

» int(FdeX,1,2)
ans=log(1+exp(2))-log(1+exp(1))

— par le changement de variable :

» syms t real

» GdeT=subs(FdeX,x,log(t))

exp(log(0)/(1+exp(log(1)))

» B= int(GdeT*diff(log(t)),sym(exp(1)’),sym(exp(2)’))
B =log(1+exp(2))-log(1+exp(1))

3.3.2.3. Cas d’une intégrale indéfinie
On a vu précédemment que F' o  est une primitive de (f o ).¢'. D’ol :

/ Fo®)¢' (B)dt = (F o ) (£) + Cte.

En particulier

/a.f(at + b)dt = F (at + b) + Cste.

3.3.3. Intégration par parties

En intégrant la dérivée d’un produit
() (2) = ' (#)o() + u(w)' ()

ol u et v sont deux fonctions supposées contintiment dérivables sur [a, b], on obtient
les formules d’intégration par parties :

et

L’emploi de ces formules est utile lorsqu’on intégre un produit de fonctions telles
que

P(z)e”, P(x)In(z), P(x)sin(z), sin(z)e”, P(x)Arctan(z), etc,

ou P est une fonction polynomiale.
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3.3.3.1. Exemple

Donner une primitive de la fonction z — x exp(x).

On pose

/mexp(m)dm = zexp(z) —/exp(a:)dm

= zexp(z) —exp(z) + Cste.

Avec Matlab :

» Syms X

»u=X;

» vPrime = exp(x) ;

» uPrime = diff(u)
uPrime = 1

» v = int(vPrime)

v = exp(x)

» I = u*v-int(uPrime*v)
I = x*exp(x)-exp(x)

On pouvait évidemment obtenir ce résultat directement par :

» int(x*exp(x))
ans = x*exp(x)-exp(x)

3.4. Décomposition en éléments simples

Nous avons inséré volontairement cette section (sur le calcul polynomial et les
fractions rationnelles) dans ce chapitre en vue de ses applications concernant le cal-
cul de primitives et d’intégrales. Cette décomposition utilise les nombres complexes,
rappelés au chapitre 1 du volume 3.

3.4.1. Les fonctions polynomes

3.4.1.1. Définitions

Une fonction polyndme P de degré n est définie sur une partie quelconque de R
ou C par
P(z) = apa" + @12 + ... + a1 + ao,
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ot a;, i = 0,1,...,n, sont réels ou complexes, et a,, # 0. On notera d°(P) = n.

La fonction polynomiale nulle, définie par P(xz) = 0, n’a pas de degré (certains
auteurs fixent 3 —oo son degré).

On dit que ¢ est une racine d’ordre m < n de P si
P(z) = (x — 20)™5(z),
ou S est une fonction polyndme telle que S(z¢) # 0.

3.4.1.2. Théoreme de d’Alembert

Le résultat fondamental sur les racines d’une fonction polyndme est le suivant (de
d’Alembert) :

Théoreme.
Une fonction polynéme de degré n strictement positif admet
exactement n racines dans C (comptées avec leur multiplicité).

3.4.1.3. Division euclidienne

On peut effectuer la division euclidienne de deux fonctions polyndmes A(z) et
B(x), cette derniére étant supposée non nulle. On a le résultat :

Théoréme.

Il existe un couple unique (Q), R) de fonctions polyndmes telles que :
A(z) = B(z)Q(z) + R(zx) avec d°(R) < d°(B).

3.4.1.4. Calculs avec Matlab

Sous Matlab, une fonction polyndéme peut étre définie sous forme d’expression
symbolique, mais aussi sous forme d’un tableau numérique formé de ses coefficients.
Certaines opérations (en particulier la division euclidienne) nécessitent 1’utilisation
de ces tableaux numériques. La conversion d’une forme a 1’autre se fait a I’aide des
fonctions poly2sym et sym2poly.

3.4.1.5. Exemple

On donne les polynémes

A(x) = 2% — 122* + 5,
B(z) = 2z* — 112 + 922 + 27z — 27.
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1) Calculons les racines de B(z) et factorisons ce polyndme.

» Syms X
» A=x"6-12*%xM+5 ;

» B=2#xXN-11#x"349*x\2+27%x-27;
» solve(B)

ans = [1-3/23 3]

» factor(B)

ans = (X-1)*(2*x+3)*(x-3)"2

Ainsi les racines de ce polyndme sont 1, —3/2, 3, cette derniére étant racine double.

2) Effectuons la division euclidienne de A par B : pour cela, on doit :
- convertir les polyndmes A et B en tableaux numériques, contenant les coef-
ficients du polyndme dans 1’ordre décroissant des degrés :

» Al = sym2poly(A)
Al=10-120005
» Bl=sym2poly(B)
B1=2-11927-27

- utiliser deconv, pour obtenir les quotient et reste sous forme de tableaux nu-
mériques @1 et R1:

» [Q1,R1]=deconv(A1,B1)
Q1 =0.50002.7500 6.8750
R1=00037.3750-122.6250 -111.3750 190.6250

- convertir les résultats en polyndmes symboliques :

» Q= poly2sym(Q1)

Q = 1/2%x"2+11/4#x+55/8

» R = poly2sym(R1)

R =299/8%x"3-981/8*x"2-891/8%*x+1525/8

Les polynomes quotient et reste sont donc :

Q(z) = (1/2)x* + (11/4)x + 55/8
R(z) = (299/8)z" — (981/8)x* — (891/8)x + 1525/8.
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3.4.2. Fractions rationnelles

3.4.2.1. Définitions

Ici, on appelle fraction rationnelle toute fonction de la forme

ou A(z) et B(z) sont deux fonctions polynomiales et B(x) n’est pas la fonction po-
lynomiale nulle. On dira que cette fraction rationnelle est irréductible s’il n’y a pas
de racine commune aux deux polyndmes A(z) et B(z). Une racine d’ordre n du po-
lyndme B(x) est appelée un péle d’ordre n de la fraction F'.

Lorsque d°(A) > d°(B), la division euclidienne permet d’écrire :

B(z)Q(z) + R(x)
B(x)

F(z) =

= Q@)+ 53

avec d°(R) < d°(B). Le polyndme ()(x) est appelé la partie entiére de F'.

Nous considérons par la suite des fractions rationnelles

avec d°(A) < d°(B).

3.4.2.2. Décomposition en éléments simples
On appelle élément simple (de premicre espéce) tout élément de la forme
A
(z —zo)*”

ol \, zg sont des réels ou complexes et k£ un entier positif. De méme un élément simple
(de 2eme espece) est un élément de la forme

axr +
(22 + ax + bk’

oll o, 3,a et b sont des rééls, k un entier positif et ol a? — 4b < 0. Cette derniére
condition signifie que 1’équation z2 + ax + b = 0 n’a pas de racine réelle.
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Le résultat essentiel de la décomposition en éléments simples d’une fraction

avec d°(A) < d°(B), est le suivant :

Théoréme.

o Sur C, F(x) se décompose d’une maniére unique

en somme finie d’éléments simples de 1ére espéce.

o Sur R, F(x) se décompose d’une maniére unique

en somme finie d’éléments simples de 1ére et 2éme espéce.

Cette décomposition s’obtient a partir d’une factorisation du dénominateur B(z). Les
exemples suivants illustrent les cas usuels.

3.4.3. Exemples

3.4.3.1. Cas de poles réels simples

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

est de la forme

a B
(;z:—l)+(;z:+2)'

F(z) =

Dans ce cas simple, on peut obtenir les coefficients a et § de la maniére suivante :

— en multipliant par (z — 1) les deux membres de 1’égalité ci-dessus, on a

2z Bz —1)
@wr2) “Taro

d’ou, en faisant tendre x vers 1, on obtient « = 2/3.
— on fait de méme pour avoir 5 = 4/3.
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Sous Matlab, on obtient une décompsition en utilisant la fonction residue (qui
s’applique a des polyndmes donnés sous forme de tableaux numériques) :

» Syms X
» AdeX=2%x
» BdeX=(x-1)*(x+2)
» Al=sym2poly(AdeX)
Al1=20
» Bl=sym2poly(BdeX)
Bl=11-2
» [R1, P1]=residue(A1,B1)
R1=1.3333
0.6667

P1=-2

1
» sym(Rl)
ans= [4/3]

[ 2/3]

le résultat signifie que les valeurs contenues dans R (4/3 et 2/3) sont les numérateurs
(appelés aussi résidus) des éléments simples de premiere espece correspondant aux
pdles donnés dans P; (dans I’ordre —2 et 1). On a donc

2 4/3 2/3

= + .
(z+2)(z—-1) (z+2) (z-1)
3.4.3.2. Cas général
Considérons la fraction rationnelle
44 2% — 11
F(m) _ x* + 2z 3m+‘ .
(z—2)(z—1)"(z2+1)

Elle admet le pdle simple réel 2, le pdle triple réel 1 et deux pdles doubles com-
plexes conjugués i et —i.
La décomposition en éléments simples de F'(z) sur R est de la forme

b b- b
ai + 1 + 2 . + 3
(z-2) (-1 (z-17° (z-1)
ax+d; cox + da
(2 +1)  (2241)

F(z)

7+

On utilise le calcul symbolique et la méthode d’identification pour obtenir ces coeffi-
cients :
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— on définit F’ et sa forme décomposée notée F'pecomyp :

» Syms X

» F=(xM+2#xA3-x+11)/((x-2)*(x-1)"3*(x 2+1)72) ;

»syms al bl b2 b3 cl dl c2 d2 real

» FDecomp=al/(x-2)+b1/(x-1)+b2/(x-1)"2+b3/(x-1)"3+...
(c1*x+d1)/(x2+1)+(c2*x+d2)/(x2+1)"2;

— par réduction au méme dénominateur, on écrit F'pecomp sous forme de quotient

F _ NDecomp
Decomp — D
Decomp

en utilisant la fonction numden de Matlab

» [NDecomp, DDecomp]=numden(FDecomp)

NDecomp =

2#c2¥*x+c1*xN7-5*c1*xM6-al+3*al *x-7*al *xM-5*al *x 2+7*al *x"3
-3Fal*xM6+al #*xAT+5%al #xN5-2*b14+2%b2+2*c 1 #*x+b 1 ¥*x T+ 7#b1*x15
+5%b2*x"2-3*b2*XN5-6%b2 ¥ XN 3+4*b2# X M+b2 ¥ X N6+ 11*b1#xN3
-10¥b1*#xM+5%b1*x-8*b1*x2+2*d2-4*b 1 X 6+b3*X"5-3*b2*x
ST*c1#xM2-T*d1*x-4*b3*x"242*b3*xA3+b3*Xx-2*¥b3*x"4-2%b3
+11*d1#xM2-12*d1#x3+10%d 1 #xM4-12%c 1 #xM+1 1% 1 #x73
+10*c1*xA5-5%d2#xN3+9*d2*x A 2+d2*x"N+9*c2* XA\ 3+c2*X NS
-5%c2#XN-THA2¥X-TH2*¥xMN2+d 1 ¥X16-5*d 1 ¥xA\5+2*d 1

DDecomp =

(X-2)*(x-1)"3*(x2+1)"2

en utilisant collect, on réduit et ordonne le numérateur N pecomp pour I’identifier a
celui de F'(z) :

» collect(NDecomp,x)

ans =

(cl+al+bl)*x/7

+(-5*c1-3*al+b2-4*b1+d1)*x"6
+(7*b1+10*c1+5*al+c2+b3-3*b2-5*d1)*x/5
+(4#b2-2*b3-10*b1+d2+10*d1-12*c1-7*al-5%c2)*x"4
+(-5*d2+4+2*b3+7*al+11*c1+9%c2-6*b2+11*b1-12*d1)*x"3
+(-5*al+11*d1+5%b2-4*b3-7*c2-8*b1-7*c1+9*d2)*x"2
+(-3*b2+5%*b1+3*al+2*c2+2%*c1+b3-7*d2-7*d1)*x
+2*d1-2%b3-al+2%b2+2%*d2-2%b1
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— cette identification conduit a un systéme linéaire de huit équations a huit incon-
nues :

» [al bl b2 b3 cl dI c2 d2] = solve(’cl+al+b1=0’, ...
"d1-4*b14b2-5*c1-3*al=0’, ...
"7T*bl+c2-5%d1-3¥b2+5%al+b3+10%c1=0, ...
’-2%b3-7*al-10*b1+4*b2+10*d1-12*c1-5%c2+d2=1", ...
"2*%b3-5%d2+9%c2-6*%b2+7*al+11*cl+11%b1-12*d1=2", ...
'9*d2-5*al-7*cl-7*c2+11*d1-8*b1+5%b2-4*b3=0’, ...
"2%c2-7T*d24+2*c14+3*al+b3+5%b1-3*b2-7*d1=-1", ...
’-2%b1-2¥b3+2*d2+2¥b2+2*%d1-al=11")

la solution est donnée par

al =41/25
bl =-4

b2 =1

b3 =-13/4
cl =59/25
d1 =21/20
c2=-7/25
d2 =-33/20

La décomposition de F'(z) en éléments simples est donc
41/25 4 1 13/4
Fo) = % _ P 7L
(=2 (@-1) (z-1° (z-1
LI TR S
25 20 _ 25 20
(2 +1) (2241)°

3.4.3.3. Remarques

Dans le cas de pdles multiples, la fonction residue de Matlab peut conduire a des
erreurs importantes dans le calcul numérique des coefficients a1, by, ....

Dans le cas de poles complexes, cette fonction residue donne la décomposition
dans C et non dans R.

La méthode d’identification présentée ci-dessus est générale, mais les calculs, s’ils
sont effectués a la main, peuvent étre fastidieux. Il existe des méthodes spécifiques
pour obtenir les éléments simples de premiere ou de deuxieme espéce. Nous ne les
présenterons pas ici.
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3.5. Intégration de fractions rationnelles

Le calcul de primitives de fonctions sous forme de fractions rationnnelles utilise la
décomposition en éléments simples.

Ilustrons ce calcul sur quelques exemples.

Exemple 1

Pour chercher les primitives

dx,

x
/ (z+ 1)(z +5)
on doit décomposer en éléments simples la fraction

(x+1)(z+5)

La décomposition (voir paragraphe 3.4.3.1) est de la forme :

A(x) x o« B

Bw) @+De+5) @+l  @+5)

avece

. (w4 1)A(2) B (z +5)A(x)
= lim, B(z) f= lim B(z)

D’ou

» Syms X

» AdeX=x;

» FdeX=(x+1)*(x+5);

» alpha=limit((x+1)* AdeX/FdeX,x,-1)

alpha=-1/4

» beta=limit((x+5)*AdeX/FdeX x,-5)

beta = 5/4
ainsi

T _ —1/4 5/4

(x+1D)(z+5) (x+1) (z+5)

et

T 1 3
————dz = —-1 1]+ -1 te.
/(:z:+1)(m+5)x 4n|x+ |+4n|a:+5|+cse
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Exemple 2

Pour chercher les primitives de la fonction
x
(x —1)2(z+ 1)’

on décompose cette fraction en éléments simples sous la forme

F(z)=

xr aq as b1

C—1P@+D) 7-1 @-12 Tz+1

On procede par identification (voir paragraphe 3.4.3.2) : on réduit au méme dénomi-
nateur 1’expression

ay a2 by

Fecom = )
Decomp x—1+(m—1)2+m+1

et on écrit son numérateur Num sous forme de polynome réduit et ordonné

» Syms X

» syms al a2 bl real

» FDecomp=al/(x-1)+a2/(x-1)"2+b1/(x+1);

» [Num,Den]=numden(FDecomp)

Num = al *x/2-al+a2*x+a2+b1*x 2-2*b1*x+bl
Den =(x-1)"2%(x+1)

» Num=collect(Num)

Num = (al+b1)*x"2+(-2*b1+a2)*x-al+bl+a2

Par identification de Num et du numérateur = de F(x), on obtient un syst¢me de
trois équations aux trois inconnues a1, az, by :

» [al a2 bl]=solve(’al+b1=0’,-2*bl+a2=1",-al+b1+a2=0’)
al=1/4

a2=1/2

bl =-1/4

d’ot la décomposition
x _1/4 1/2 1/4

C—1P@+]) 7-1 @=1° 241

Les primitives cherchées sont donc

[ o=

(1/2)
(z—1)

1
= -Injlz—-1-

1
1 —Zln|m+1|+cste.
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On obtenait directement avec Matlab :

» A=Xx; B=(X-1)"2*(x+1);
» int(A/B)
ans = -1/2/(x-1)+1/4*log(x-1)-1/4*log(x+1)

3.6. Exercices
3.6.1. Calculs de primitives usuelles

Donner sous Matlab les primitives des fonctions usuelles suivantes définies par :
Dz a# -1,

2) e®,

3) ln(z),

4) sin(z), cos(z), tan(z),

5)1/(1 + 2?).

(solution p. 116)

3.6.2. Linéarisations d’expressions trigonométriques

1) Utiliser I'instruction simple de Matlab (option combine(trig)) pour exprimer
sin’(z) en fonction de cos(2z) et cos(4z) (on dira qu’on a linéarisé sin*(z)).

2) En déduire
/ sin? (z)dz.

3) Utiliser la méme méthode pour calculer

(solution p. 116)
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3.6.3. Changement de variable (1)

On donne I’intégrale
+1
I= /\/l—xzdx.
1

Vérifier que la fonction ¢ : [—7/2, +7/2] — [—1, 1] définie par

p(t) =z =sin(t),
est un changement de variable (voir § 3.3.2) et utiliser ce changement de variable pour
calculer /.

(solution p. 117)

3.6.4. Changement de variable (2)

Soient

w/2
\/sin(z) _ V/cos(x) -
= / \/sin(z) ds, J= { \/sin( da-

) + y/cos() z) + \/cos(z)

1) Que donne Matlab pour ces deux intégrales ?
2) Montrer grice au changement de variable z = 7/2 — t que I = J.
3) Calculer I + J. En déduire I et .J.

(solution p. 118)

3.6.5. Décomposition en éléments simples
1) Factoriser sur R le polyndme B(z) = 22 + 1.
2) Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
1
3 +1°

3) En déduire la valeur de I’intégrale

1

/ dzx
3+ 1
0

4) Vérifier ce résultat par un calcul direct de cette intégrale sous Matlab.

(solution p. 119)
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3.7. Solutions
Exercice 3.6.1
11 suffit d’utiliser la commande int.

On prendra garde a certaines réponses données par Matlab, qui font abstraction
des domaines de définitions des fonctions considérées.

Voici certaines réponses aux primitives demandées

» syms X a real

» int(x"a,x)
ans=x"(a+1)/(a+1)
» int(log(x))
ans=x*log(x)-x

» int(tan(x))
ans=-log(cos(x))

la derniere réponse est correcte si on écrit

—ln(Jcos(z)] .

Exercice 3.6.2

1) En écrivant

» syms X real
» simple(sin(x)"4)

on obtient plusieurs réponses, parmi lesquelles

combine(trig) :
3/8+1/8*cos(4*x)-1/2*cos(2*xX)

d’olt
° sin* z = 3/8 4 (1/8) cos(4z) — (1/2) cos(2z).

2) De cette forme linéarisée de sin® z, on déduit
/ (sinz)" dz = (3/8) z + (1/32) sin(4z) — (1/4) sin(2z) + Cste.

On peut le vérifier avec Matlab

» I=int(3/8+1/8*cos(4*x)-1/2*cos(2¥x))
1 =3/8%x+1/32%*sin(4*x)-1/4*sin(2*x)
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3) De méme

» simple(cos(x)"2)

combine(trig) :
1/2*cos(2*x)+1/2

» T=int(1/2%cos(2%x)+1/2,0,pi/2)
I =1/4%pi

Ainsi

w/2 .
/0 (cosz)® da = B + %cos (23:)} = %

Exercice 3.6.3
La fonction ¢ : [-7/2, +7/2] — [—1, 1] définie par

p(t) = z = sin(¢)
est continument dérivable sur [—7 /2, +7/2]. De plus :
—pourt = —m/2,onax =sin(t) = —1,
—pourt =7/2,onax =sin(t) = 1.

La formule de changement de variable

b B
/ f(z)dz = / Fe®)¢ (Bt

donne ici
1 w/2 - /2 )
/ V1—2a%de = \/1 —sin? (t) cos (t) dt = / cos? (t)dt.
1 —m/2 —7/2
car le signe de cos(t) est positif.
1 /2 /2
/ V1—22dr = \/cos? (t) cos (t) dt = / cos? (t)dt.
-1 —7/2 —m/2

Avec Matlab, on peut vérifier le résultat obtenu

» syms X t real

» [1=int(sqrt(1-x"2),x,-1,1)
I1 = 1/2%pi

» [2=int((cos(t))"2,-pi/2,pi/2)
12 = 1/2%pi

117
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On peut aussi effectuer pas a pas les calculs du changement de variable :

» fDEx=sqrt(1-x/2);

» phiDEt=sin(t) ;

» alpha=sym(’-pi/2’) ;beta=sym(’pi/2’);

» phiDEalpha=simplify(subs(phiDEt,t,alpha))
phiDEalpha = -1

» phiDEbeta=simplify(subs(phiDEt,t,beta))
phiDEbeta = 1

» gDEt=simplify(subs(fDEx,x,phiDEt)*diff(phiDEt))
gDEt = signum(cos(t))*cos(t)*2

» [3=int(gDEt,t,alpha,beta)

I3 = 1/2%pi

Exercice 3.6.4

1) Le calcul direct des deux intégrales ne peut pas s’effectuer sous Matlab, faute
de primitive calculable :

» syms X real

» FdeX=sqrt(sin(x))/(sqrt(sin(x))+sqrt(cos(x)));
» int(FdeX,0,pi/2)

Warning : Explicit integral could not be found

2) On doit donc utiliser le changement de variable donné. La fonction ¢, définie
par

est continument dérivable sur R. De plus :

z =0pourt =m/2,
x =m/2pourt =0,

et
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La formule de changement de variable donne ici

r= /\/sm Sj—l\/)cos

_ Vsin(Z —t) (—1)dt

\/sm (5 — 1)+ /cos(5 — 1)

/2
cos(t)

\/sm + cos

= J
3) Il est par ailleurs facile de vérifierque I + J = 7/2:

» GdeX=sqrt(cos(x))/(sqrt(sin(x))+sqrt(cos(x)));
» SdeX=simplify(FdeX+GdeX)

SdeX =1

» IplusJ=int(SdeX,0,pi/2)

Iplus] = 1/2*pi

Dot ] =J=r/4.

Exercice 3.6.5

1) On factorise le polyndme :

» syms X real

» BdeX=x"3+1;

» factor(BdeX)

ans = (x+1)*(x"2-x+1)

On a deux éléments simples, I’'un de premicre espece, 1’autre de deuxiéme espece,
d’oul la décomposition :

1 a N bx + ¢
2+1 z+1 22—z+1

F(z) =
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2) On va déterminer les coefficients a, b, ¢ (sous Matlab) par identification :

» FdeX=1/BdeX;

»symsabc

» GdeX=a/(x+1)+(b*x+c)/(x 2-x+1)
GdeX =a/(x+1)+(b*x+c)/(x2-x+1)
» [N,D]=numden(GdeX)

N =a*x"2-a*x+a+b*x 2+b*x+c*x+C
D =(x+1)*(x"2-x+1)

» collect(N,x)

ans =(b+a)*x2+(b-a+c)*x+a+c

ainsi

1 (b+az*+(b-a+c)z+a+c
23 +1 3+ 1 ’
et de
» S=solve(’b+a=0","b-a+c=0’,a+c=1");
»[S.aS.bS.c]
ans =[ 1/3, -1/3, 2/3]
on a

1 1/3 -1/3 2/3
Fle) = _ 13 (Y323
»+1 (z+41) 22—z +1
3) La primitive de la premiere fraction est simple. Pour la deuxi¢me fraction, on
doit I’écrire sous forme

(=1/3)x+2/3  biu'(x) !

22—z +1 u(z) u(x)

2

avec u(z) = 2 —z + 1. D’ou les calculs :

» syms al bl

» u=x"2-x+1 5

» ul=diff(u);

» num=collect(al+b1*ul,x)

num =2*b1*x-bl+al

» S=solve(’2*b1=-1/3"-bl+al=2/3");
» [S.al S.bl]

ans =[ 1/2, -1/6]

Et donc

(-1/3)e+2/3 _ 2r-1 1 1

-1
22—z +1 ?m2—m+1+§xz—x+1'

Par ailleurs

-1 2r — 1 -1 9
?/mdm:?ln(m —x + 1) + Cste.



Intégration

Le calcul de la primitive de
1

22—z+1

2 — 2 + 1 sous forme canonique :

nécessite 1’écriture du polynéme x
P —z+l=a [ag(x—b)2+1 .

On recherche 1a encore les coefficients a1, as, b par identification

» syms al a2 b real

» collect(al*(a2*(x-b)"2+1),x)

ans = al*a2*x/"2-2*al*a2*b*x+al*(a2*b"2+1)

» [al,a2,b]=solve(’al*a2=1",-2*al*a2*b=-1",al*(a2*b"2+1)=1")

al =3/4
a2=4/3
b=1/2

d’ou I’on déduit que
1 _ 4/3
22—z +1 [2/V3 (z — 1/2)]24-1’
et par le changement de variable

2/V3(x - 1/2) = u,

on trouve

/m2—di+1 - /[2/\/3(;64:/?1)/2)]2+1d$
B /2\/??/3du

uz+1

= ?Arctan (2/\/5(:5 - 1/2)) + cste.

En regroupant les différents résultats, on obtient

/ “33de1 B / (xlf)nd“ / %d:ﬁ

11| +1| 1/ 2 —1 d+1/ dz
= —1In — e — Z -
3 v 6 332—a:+1m 2) 22 —-x+1

1 1
= §1n|x+1|—gln(m2—x+1)+

?Arctam (2/\/3 (x — 1/2)) + cste.
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4) Le calcul direct sous Matlab est évidemment plus rapide et donne :

» int(FdeX)
ans =1/3*log(1+x)-1/6*log(x"2-x+1)
+1/3%*37(1/2)*atan(1/3*(2*x-1)*3/(1/2))




DEUXIEME PARTIE

Analyse numérique élémentaire






Chapitre 4

Arithmétique de I’ordinateur

Dans ce chapitre, on va rappeler I’essentiel sur I’arithmétique des ordinateurs tra-
vaillant sur les flottants en double précision.

Il est important de rappeler que toute opération mathématique sur des nombres
réels (ou complexes) effectuée sur ordinateur ne peut se faire que si les nombres en
question ont un nombre fini de chiffres significatifs. Et donc dés le départ, une opéra-
tion arithmétique quelconque obéira a la contrainte technique du nombre possible de
chiffres utilisables : il faudra arrondir ou tronquer.

4.1. Représentation des entiers
4.1.1. Généralités

Soit b un entier naturel tel que b > 2. On sait que :

Théoreme :
pour tout entier x € N, il existe une unique suite finie
d’entiers xg, T1, . ..,Tp tels que

p .
T =20+ 21b+ 220 + -+ 1, b = Y aybt
1=0

on x; appartient a {0,1,2,...,b— 1}.
Lécriture de x en base b est alors

T = (TpTp_1.-.-T0), -
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Les bases utilisées couramment sont :

b =2 base binaire,

b =8 base octale,

b = 10 base décimale,

b = 16 base hexadécimale.

Pour cette derniere, par convention, les ; sont pris dans I’ensemble
{0,1,...,9,4,B,C,D,E,F}

ou A représente 11, B représente 12, etc...
On a par exemple :

(10110)y = 2% + 22 + 2! = (22)4,
(3AF)16 =3 162 + 10 x 161 + 15 :(943)10

On obtient successivement la suite (o, x1, . .., zp) des chiffres d’un entier z dans la
base b de la maniére suivante :

— le terme zq est le reste de la division euclidienne de x par b, car
T =x9+ b(l’l + xob... + prp—l)_

On note
q1 = 11 + x2b... + prp—l
le quotient de cette division euclidienne.
— Le terme x; est alors le reste de la division euclidienne de ¢, par b.

— Plus généralement les termes x; pouri = 1, ..., b—1, sont les restes de la division
euclidienne par b des quotients successifs.
4.1.2. Exemples

On dispose en pratique les calculs de la maniére suivante :

— pour convertir le nombre décimal 11 en base 2 :

—_

1

/\»—

2
5
1
N

—_— | N

/\Ol\)l\)
[l ]

ainsi (11),, = (1011),,
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— de mé&me, pour convertir le nombre décimal 92 en base 16 :
92|16
125 |16
N5 0

ainsi (92),,=(5C)4-

4.1.3. Fonctions prédéfinies de Matlab

Les fonctions dec2bin, dec2hex et dec2base permettent de convertir un entier
donné en une chaine de caracteéres représentant cet entier dans la base choisie.
Les fonctions bin2dec, hex2dec et base2dec effectuent la conversion inverse.
Ainsi :

» dec2bin(82)
ans=1010010

» bin2dec('10111")
ans=23
»base2dec(’77',8)
ans=63

4.2. Représentation des réels positifs en virgule fixe
4.2.1. Notations
L’écriture usuelle en base 10, telle que
(0,375),, =3 x 107" + 7 x 107> + 5 x 1072,
s’étend pour définir I’écriture en virgule fixe dans une base b quelconque :
n
0,z 12_9...x_p), = T b b4 b= Zx_ib_’

i=1

On remarquera que, étant donné une suite infinie (¢ _;,x_o, -+ ,2_,,---) d’entiers

appartenant a [0, b — 1], la suite de terme général

up = (0,2_12_2...2_y),

est:

— croissante car
Up —Up_1 =2 _p.b"" >0,
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— et majorée par 1 car

Up = 1b 42 b2+ 42,0
< b=-1Db 7+ OG-0+ .+ (b-1)b""
bfl _ bfnfl
< -1
<X (b ]') 1 _ b_l
1—-b"

S b-Da—-st

Elle converge donc (voir chapitre 1, paragraphe 1.4, p. 24) vers un nombre réel,
noté
0, z1z_..c.x—p...),

ou encore

0o
E z_;b".
i=1

On montre plus généralement que tout réel positif peut s’écrire

T = (TpTp 1...T0, T 1T 2. T p..)y
p o]
Zl’ibz + Zx_ib_’
i=0 i=1
—— —_———
Y z
C’est la représentation usuelle des nombres réels positifs en base b, appelée représen-
tation en virgule fixe. Le nombre z est la somme d’une partie enticre
y=E(z)
et d’une partie dite fractionnaire (éventuellement nulle)
z € [0,1].
Le calcul des z; pour ¢ > 0 se fait comme précédemment. Pour ¢ < O on a
x_1 = E(bz),
et si z; est la partie fractionnaire de bz alors
r_o9 = E(bZl ),

on réitere ensuite le procédé pour déterminer  _3, -+ - , T_p.
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4.2.2. Exemple en base 2

On veut écrire z = (1/3)1¢ en virgule fixe en base b = 2. La partie entiére est
y = 0. Pour obtenir la partie fractionnaire, on peut disposer les calculs de la facon
suivante :

Z20=1/3 [2/3]z_1 =0
zZ_1 = 2/3 4/3 Tr_9 = 1
z 5 =1/3[2/3[z_3=0

Ainsi par périodicité on trouve :
x = (1/3)10 = (0,010101...)2

A T’inverse, pour convertir la partie fractionnaire de ce réel de la base 2 vers la base
10,ona

n 1 2k
(0,010101...)y = (1/2)* + (1/2)* + ... = lim > <§> .

k=1

C’est la limite de la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme
(1/2)*, de raison (1/2)?, limite qui est égale a

() i -

(0,010101...)5 = (1/3)10

INDY ST
|

Donc on retrouve

4.2.3. Exemple en base 8

On a de méme

20:1/3 8/3 r_1 =
21=2/3]16/3[z_, =5
Z_2:1/3 8/3 LL'_3:2

d’ou
2525...

[}

(X8
s
3

r = (1/3)10

0,2
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4.2.4. Calculs avec Matlab

Les fonctions prédéfinies de conversion (dec2bin, bin2dec, etc...) ne s’appliquent
qu’a des entiers. Mais on peut définir une fonction

function s=fracDec2bin(frac,n)

qui calcule en base 2 les n premiers chiffres de la partie fractionnaire frac d’un réel,
donnée en base 10. On obtient le résultat sous forme d’une chaine de caracteres s.

En reprenant les notations ci-dessus, on utilise avec Matlab la variable Z qui
contiendra a chaque itération la partie fractionnaire z _; et la variable X qui contiendra
la partie entiére z_;. Suivant la valeur de X, on ajoute le caractére '0’ ou’1’ ala chaine
s.

function s=fracDec2bin(frac,n)
Z=frac;
fori=1 :n,
v=2%7.,
X=floor(v);
Z=v-X; %Z est la nouvelle partie fractionnaire
if X==1,s(1)="1" ;else s(i)="0" ;end

end

Exemple d’utilisation :

» fracDec2bin(1/3,14)
ans =01010101010101

4.3. Représentation des réels en virgule flottante
4.3.1. Généralités

Soit b une base. On montre alors le résultat suivant :
tout réel x non nul peut s’écrire sous la forme
0 .
x=£b1> x_;b"
i=1
+b%.m
+09. (0, £_1Z—2....Z_p...),, avec £_y # 0.

q s’appelle I’exposant, m la mantisse.
On écrira aussi en décalant la virgule d’une position vers la droite :

xr = j:bq_l. ( r—1, .T_Q.....T_n...)b .
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C’est I’écriture scientifique d’un réel.

Les deux écritures ci-dessus sont appelées représentation en virgule flottante nor-
malisée (VV FN) du nombre z.

4.3.2. Exemple

Le réel = 61,123 en base 10 s’écrit

(61,123),, 102.(0,61123) 19

= 10%.(6,1123)10.

On utilise Matlab pour donner les 25 premiers chiffres de I’écriture en base 2 de ce
méme réel : a I’aide de fonctions décrites précédemment, on obtient la partie entiere,
qui comprend 6 chiffres, et les 19 premiers chiffres de la partie fractionnaire en base
2:

» dec2bin(61)

ans = 111101

» fracDec2bin(0.123,19)

ans = 0001111101111100111

En concaténant les deux expressions, on obtient
x = (111101,0001111101111100111...),
puis, en décalant convenablement la virgule
z =25.(0,1111010001111101111100111...), ,
ou bien, en notation scientifique

z=25(1, 111010001111101111100111...),, .

4.4. Les réels en V.E.N a ¢ chiffres

Une machine (ordinateur, calculatrice,...) ne peut stocker qu’un nombre fini de
chiffres pour représenter un réel donné. On utilise pour cela la représentation en vir-
gule flottante normalisée, en arrondissant ou en tronquant la mantisse a ¢ chiffres.
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4.4.1. En base 10

4.4.1.1. Troncature et arrondi

Soit = un réel positif quelconque (en V.F.N)
r=107.(0, 212 _2...7_p...) 10 -

Alors sa représentation en virgule flottante normalisée a ¢ chiffres en troncature est
le nombre
x=10%(0, 212 _2...T_¢)yq -

Sa représentation machine en virgule flottante normalisée a ¢ chiffres en arrondi est
le nombre

fl(z) =10%.m
ol
m— 0,2 1T _9...x_4 Siz_ ;1 <5
T 10,2_12_s....2_¢ + 10~ sinon.

Dans le deuxiéme cas, on renormalisera si nécessaire 1’écriture de fI(z).

L’arrondi est en fait le nombre le plus proche de x dont la mantisse possede ¢
chiffres.

4.4.1.2. Exemple

Soit t = 3. Alors, en arrondi

r = 1579 fl(z) = 10*.(0,158)
r = 1573  fl(x) = 10%.(0,157)
r = 1575  fl(x) = 10*.(0,158)
r = 1995 fl(z) = 10*.(0,2)

4.4.1.3. Utilisation de vpa

Sous Matlab, I’instruction
vpa(S,t)

ou la séquence
digits(t) ; vpa(S)

donne la représentation de 1’expression S en virgule flottante, en base 10, et en arrondi
a t chiffres. S représente le plus souvent une expression symbolique pouvant étre
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évaluée. Mais .S peut étre aussi de type numérique, chaine de caractéres, ou tableau.
Le résultat est de type symbolique.

» vpa(sym(’pi’),30)

ans = 3.14159265358979323846264338328
» x=sym(’50/3333’);

» x1 =vpa(x,10)

x1=.1500150015e-1

» x2=vpa(x,29)
x2=.15001500150015001500150015002¢-1

4.4.2. En base 2
Le principe de I’arrondi et de la troncature est le méme qu’en base 10.

Soit z un réel positif quelconque (en V FN)
=290, 212 2...2_p...), .

Alors sa représentation machine en virgule flottante normalisée a ¢ chiffres en tronca-
ture est

=270, 21T _2...k—¢), .
Sa représentation machine en virgule flottante normalisée a ¢ chiffres en arrondi est
le nombre

fl(z) =2%m
ol
0,2_1T_9....k_¢ siz_;_1 =0
m = . _
0,21 _2...x_¢ + 2 siz_;_1 = 1.

4.4.2.1. Exemple
Le nombre
z =25, (0,1111010001111101111100111...),

a pour représentation en V.EN :

— en troncature a 3 chiffres
T =2%(0,111),
— en arrondi a 4 chiffres
T = 2%.[(0,111), + (0,001),]
26.(1,000),
27.(0,100), .
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4.4.3. Les formats machine float et double

En pratique, la plupart des ordinateurs utilise la base 2. La norme actuelle retient
deux formats standards de représentation des réels :

4.4.3.1. Le format double (flottants en double précision)

Pour un réel z non nul donné, on considére son écriture en virgule flottante nor-
malisée arrondie a 53 chiffres

fl(z) = £29 (ap,a—1a_2...a—4),.

avec
ap £ 0, t = 52.

— La mantisse a son premier chiffre aq différent de 0, donc nécessairement égal a
1 en base 2 et il n’est pas nécessaire de le représenter en machine. C’est la convention
du "bit implicite". On ne mémorisera donc que la partie fractionnaire de la mantisse

f=a_1a_5...a_359.
— Pour représenter I’exposant en base 2 avec 11 chiffres, on impose
—210 49 =-1022< ¢ <1023 =210 1,
et on représentera I’exposant biaisé
ey = 1023 4+ ¢

compris entre 1 et 2046.1.

— Enfin le signe sera mémorisé a I’aide d’un bit s €gal a 1 si le nombre z est négatif,
égal a 0 si z est positif.

Avec ces notations, le nombre x sera représenté sur 64 bits répartis ainsi :

o] e ] f |
1 11 ) 52

4.4.3.2. Le format float (flottants en simple précision)

Pour ce format, les réels sont stockés sur 32 bits, 1 pour le signe, 8 pour I’exposant
et 23 pour la mantisse, suivant le méme principe.

1. Les exposants biaisés 0 et 2047 sont utilisés pour représenter des nombres dénormalisés,
notamment O et inf.
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4.4.3.3. Calculs avec Matlab

Les calculs numériques s’effectuent en binaire, au format double, en arrondi méme
si les résultats sont ensuite affichés en décimal.

Il ne faut pas confondre cet affichage en base 10, avec I’utilisation de la fonction
vpa qui, elle, effectue directement les calculs en arithmétique flottante en base 10 (voir
4.4.1.3).

Si on veut connaitre avec Matlab le format interne de représentation d’un réel, il
faut utiliser le format d’affichage hex (hexadécimal).

Considérons par exemple le nombre z = (0.6),,

» x=0.6;
» format hex
» X

x =3fe3333333333333

en convertissant chacun des chiffres hexadécimaux en binaire, on obtient la représen-
tation binaire interne de x :

[0]011 1111 1110[0011 0011 0011 0011 ... 0011

— Le bit de signe est donc s = 0 (nombre positif) ;
— L’exposant biaisé s’écrit en binaire
ep, = 01111111110,

donc en base 10

» format
» bin2dec(C01111111110°)
ans = 1022

et I’exposant non biaisé est
q=ep, — 1023 = 1022 — 1023 = —1.
Enfin, la mantisse est, apres ajout du bit implicite
1,0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011

On peut retrouver la valeur décimale de cette mantisse en utilisant, pour convertir la
partie fractionnaire, la fonction fracBin2dec obtenue a I’exercice 4.6.3

» fracBin2dec(’0011001100110011001100110011001100110011°)
ans = 0.2000

On retrouve alors la valeur décimale du nombre ©

r=+2"1.(1,2)=0,6.
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4.5. Opérations de base sur les nombres machine

Nous allons décrire la multiplication, 1’addition et la division sur une machine
travaillant en arithmétique flottante. Ces opérations élémentaires sont effectuées dans
une mémoire auxiliaire (accumulateur) travaillant généralement en double précision.

Le schéma simplifié est le suivant :

—les nombres exacts z, y sont représentés (en machine) par leurs équivalents
nombres machines f1(z), fl(y) at chiffres;

— ’opération arithmétique est exécutée sur 2¢ chiffres pour les mantisses ;

— le résultat est ensuite arrondi a ¢ chiffres.

Nous illustrons ces opérations sur des exemples.

4.5.1. Multiplication

4.5.1.1. Principe

On part de deux nombres exacts a et a’ en base 10 par exemple, en vue de calculer
leur produit p.

Le produit machine P

P

fl(a).fl(a')
= 10%.(0, d_1d _s.d_¢),5.107 . (0, d' yd' ,...d" ),

109.m.107 .m/' = 107+ m.m'

est effectué exactement en double précision (2t chiffres). Apres renormalisation
éventuelle de la mantisse m.m’ et changement de puissance, la machine arrondit a ¢
chiffres et affiche le résultat P;.
4.5.1.2. Exemple

Soient a = 24,321 et a’ = 680, 76. On suppose que ¢ = 4.

Alors
Fl(a) = 102.(0,2432) 10
fl(a") = 103.(0,6808)1¢
P = fl(a).fl(a’") = 10°.(0,16557056)1¢ (résultat sur 2t chiffres)
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La machine donnera le résultat
P, =10°.(0,1656)10 = 16560.
On notera que la valeur exacte du produit est
a.a’ = 16556, 76396

En utilisant vpa, on peut retrouver avec Matlab les étapes de ce calcul en base 10 :

» fla=vpa(24.321,4)
fla=24.32
»flb=vpa(680.76,4)
flb =680.8

» P = fla*flb

P =16557.056

» P1 = vpa(P4)

P1 =.1656e5

4.5.2. Division

Le principe est le méme que pour la multiplication.. Si on note, en base 10
fl(a) = £10%m, fl(a') = £10” .m', avecm' #0,

on a

0,1<m<1 e 0,1<m' <1

d’ou0,1 <m/m’' <10

L’ opération machine en base 10 fl(a)/fl(a’) s’effectue donc suivant deux cas :

—si m < m/, le quotient m/m’ est calculé exactement sur 2¢ chiffres puis le
résultat mantisse est arrondi a ¢ chiffres pour obtenir

10977 _fl(m/m’).

—sim > m' on écrit m = 107L.m/; le calcul m"” /m’ s’effectue exactement
comme précédemment et le résultat machine est

1097+ f1(m" /m").
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4.5.3. Addition

4.5.3.1. Principe

L’addition machine de
fl(a) + fi(a)
s’effectue sur les mantisses apres avoir "dénormalisé" 1’un des nombres, pour obtenir
des exposants égaux. La suite des opérations a effectuer est :
— ramener 1’exposant du plus petit a celui du plus grand,
— ajouter les mantisses sur 2¢ chiffres,

— arrondir le résultat a ¢ chiffres.

Deux cas sont a distinguer :
— Si (g —¢') >t alors le résultat machine est fi(a).
—-Si(g—¢q') <t onajoute (¢ — q") zéros a gauche de la mantisse m' pour avoir la

nouvelle mantisse m’’. La somme m+ m'’ est ensuite calculée exactement en double
précision et le résultat est arrondi a ¢ chiffres.

4.5.3.2. Exemples

On suppose que t = 4 et on donne

fl(a) 10°.(0, 3218)
fl@) = 107'.(0,2432),

onaici (¢ —¢q') =6 > 4, on écrit

Fl(a) = 10°.(0,3218)
fl(a') = 10°.(0, 000000 2432)
——

q—q' zéros

fl(a) + fl(a') = 10.(0,32180024)
(mantisse sur 2t chiffres). Le résultat machine est donc

10°.(0,3218) = fl(a).
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Avec la commande vpa de Matlab, on a :

» fla = vpa(0.3218e5,4)

fla=.3218e5
» flb = vpa(0.2432e-1,4)
flb = .2432e-1

» flaPlusbDouble = vpa(fla+flb,8)
flaPlusbDouble = 32180.024

» flaPlusb = vpa(flaPlusbDouble,4)
flaPlusb = .3218e5

Toujours avec ¢t = 4, on donne

fl(a) = 10°.(0,3218)
fld) = 10%.(0,2611).

Dans ce cas,ona (¢ —¢') =3 < 4et

Fl(a) = 10°.(0,3218)
fl(a') = 10°.(0,0002611)
—_————

d’ou
fl(a) + fl(a') = 10°.(0,3220611)
(mantisse sur 2¢ chiffres). Le résultat machine, en arrondi, est

10°.(0, 3221).

4.5.3.3. Calculs au format double de Matlab
Dans ce cas ¢t = 53, b = 2 et on peut retrouver les deux cas précédents :
DCasq—¢ =54 >t

» X=2226.76;

» y=x*2/°(-54)

y =1.2361e-013

» Z=X+y

z =2.2268e+003

» format hex

» X

x =40al165851eb851ec
» Z

z =40al165851eb851ec

139
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Grace au format d’affichage héxadécimal, on vérifie qu’on a obtenu dans ce cas

fl(z + z) = fl(x).
2)Casq—¢ =53<t

y1=x*2/(-53);

zl=x+yl

z1 =40a165851eb851ed

» format long

»zl

z1 = 2.226760000000001e+003
» X

x = 2.226760000000000e+003

On a ici

filz +2) # fi(@).

4.6. Exercices
4.6.1. Conversion d’un entier

Convertir en base 2 le nombre (1321),,
(solution p. 141)

4.6.2. Schéma de Horner

Pour convertir un nombre
T = (TpTp_1..--To),
en base 10, il suffit d’évaluer dans cette base
T ::z:0+:z:1b+:z:2b2+~-~+:vpbp.
Cette évaluation peut se faire en utilisant le schéma de Horner
2= (¢ (@) b+ zp) + )b+ 1) + 0.
1) Convertir en base 10 (101101),, et (167)4

2) Ecrire une fonction
xd = horner(Xb,b)

qui applique le schéma de Horner pour convertir en base 10 I’entier dont la suite des
chiffres en base b est donnée dans le tableau X b. Tester cette fonction.

(solution p. 142)
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4.6.3. Conversion d’un nombre a virgule

Ecrire de méme une fonction
function x = fracBin2dec(s)

qui convertit en valeur décimale x la chaine de caractéres s représentant la partie
fractionnaire

(871872 - an)

d’un nombre en base 2.

(solution p. 143)

4.6.4. Valeurs extrémes au format double

En se référant au paragraphe 4.4.3 p. 134, calculer :
1) Le plus grand réel représentable en machine au format double.
2) Le plus petit réel strictement positif représentable dans ce méme format.

3) Le réel ¢ tel que 1 + € soit le plus petit réel strictement supérieur a 1 représen-
table en machine.

4) Comparer avec les valeurs des constantes realmax, realmin et eps de Matlab.

(solution p. 143)

4.7. Solutions
Exercice 4.6.1

A chaque itération, on calcule les quotients ¢(i + 1) et le reste (i) dans la division
euclidienne de ¢(i) par b. On initialise ¢(1) 2 x = 1321, et la base b a 2.

» x=1321;b=2;

» q(1)=x;

» i=1 5

» while q(i) ~=0
q(i+1)=fix(q(1)/b);
r(i)=q(i)-b*q(i+1);
i=i+l1;

end

»T

r=10010100101
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Le résultat x; s’obtient en inversant 1’ordre des restes obtenus.

» n=length(r) ;
» xb=r(n :-1:1)
xb=10100101001

On peut vérifier le résultat obtenu en utilisant la fonction prédéfinie dec2bin.

» dec2bin(x)
ans = 10100101001

Exercice 4.6.2

1) On applique le schéma de Horner pour convertir de la base 2 et de la base 8 vers
la base 10 :

» X10=((((1¥2+0)*2+1)*2+1)*2+0)*2+1
x10=45

» y10=(5%8+6)*8+7

y10 =375

On effectue les vérifications a I’aide des fonctions prédéfinies bin2dec et base2dec

» bin2dec(’1011017)
ans =45

» base2dec(’567’,8)
ans = 375

2) Selon le schéma de Horner, la valeur décimale x 4 s’obtient en répétant pour les
n chiffres donnés dans le tableau X, I’opération

Tqg = xq4.b+ Xb(i),

pouri € {1,2,--- ,n}

function xd=horner(Xb,b)

xd=0;

for i=1 :1 :length(Xb)
xd=xd*b+XDb(i);

end

On teste cette fonction en reprenant les deux exemples de la question précédente.

» horner([101 10 1],2)
ans =45

» horner([5 6 71,8)

ans = 375
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Exercice 4.6.3

Pour s = (s_15_3...5_p)2, on doit calculer

n
T=5_1x2 45 ,x224 5., x2"= Zs_ﬂ—i
=1

On utilisera une variable P qui contient les valeurs successives de 2 ~*. On initialise la
valeur de z a 0 et, a chaque itération, on lui ajoute la valeur 2 ~* seulement si s(i) = 1

function x=fracBin2dec(s)
x=0;
P=1/2;
fori=1 :length(s)
if(s(i)=="1")
X =x+P;
end
P=P/2;

end

Exemple d’utilisation :

» fracBin2dec(’0101010101010101010101017)
ans = 0.3333

Exercice 4.6.4

1) Au format double, le plus grand exposant est
quax = 1023,
et la plus grande mantisse est, en binaire
myax = 1,11...1,

soit
MMAX = 2 — 2752,

Le plus grand nombre représentable dans ce format est donc

» doubleMAX=(2-27-52)%2/1023
doubleMAX =1.7977e+308
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2) De méme on a
guin = —1022,

et
mmpiN = (1,00)2 = 1,

d’ou

» doubleMIN=1%2/(-1022)
doubleMIN = 2.2251e-308

3) Le nombre suivant immédiatement 1 au format double est
1+e=(1,0.01),=1+2"2

d’ou le calcul de

» epsilon=2"(-52)
epsilon = 2.2204e-016

4) Ces trois valeurs correspondent a trois constantes prédéfinies de Matlab :

» realmax

ans = 1.7977e+308
» realmin

ans = 2.2251e-308
» eps

ans = 2.2204e-016




Chapitre 5

Gestion d’erreurs

Que se passe-t-il si on exécute avec Matlab les instructions suivantes ?

» disp(’On ajoute 10 fois 0.1 )
» S=0;
» for n=1 :10,
S=S+0.1;
end
» if S==
disp(’et on trouve exactement 1)
else
disp(’mais on ne trouve pas exactement 1)
end

On obtient pour réponse :

On ajoute 10 fois 0.1
mais on ne trouve pas exactement 1

Comme on I’a vu au chapitre précédent, lorsqu’on remplace le réel 0, 1 par sa re-
présentation machine, on commet une erreur due a la conversion en base 2 puis a
I’arrondi, appelée erreur d’affectation.

Dans ce chapitre, apres avoir rappelé des résultats généraux sur les calculs d’er-
reurs absolues et relatives, on présente des calculs ot les erreurs d’affectation doivent
&tre prises en considération.
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5.1. Erreur absolue et erreur relative
5.1.1. Définition

Soit z une quantité réelle donnée supposée exacte et T une approximation de x.
On appelle erreur absolue commise sur x la quantité

Az = |z — T,
et erreur relative commise sur z le quotient

|z — 7
= 2
||
On exprimera souvent 1’erreur relative en pourcentage, pour la rendre plus significa-

tive.
Ces erreurs sont souvent estimées ou majorées.

x # 0.

5.1.2. Erreurs d’opérations

Dans ce paragraphe, on note Z et i des valeurs approchées de deux nombres réels
rety.
5.1.2.1. Addition et soustraction

Ona

(e+y)—@+yl=z-2)+ Y-y <]z —z[+]|{y -yl
L’erreur commise sur la somme des deux nombres vérifie donc
Az +y) < Az + Ay.

De méme
Az —y) < Az + Ay.

5.1.2.2. Multiplication et division

En supposant z et y strictement positifs, en utilisant la fonction logarithme et le
théoreme des accroissements finis, on sait qu’il existe un réel ¢, compris entre x et Z,
tel que :

- 1 -
lnz—-Inz| =-|z—7|.
c
Comme c est proche de x, on confond dans I’estimation d’erreur, ¢ avec x, de sorte
que

~ 1 ~
lnz —InZ| ~ — |z — Z| = o=.
x
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De méme :
o 1 -
Iny —Iny| =~ — |y —y| = oy
Y
s 1 e
Inzy — Inzy| ~ — |zy — zy| = d(zy).
Ty

Or

lnzy —InZy| =|(lnz —1InZ) + (lny — Ing)| < |lnz —InZ| + |lny — lIng].
Donc une majoration de ’erreur relative ¢ (zy) est
0(zy) < 0z + dy.

Ce dernier résultat reste valable pour x et ¥ non nuls, de signes quelconques (en rai-
sonnant sur les valeurs absolues). Par un calcul analogue au précédent, on obtient,
pour un quotient de nombres non nuls :

0(z/y) < dz + dy.

5.1.3. Estimation d’erreur par le théoréme des accroissements finis

Soit une application

f: I=[a,b)]cR — R
T —  f(x).

On suppose connaitre une valeur approchée o de « appartenant a I. On suppose éga-
lement que la fonction f est continument dérivable sur I. On veut estimer 1’erreur

|f(@) — f(c)| commise sur f(a).
Le théoréme des accroissements finis permet d’affirmer qu’il existe un nombre ¢ com-
pris entre a et & tel que

f@) = fa) = (@ —a).f'(c).

On en déduit I’estimation
1£(@) ~ f(@)] < [ — af max| £ (1)
et donc I’erreur absolue commise en confondant f (&) et f(«) est au plus de

!
Aa.max|f'(2)].
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Exemple
Estimons I’erreur E, commise en confondant +/1000003 et

100 = v/1000000.

Ici ona f(xz) = &z et on peut prendre I = [1000000,1000003]. Le résultat
précédent donne

< 3. "(t)] < 3.
E < 3max|f(t) < 3max

3¢2/3
1

< ——— ~107%
(1000 000)2/3

On peut vérifier sous Matlab que I’erreur
v/1000003 — 100,

observée par un calcul direct est bien inférieure a I’estimation 10 =% :

» format long
» errObservee = abs(10000037(1/3)-100)
errObservee = 9.999989997311332e-05

5.2. Erreurs d’affectation

Etant donné un nombre réel z, si on note fI(x) sa représentation machine a ¢ digits
dans une base donnée, on appelle erreur d’affectation le nombre

Az = |z — fl(x)].

5.2.1. Exemple
On majore I’erreur d’affectation commise en base 10, en VEN a ¢ = 5 chiffres, et
en arrondi, sur le nombre

110
T= = 10% (0, 366666 - - - ), -

On a
fl(z) = 10% (0, 36667),, ,
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et
Az = |z — fl(z)| = 107 (0,0000033...),, < 10? (0,000004),, = 10%.4.107.
On obtient une majoration de I’erreur relative en remarquant que

1 1 1
— = < =
lz] ~ 102(0,3666---),, © 102(0,3),, 102.3.10~"

|z — fl(z)] _10°.4.107% 4 .
< =_-10"".
o S10°3101 30

5.2.2. Résultat général

On a le résultat général suivant :

Théoréeme

Soit le réel positif x = b?.(0, 1T —2..x_tT_t—_1....)p.

Dans une machine travaillant sur les nombres en virgule flottante
normalisée a t chiffres et en arrondi, on a :

1
o |z — fl(z)] < |z| 107t < 3 || 107t (en base b = 10)

1
o |z — fl(z)] < 3 |z 27+ (en base b = 2).

Montrons par exemple le deuxieme point. Soit

r = 2q.(0,.Z'_liv_g...l'_tiv_t_l....)g

alors
fl(z) = 29m
ol '
m = (0,1’,11’,2...1’,”2 S1X_ -1 = 0
(0,113,1113,2...33,02 + 27t si T4 1=1
et donc
|$ . fl | | ‘ 0 r_1T_9. ﬂfftl’,tfl....)z

0 1T 2. l’,tl’,tfl....)Q

< ez m — (0,2 1% 9.2 T _t_1....)2],

(0;$—1)2
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or

et

[((m — (0,212 9.k _4T_¢_1....)2]

< 2_t_1 si r_¢-1 = 0
S 27t _9—t-1l —o—t=1 g , =1,

le résultat s’en déduit.

Remarque

Le théoreme ci-dessus permet d’obtenir, en base b quelconque, la majoration

|z — fl(x)] < lb7t+1 — ey
|z T2

Ce nombre € s’appelle "epsilon machine”.

5.2.3. Cas des formats float et double

On déduit du paragraphe précédent que 1’erreur relative due a I’approximation
d’un nombre x par sa représentation binaire en machine est :

— fl 1
|z = fl(=)| < 2279341 = 92753 ~ 1,1.107'% (au format double)

|| 2
_ 1.
w <2 =272 26107 (au format floan)
X

On retiendra en particulier pour les calculs numériques avec Matlab, qui se font au
format double, que

EM = 2753,

On pourra vérifier que ce nombre € s est égal a la constante eps de Matlab.

5.2.4. Erreurs d’affectation et opérations

Meéme si on effectue une opération a partir des valeurs exactes des nombres et ./,
on peut commettre une erreur d’affectation sur le résultat de 1’opération. Cette erreur
d’affectation est donnée par le résultat suivant.
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Théoreme
Les résultats machines fl(xz + «'), fl(x.2') et fl(z/x")
vérifient les majorations :

o |fi(z + ') — (z+)] < enr. |z + ]

o |fl(z.2") — (x.2")| < epm. |z2|

o [fia/s") — (@/2")| < 2ar.Jo /2]

11 suffit d’appliquer le théoréme énoncé au paragraphe 5.2.2.

5.3. Cumul d’erreurs d’affectation et d’opération

Généralement, dans les calculs numériques, on effectue plusieurs opérations élé-
mentaires pour I’obtention de la valeur cherchée. Il est clair que les erreurs d’affecta-
tion commises au début sur les nombres réels exacts, entre autres, vont avoir un impact
sur le calcul final. Plus précisément, pour chaque opération, il faudra tenir compte

— de I’erreur d’opération calculée a partir de I’erreur commise sur chaque opé-
rande,

— de I’erreur d’affectation du résultat de 1’ opération.

5.3.1. Cas d’une somme

5.3.1.1. Cas d’une somme de deux nombres

Soient deux nombres z et y dont on donne des valeurs approchées ¥ et ¥, avec
des erreurs absolues majorées par Az et Ay. Leur somme z + y sera approchée en
machine par

flz+y),

et on aura
fl@+y)—(@+y)| < [fl@E+y) -@+YI+1@+Y) - (z+y)
< em. |Z+Y|+ Az + Ay.

Résultat :

L’erreur absolue commise sur le résultat final de la somme est obtenue en
ajoutant ’erreur d’opération dans le calcul de la somme et I’erreur
d’affectation de cette somme.

Si les erreurs commises sur z et y proviennent elles-mémes uniquement de I’erreur
d’affectation de ces deux nombres, le résultat machine de 1’addition de x et y est

fUF(2) + fl(y)
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noté abusivement
fl(z +y),

etona

[fllz+y) — (@ +y)| < enm |[fl(z) + fly)l +en |z + -1y
~ 2enr (|2 + Jy])-

5.3.1.2. Généralisation

A T’aide d’un raisonnement par récurrence, on généralise ce résultat a la somme
de n nombres x1, T2, - , Ty :

|[fl(z1 + 2o+ -+ 2p) — (1 + T2 + - + 2y

< nem(fea] + x| + -+ fzn]).

5.3.2. Cas d’un produit

5.3.2.1. Cas d’un produit de deux nombres

On donne deux nombres non nuls x et y dont on connait des valeurs approchées
T et y, avec une erreur relative estimée a dz et dy. Leur produit x.y sera approché en
machine par

fl(z.y),

et on aura

[fl@y) = @yl |fl@y) - @yl @Y = @y)]

|z.y] - |z.y] |z.y]
Utilisant le fait que

[fl@y) - @)l | |fiEy) - (@)
|-y a |(z.9]

X EM,

on en déduit ~
[f1(Z.y) — (z.y)]

o] <em +0x + dy.

Résultat :
L’erreur relative commise sur le résultat final du produit est estimée en

ajoutant ’erreur relative d’opération dans le calcul du produit, et I’erreur
relative d’affectation de ce produit.
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La encore, si les erreurs commises sur x et y proviennent elles-mémes uniquement de
I’erreur d’affectation de ces deux nombres, on note

fl(z.y)
pour
fL(fi(2)-fl(y)),

cond fl(zy) — ()

R <emtem+em <3Enm.

5.3.2.2. Exemple

Dans une arithmétique en base 10, en VFN et en arrondi a ¢ = 3 chiffres, on
calcule le produit p = a.b, avec

a=b=1,075

» a=1.075:;b=1.075;t=3;
» digits(t) ;

» flA=vpa(a);

» fiB=vpa(b);;

» fiIP=vpa(flA*fIB)
filP=1.17

On calcule ensuite les erreurs relatives commises sur a, b et p, en considérant comme
exactes les valeurs de ces nombres au format double.

» errA=abs(a-double(flA))/a
errA = 0.0047

» errB=abs(b-double(flB))/b
errB = 0.0047

» p=a*b

p=1.1556

» errP=abs(p-double(flP))/p
errP =0.0124

On notera que les valeurs calculées avec vpa sont de type symbolique et qu’il faut les
convertir dans le type double pour effectuer numériquement les calculs d’erreurs.

On vérifie les majorations

|fl(a.b) — (a.b)]

00| <epm-+60,+6p <3epy-
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» epsM=1/2%107(-t+1)
epsM = 0.0050

» errA+errB+epsM
ans = 0.0143

» 3*epsM

ans = 0.0150

On remarque bien que, dans cette arithmétique, I’erreur relative commise dans le cal-
cul de ab
errP =0,0124

est strictement supérieure a la somme des erreurs relatives sur a et sur b

errA + errB = 0,094.

5.3.2.3. Généralisation
A I’aide d’un raisonnement par récurrence, on montre que, étant donnés n nombres

nonnuls 1, Z2, -+ , 2y :

|[fl(z120 - xp) — (T120 - - - 24|
|12 -

< (2n+ 1)6M.

5.4. Erreurs d’absorption

Soient deux nombres donnés par leur représentation machine en base b, en arrondi

a t chiffres :
{ x=£b2.(0,2 12 _2..7_+)p

Yy= ibq’-(oay—1y—2---y—t)b-
On a vu au chapitre précédent que, si
q-q >t
ona
fllz+y) ==z

On dit qu’il y a absorption de y par z. On peut vérifier aussi que cette erreur se
produit lorsque

Y
<
x
Plus généralement, une erreur d’absorption se produit lorsqu’on ajoute deux nombres
d’ordres de grandeur treés différents. Dans ce cas

filllz+y) —z) #y.

Une conséquence importante de 1’erreur d’absorption est la non associativité de 1’ad-
dition machine, comme I’illustrent les exemples ci-dessous.



Gestion d’erreurs 155

5.4.1. Exemples

5.4.1.1. Une somme de trois nombres

Effectuons les deux additions machines suivantes dans une arithmétique d’arrondi
at = 3 digits, travaillant en double précision et en base 10

Sy = 1+ (0,004 + 0,003)
Sy = (1+0,004) + 0,003.

La premiere addition s’effectue comme suit

S1 = [fl(1) + f1(0,004)] + £1(0,003)
= [10%.0,1 + 10'.0,0004] + 10*.0,0003
= 10%.0,1+ 10'.0,0003
= 10%.0,1=1.

On peut aussi effectuer ce calcul avec Matlab, en utilisant la fonction vpa :

» digits(3) ;

» x = vpa(l); y = vpa(0.004) ;z=vpa(0.003);
» S1= vpa(vpa(x+y)+z)

S1=1.00

La deuxiéme addition donne :

Sy = fI(1) +[£1(0,004) + £1(0,003)]
= 10".0,1+ (1072.0,4 + 1072.0, 3)
= 10'.0,1+10°2.0,7
= 100,14+ 10'.0,001
= 10%.0,101
= 1,01

» S2=vpa(x+vpa(y+z))
S2=1.01
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5.4.1.2. Une somme de plusieurs nombres

Dans cette méme arithmétique, si on calcule

S =1+0.004+0.004 + --- 4+ 0.004

100 fois

dans I’ordre indiqué, on a :

» S=1;

» fori=1:100,
S=vpa(S+0.004, 3);

end

» S

S=1.00

Si on ajoute d’abord entre eux les nombres 0.004, puis le nombre 1 a la fin, on obtient :

» S=0;
» fori=1:100,
S=vpa(S+0.004, 3);

end
» S =vpa(1+85,3)
S=1.40

5.4.2. Conséquence pratique

On retiendra donc que dans une somme de nombres positifs, il faut d’abord com-
mencer par additionner les petits nombres pour éviter 1’erreur d’absorption.
5.5. Erreurs de cancellation

Une erreur de cancellation se produit généralement lorsqu’on soustrait deux quan-
tités de méme signe trés proches.
5.5.1. Présentation sur un exemple

Considérons deux nombres exacts x et y approchés par

z 100000, 2
U 100000, 0.

S
Il

<
I
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Supposons que les erreurs absolues commises sur ces nombres sont au plus de

Az 0,05
Ay = 0,05.

Alors, les erreurs relatives sont

oz 0,05/% = 5.1076
Sy ~ 0,05/y=510"5.

1

L’erreur relative commise sur la différence approchée 7 — y = 0, 2 est

Al@—y) _lla—y)— @ -

|z -yl ERE

0,05+ 0,05
0,2

é(z —y)

=5.10"1.

IN

157

Ce résultat signifie que 1’estimation d’erreur relative commise sur les nombres x et y
a été multipliée par 10° en calculant leur différence. Cela s’explique par le fait que les

deux nombres considérés sont tres proches.

5.5.2. Exemple traité avec Matlab

Dans une arithmétique en base 10, en arrondi, a 4 chiffres, on calcule la différence

22
d:7—ﬂ'.

» digitS(4)

» r=22/7 N

» piApp=vpa(pi)

piApp =3.142

» rApp=vpa(r)

rApp =3.143

» diffApp=vpa(rApp-piApp)
diffApp = .le-2
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On a obtenu pour valeur approchée de d le nombre 0,01.
En considérant comme exactes les valeurs numériques au format double de 7,22/7 et
d, on calcule les erreurs relatives commises sur ces nombres.

» errPi=abs(pi-double(piApp))/pi

errPi = 1.2966e-004

» errR=abs(r- double(rApp))/r

errR = 4.5455e-005

» diff=r-pi;

» errDiff=abs(diff-double(diffApp))/diff
errDiff = 0.2092

L erreur relative sur d est de ’ordre de 21%, soit environ 1600 fois ’erreur relative
commise au départ sur 7.

» rapp=errDiff/errPi
rapp = 1.6132e+003

5.5.3. Remarque

Dans le calcul numérique d’une somme finie de termes, certains algorithmes pro-
duisent des erreurs de cancellation et d’absorption. Considérons par exemple le calcul
de la somme

2 "

x

S(x) :1+x+§+...+m,
qui représente le développement de Taylor a I’ordre n en 0 de exp(z). Nous effectue-
rons successivement le calcul pour z = —20 (les termes sont alors de signes alternés),

puis pour z = 20.

L’erreur commise en remplagant f(x) = exp(x) par S(z) est

n+1 mn+1

(n l)c — e°
(n+1)!f ) (n+1)!7

ou c est un réel compris entre 0 et = (cf. chapitre 2, paragraphe 2.7.1.1, p. 69). Si on
suppose

Eerr =

x € [—20, 20],
cette erreur est majorée par
207 +!
n+1)°
Pour n = 80, on obtient
» N=80;
» X0=20;

» M=XO0NN+1)/prod(1 :1 :N+1)*exp(X0)
M = 2.0235e-007
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M ~210""

Pour X = —20, on effectue le calcul de S(X) en base 10, en virgule flottante norma-
lisée, en arrondi a ¢ = 10 chiffres, en utilisant les fonctions digits et vpa. On utilise
trois tableaux Puiss, Flact et T', permettant de mémoriser les valeurs de

Puiss(i) = X' = X.Puiss(i — 1),
Fact(i) = i! = i.Fact(i — 1),
T (i) = X/i! = Puiss(i)/Fact(i).

» digits(10)

» X =-20;

» Puiss(1)=sym(X) ;Fact(1)=sym(1);

» T(D)=vpa(X);

» S=vpa(1+T(1));

» for i=2 :N,
Puiss(i)=vpa(Puiss(i-1)*X);
Fact(i)=vpa(Fact(i-1)*i);
T(i)=vpa(Puiss(i)/Fact(i)) ;
S=vpa(S+T());

end

» S

S =-.8654019579¢-2

On obtient pour valeur approchée de S = S(—20) la valeur

S = —0,01339394792.

On compare cette valeur a celle de E = e 2% donnée avec toute la précision du format
double de Matlab.

» E =exp(X)

E =2.0612e-009

» errObs=double(abs(E-S))
errObs = 0.0087

» Q=errObs/M

Q =4.2767e+04

Lerreur absolue constatée est d’environ 42000 fois I’erreur théorique M . Elle provient
d’erreurs dans le calcul de S : les termes 7'(i) que ’on ajoute sont de signes alternés,
ce qui peut provoquer dans le calcul de la somme des phénomenes de cancellation,
ajoutés au risque d’absorption des plus petits en valeur absolue par d’autres beaucoup
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plus grands. Affichons quelques-uns de ces termes :

» T(1:5)

ans = [ -20., 200., -1333.333333, 6666.666667, -26666.66667]

» T(16 :20)

ans = [ 31322782.64, -36850332.52,40944813.91, -43099804.12, 43099804.12]

» T(76 :80)

ans = [ .4007323037e-12,-.1040863127e-12, .2668879812¢-13,
-.6756657752¢-14, .1689164438e-14]

Effectuons maintenant la somme S; = S(X;) pour X; = 20 dans la méme arithmé-
tique :

» X1=20;

» Puiss(1)=sym(X1) ;Fact(1)=sym(1);

» T1(1)=vpa(X1);

» Sl=vpa(1+T1(1));

» fori=2 :N,
Puiss(i)=vpa(Puiss(i-1)*X1);
Fact(i)=vpa(Fact(i-1)*1);
T1(i)=vpa(Puiss(i)/Fact(i));
S1=vpa(S1+T1(i));

end

» S1

S1=485165195.3

» E1 =exp(X1)

E1=4.8517¢+008

» errObs=double(abs(E1-S1))

errObs = 0.1000

Dans ce cas, tous les termes

sont de signe positif, et il n’y a plus d’erreurs de cancellation dans le calcul de S;.
L’impact des erreurs d’absorption est ici trés minime.

Si on veut utiliser la formule de Taylor pour calculer une valeur approchée de
exp(—20), il est préférable, dans ce cas précis, de calculer d’abord une valeur appro-
chée S; de exp(20), car le calcul est plus fiable, puis d’utiliser la propriété

1

exp(—20) = xp(20)"
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» E3=1/S1

E3 =.2061153623¢-8

» errObs=double(abs(E-E3))
errObs = 1.0000e-18

5.6. Erreurs dues aux choix des formules algébriques
5.6.1. Exemple 1

Des erreurs de cancellation se produisent aussi dans les expressions telles que

1 1

P(n)  Q(n)

ou P(n) et Q(n) sont des polyndmes de méme degré. Par exemple, pour n trés grand
I’expression

1 1
d=——
n n+1

produira une erreur de cancellation. Pour éviter cela on utilisera 1’expression équiva-
lente
1
n(n+1)°

On peut le vérifier, en effectuant les calculs dans une arithmétique flottante a trois
chiffres en base 10, avec n = 1100.

» digits(3)
»n=1100;

» vl=vpa(l/n);

» v2=vpa(l/(n+1));
» dl=vpa(vl-v2)

dl =.le-5
» d2=vpa(v1*v2)
d2 = .825e-6

En calculant numériquement la valeur de d avec toute la précision de la machine, on
constate que d» est une bien meilleure approximation que d; .

» res=1/(n*(n+1))
res = 8.2570e-007
» resl=1/n-1/(n+1)
resl = 8.2570e-007
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De méme dans la résolution de certaines équations algébriques, on prendra garde
d’utiliser, dans certains cas, les formules adéquates pour éviter la cancellation. Ainsi,
pour une équation de second degré

az’® + bz +c¢=0,
I’utilisation des formules
—-b+ VA
r=— "
2a

pourra produire une erreur de cancellation pour le calcul d’une des deux racines
lorsque |b] est trés proche de V' A.

5.6.2. Exemple 2

Soit a résoudre I’équation
2’ =160z + 1 = a2’ + bz +¢c =0

en effectuant les calculs dans une arithmétique flottante normalisée a ¢ = 5 digits.
Si on utilise les formules classiques donnant les solutions d’une équation du second
degré, on obtiendra :

» digits(5) ;a=vpa(1) ;b=vpa(-160);c=vpa(l);
» delta=vpa(b"2-4*a*c)

delta = 25596.

» racDelta=vpa(sqrt(delta))

racDelta = 159.99

» x1=vpa(vpa(-b+racDelta)/vpa(2*a))

x1 = 160.00
» x2=vpa(vpa(-b-racDelta)/vpa(2*a))
X2 =.50000e-2
Doncona:
A = 25596,
fI(VA) = 10%.(0,15999)1,
—fI(b) + fI(VA) =10°.(0,15999)0,
fU(z1) = 160,
—fl(b) — fI(VA) =10%.(0,16000),, — 10°.(0,15999);o = 1072,
fl(x2) =1072(0.5), -

Dans le calcul de la plus petite racine x», une erreur de cancellation a été commise. En
conservant la valeur la plus fiable z; et en utilisant la formule 227 = ¢/a, on obtient
pour zo

» x2=vpa(c/a/x1)
x2 =.62500e-2
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d’out
fl(z2) = 1072(0, 6250) 1.

La résolution de cette équation avec Matlab donne, en affichant les valeurs numé-
riques des solutions :

» format short e

» double(solve(’x"2-160*x+1=0’))
ans =

1.5999¢e+02

6.2502e-03

5.7. Erreurs dues aux perturbations des données

Dans certains calculs, de petites perturbations des données peuvent modifier les ré-
sultats de maniére surprenante. D’ou la précaution qu’on doit prendre lors de pareilles
situations. Illustrons cela par deux exemples classiques.

5.7.1. Un systéeme d’équations linéaires

On considere le systéme linéaire

x—1,99995y = 3
(51) { 20 — 4y =1.

Avec le calcul symbolique de Matlab, on obtient sa solution :

» Sl=solve(’x-1.99995%y=3"2%x-4%y=1");
» [S1.x,S1.y]
ans = [ .10000e6, 50000.]

soit
2 = 100000
y = 50000.

On consideére le systéme S obtenu en tronquant le premier coefficient de y a cinq
chiffres significatifs :
r—1,9999y = 3
(52) { 2r — 4y = 1.

L’erreur relative commise sur ce coefficient est

I1,99995 — 1,9999) .
~ 2 1 .
1,99995 0% 10
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La solution de S est donnée par

» S2=solve(’x-1.9999*y=3"2*x-4*y=1");
» [S2.x,52.y]
ans = [ 50001., 25000.]

soit
x = 50001
y = 25000.

On observe une erreur relative d’environ 50% sur chacune des solutions z, y.

Dans certains sytémes linéaires, une perturbation treés petite d’un coefficient peut
entrainer des résultats inattendus. On dit que ces systémes sont mal conditionnés.
5.7.2. Un calcul de déterminant

On consideére la matrice (10, 10) :

109 8 76 5 4 3 2 1,0001
9 98 76 5 432 1
0 8 8 76 5 43 2 1
0 07 765432 1
0 006 65 43 2 1
M_(M”);j:;;;ﬁg_ 0 00 0G5 5 4 3 2 1
0 00004432 1
0 00O0O0O0332 1
0 00O0O0O0O0?22 1
0 000O0O0O0GOT1 1

On veut calculer det(M), et le comparer au déterminant obtenu en tronquant A1 19 &
1.

Pour définir la matrice M sans entrer un a un ses 100 termes, on utilise la fonction
diag pour laquelle 1’aide de Matlab précise :

» help diag

DIAG Diagonal matrices and diagonals of a matrix.

DIAG(V,K) when V is a vector with N components is a square matrix
of order N+ABS(K) with the elements of V on the K-th diagonal. K= 0
is the main diagonal, K > 0 is above the main diagonal and K < 0

is below the main diagonal.
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En utilisant V' = (10,9, ---, 1), et cette fonction diag, on définit successivement les
termes sur chaque diagonale.

» V=[10:-1:1]

V=10987654321

» M=diag(V(2 :10),-1);

» for i =0 :9,M=M+diag(V(i+1 :10),i); end
» M =sym(M);

» M(1,10)=1.0001

=<
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b
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el
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—

0001/10000]
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SN NN NN NN
Aol it il So Bta S

—_—_—————————
e

OO0 X0
2
g

M

=-4411/125

(On a utilisé le calcul symbolique pour obtenir la valeur exacte du déterminant, évitant
ainsi d’introduire des erreurs d’arrondi dues aux conversions en base 2).

Ainsi
4411
= —— = _35 2 .
det(M) 125 35,288

On définit la matrice M’ telle que
M{,w =1

et, pour tout (7, j) # (1, 10),
Mil,j = M, ;.

On calcule le déterminant d' de la matrice ainsi perturbée.

» Mprime=M;

» Mprime(1,10)=1;

» dPrime=det(Mprime)
dPrime = 1




166 Mathématiques avec Matlab

Alors que sur les données on a

M 1o — M0
L0 T —0,01%,
M; 10
sur le résultat, 1’erreur relative est
det(M') — det(M
[det(M7) — det(M)] _ 109 8%

det (M)

On voit que, dans ces deux cas, une perturbation trés petite des données a entrainé
une importante variation des résultats.

5.8. Estimation probabiliste de I’erreur

Il y a aussi une vision statistique et probabiliste de la gestion des erreurs. [llustrons
cette notion d’erreurs probables sur une expression simple écrite sous forme d’une
somme finie de termes réels.

Soit a calculer s = ag + a1 + ... + a,. On suppose que I’erreur absolue commise

sur a; est Aa; et on note
émax = max Aag;,
ie€{l,...,n}

la plus grande valeur de ces erreurs.
Une estimation de I’erreur d’opération commise sur s est alors de
As = Aag + Aa; + ... + Aa, < N.€max-

Lorsque n est trés grand, cette dernieére estimation d’erreur est rarement atteinte,
compte tenu de la compensation de signes. Aussi on peut chercher I’erreur maximale
probable epyop sur s.

On montre en calcul de probabilités que

Eprob = \/ﬁ-emaxa

au sens ou
€prob

VT.emax

a de grandes chances de rester borné quand n — 0.
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5.9. Exercices

5.9.1. Erreur d’opérations
1) Estimer I’erreur absolue commise lorsqu’on effectue la somme

S=0,14+0,1+---0,1.

1000 termes

2) Vérifier en effectuant le calcul de cette somme avec Matlab, et en comparant
avec le résultat exact.

(solution p. 170)

5.9.2. Erreurs d’absorption et de cancellation

On cherche deux nombres 1 et x5 dont la somme S vaut 50 millions, et le produit
P vaut 1. On note x; le plus grand de ces deux nombres.

1) Montrer que x1 est solution d’une équation du second degré.
2) Trouver la valeur de z1 en résolvant cette équation.

3) Trouver la valeur approchée z 5, de x5 obtenue en utilisant
T, + 1z = S.

4) Trouver la valeur approchée z 2, de x, obtenue en utilisant
T -T2 = P.

5) Quel est le résultat le plus fiable, et pourquoi ? Analyser les différentes causes
d’erreurs et de propagation d’erreurs dans les calculs.

6) En supposant que c’est 2, la bonne valeur, déterminer 1’erreur relative com-
mise en calculant 2o, a la place de x5, et comparer avec 1’erreur relative de départ
commise par le stockage en machine du discriminant delta.

(solution p. 171)

5.9.3. Non associativité de ’addition machine

On consideére les trois nombresa = 1, b= 2%, ¢ = —253,

1) Donner les résultats des calculs pour :
a)s; = (a+b) + ¢,
b)ss =a+ (b+c).

2) Expliquer les résultats obtenus.

(solution p. 172)
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5.9.4. Choix de formules de calcul
1) Utiliser le calcul symbolique de Matlab pour vérifier que

1

1000 —v999999 = ————.
1000 + v999999

2) Calculer la valeur de ces deux expressions dans une arithmétique en virgule
flottante a ¢ = 6 chiffres en arrondi (utiliser vpa et effectuer les calculs un par un).

3) Quel est le résultat le plus fiable et pourquoi ?
(solution p. 172)

5.9.5. Choix d’itérations de calculs

On définit la suite (I,)n>0 par

€

I, :/[lnx]ndaj.

1

1) En utilisant les propriétés de 1’intégrale, montrer que cette suite est positive et
décroissante. On notera [ sa limite. inconnue.

2) Montrer que cette suite vérifie

.[026—].
I,=e—nl, 1 , pourn >0

(on utilisera une intégration par parties). En déduire /.

3) Utiliser les égalités ci-dessus pour calculer avec Matlab la valeur numérique
approchée de I1, I, ..., I1o puis I3g.

4) Expliquer par un calcul d’erreur les résultats obtenus.

5) Utiliser la formule inverse donnant I,,_; en fonction de [,,, en partant d’une
valeur I5q de votre choix, pour calculer de nouvelles valeurs approchées de I 3, puis
1107197 e 7IO~

6) Comparer les résultats obtenus.

(solution p. 173)
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5.9.6. Sujet d’étude

La suite définie dans ce sujet d’étude est due a Jean-Michel Muller de I’Ecole
Normale Supérieure de Lyon.

On considere la suite (a,,),,~, définie par
>

a = 11/2

as = 61/11
11

tnpy =111 2230 3000 oy
437 AnAn—1

[On admet qu’aucun terme de la suite ne s’annule, et que cette suite est donc bien
définie]

1) Calculer numériquement les 30 premiers termes de cette suite.

2) Utiliser le calcul symbolique pour obtenir la valeur exacte de ces 30 premiers

termes, puis la valeur numérique de ces nombres. Que constatez-vous ? Quel calcul
vous semble plus fiable, et pourquoi ?

3) Etude d’une suite auxiliaire.
On introduit la suite (2 ), définie par

To =1
Tpyl = Ani1-Tn, n2=0.
En utilisant la relation
a _ T4l
1=
n-+ Tn I

et en exprimant de méme a,, et a,,_1, montrer que la suite (z,) vérifie la relation
linéaire, pour tout n > 2,

Tns1 = 111z, — 11302,_1 + 3000z,_. (R)

4) Une étude classique des suites de ce type consiste alors a chercher les nombres
r # 0 tels que la suite définie pour n > 0 par

Ty =71"

vérifie la relation (R). Montrer que r est solution d’une équation du troisieéme degré.
Résoudre cette équation avec Matlab. On noterary, ro, r3 ses solutions, rangées dans
I’ ordre décroissant.

5) Montrer que toute suite de la forme
T, = k1. (Tl)n + k. (T2)n + k3. (Tg)n

vérifie la relation (R).
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6) Déterminer les valeurs des inconnues k1, k2, k3 pour que les conditions initiales

ro = 1
I = ay
T2 = a201

soient vérifiées.
On notera K, K>, K3 les solutions exactes, et K app, Koapp, K3app les solutions
approchées obtenues par le calcul numérique de Matlab.

7) On définit, pour toutn > 1,
Tn _ K (r)"+ K> (r2)" + K3 (r3)"
Tnot Ky (r)" " 4 Koo ()" 4 K. (r3)"

Montrer par récurrence que, pour toutn > 1, a,, = by,.

b, =

8) En déduire la limite de la suite (a,,) .
9) Que devient cette limite si on remplace K;,K,, K3 par
KlApp; KZApp) KSApp ?

(solution p. 177)

5.10. Solutions

Exercice 5.9.1

1) Le nombre décimal « = (0,1),, est converti et stocké en machine, avec une
erreur relative §, majorée par €,y = 2723 (cf § 5.2.3). L’erreur absolue sur la somme
de 1000 nombres égaux a 0, 1 est donc estimée par

1000exs | 10,1] +10,1] +---10,1] | = 1000 x 27°* x 0, 1.
1000‘t'ermes

» epsM=2"(-53)

epsM = 1.1102e-016

» DeltaS=1000"2*epsM*0.1

DeltaS = 1.1102e-11

2) On effectue le calcul de S, puis de |S — 100| avec Matlab :

» S=0;

» for i=1 :1000,
S=S+0.1;

end

» errObserv=abs(S-100)

errObserv = 1.4069¢-12

L’erreur observée est bien inférieure & la majoration d’erreur DeltaS trouvée.
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Exercice 5.9.2
1) On transforme le systéme d’équations
1 +ax3 =25
T1.00 = P

en exprimant, dans la premiere équation, x o en fonction de x 1, puis en substituant la
valeur trouvée dans la seconde équation.

» syms S P x1 x2

» eql=x1+x2-S;

» eq2=x1*x2-P;

» sol2=solve(eql,x2)
sol2 = -x1+S

» eq=subs(eq2,x2,s012)
eq =x1%(-x1+S)-P

» collect(eq,x1)

ans = -x1"2+S*x1-P

On retrouve ainsi un résultat classique : z; vérifie I’équation
(z1)® = S.ay + P = 0.

2) On calcule numériquement la valeur de la plus grande des solutions :

» S=5e7 ;P=1;

» delta=S"2-4%P

delta = 2.5000e+15

» x1=(S+sqrt(delta))/2
x1 =5.0000e+07

3) On calcule la deuxieme solution selon les deux méthodes indiquées.

» X2a=S-x1
x2a =1.4901e-08

4)

» X2b=P/x1
x2b = 2.0000e-08

5) Le calcul de =2, engendre une erreur de cancellation. Le calcul de z o5 est plus
fiable.

6) On calcule I’erreur relative sur le résultat :

» errRel=abs(x2a-x2b)/x2b
errRel = 0.2549
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Elle est de I’ordre de 25%.

Dans le calcul machine du discriminant delta, un phénomene d’absorption a pu en-
gendrer une erreur, mais on sait que celle-ci, en valeur relative, est nécessairement
inférieure ou égale a € ;.

» epsM=2/(-53)
epsM = 1.1102e-16
» errRel/epsM

ans = 2.2963e+15

La cancellation a multiplié cette erreur initiale par plus de deux millions de milliards !

Exercice 5.9.3
1) On effectue les deux calculs, en respectant 1I’ordre imposé par les parentheses.

» a=1 ;b=2/53 ;c=-2"53;
» sl=(a+b)+c

s1=0
» s2=a+(b+c)
s2=1

2) Dans le calcul de s1, il y a eu absorption de a par b. Lorsqu’on ajoute ¢, un phé-
nomene de cancellation se produit. Dans le calcul de s, le phénomene de cancellation
n’a pas lieu car on calcule b + ¢ avec les valeurs exactes de b et c.

Exercice 5.9.4
1) On définit les deux expressions symboliques

1

dy = 1000 — v/999999, dy= —
! >~ 1000 + /999999

et, en calculant leur différence, on vérifie qu’elles sont bien égales.

» d1 = sym(’1000-sqrt(999999)")
d1 =1000-sqrt(999999)

» d2=sym(’ 1/(1000+sqrt(999999))’)
d2 =1/(1000+sqrt(999999))

» simplify(d1-d2)

ans =0
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2) On calcule les valeurs approchées de d; et d» dans I’arithmétique choisie.

» digits(6) ;

» racineApp=vpa(’sqrt(999999)’)
racineApp =999.999

» d1App=vpa(1000-racineApp)

dlApp =.le-2

» denom2App=vpa((1000+racineApp))
denom2App =2000.00

» d2App =vpa(l/denom2App)
d2App=.500000e-3

Des deux résultats dq 4, = 0,01 et daap, = 0,005, le second est le plus fiable,
car le premier peut générer une erreur de cancellation, 1000 et /999999 étant deux
nombres trés proches. On vérifie cette affirmation en calculant numériquement, avec
toute la précision de la machine, les valeurs de d; et ds.

» double(dl)
ans = 5.0000e-004
» double(d2)
ans = 5.0000e-004

Exercice 5.9.5
1) Pour tout = € [1, €] et pour toutn > 0, on a

(Inz)" > 0.

L’intégrale d’une fonction positive étant elle-méme positive, on a

€

I, = / lnz]"dz > 0.
1

Cette mé€me propriété montre que
I, - In+1 > 0:

car
e

Y — /[lnm]" (1 —Inz)dw,
1

etpour z € [1, €]
l—-lnz>1-1lne=0.

La suite (7, n)n>0 étant décroissante et minorée par 0, elle admet une limite finie [ > 0.
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2)Ona
e
Ioz/ld:z::[m]i:e—l.
1

On effectue une intégration par parties pour calculer I,,. On pose :

{ue) =

On calcule v’ et v :

» clear ; syms X n real

» e=sym(’exp(1)’);

» u=log(x)"n;

» vPrime=1;

» uPrime=simplify(diff(u,x))
uPrime = log(x)\(n-1)*n/x

» v=int(vPrime,x)

V=X
soit
u'(z) =n(lnz)" ' .=
v(z) =z
D’ou
I, = /u(m) o' (@)dz = [u(z).v(z)]] — /u'(:z:) v(z)dz
1 1
» simplify(subs(u*v,x,e)-subs(u*v,x,1))
ans = exp(1)
» simplify(uPrime*v)
ans =log(x)(n-1)*n
Donc

€

[z. (Inz)"]] — n/ [nz]" " da

1

~
R)
I

= e—nl,_1.
De cette égalité, on déduit que nécessairement [ = 0, sinon, on aurait par passage a la
limite

= lim (e—nl,_1) =e— 00l = —o0,
n— o0

ce qui est absurde car [ > 0.
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3) On définit Iy, e = exp(1), et on place dans un tableau les valeurs successives

de I,,,pourn > 1.

» clear

» e=exp(1l)

» [0=e-1;

» I(1)=e-10;

» for n=2 :30,
I(n)=e-n*I(n-1);

end

» I(1 :10)

ans =

Columns 1 through 7

1.0000 0.7183 0.5634 0.4645 0.3956 0.3447 0.3055

Columns 8 through 10

0.2744 0.2490 0.2280

» 1(30)

ans = 2.9228e+16

4) La valeur obtenue pour I3 est contradictoire avec les propriétés de la suite

(I,) , décroissante et tendant vers 0. Expliquons ce phénomeéne :
si on note I la valeur numérique approchée de I,, obtenue par la relation

I, =e— nInfly

ona

f,,; - In Infl - Infl

~n

Y

en négligeant les erreurs d’affectation commises sur e et I. L’erreur sur I3 peut donc

étre évaluée a B
‘Igo — .[30‘ ~ (30')

fo—fo\.

Méme si ’erreur sur I est une simple erreur d’affectation évaluée a € ps.1, I’erreur

commise sur I3g calculée selon la formule ci-dessus donne

» F30=prod(1 :1 :30)
F30 = 2.6525e+32

» err[30=F30*%2(-53)*10
err[30 = 5.0602e+16

"]\:30 — Ig()‘ ~ 5 X 1016.

5) De I’égalité
I, =e—nly 1,
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on déduit aussi

Si on utilise cette formule pour calculer 7,,_; en fonction de I,,, on aura, toujours en
négligeant les erreurs d’affectation

I,—1,

‘Infl - Infl‘ s
n

Si on calcule ainsi de proche en proche I'3g a partir d’une valeur estimée de 59, on
aura

‘f—gq
50 x 49 x ... x 31°

‘Tso - 1—30‘ ~

» M=prod(50 :-1 :31)
M = 1.1466e+32

L erreur initiale sur Iy sera ainsi divisée par plus de 1032.
Compte tenu des propriétés de la suite (I,,) , il est raisonnable de partir de I’estimation
I50 = 0.

» I=zeros(1,50);

» 1(50)=0;

» for n=50 :-1 :2,
I(n-1)=(e-I(n))/n;

end

» 1(30)

ans = 0.0850

» 1(1:10)

ans =

Columns 1 through 7

1.0000 0.7183 0.5634 0.4645 0.3956 0.3447 0.3055

Columns 8 through 10

0.2744 0.2490 0.2280
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Mais partir d’une estimation autre de I5¢ ne changera pas les valeurs obtenues pour
130 et pour 110, Ig, ey, Io.

» I=zeros(1,50);

» [(50)=1e9;

for n=50:-1:2,
I(n-1)=(e-I(n))/n;

end

» 1(30)

ans = 0.0850

» I(1 :10)

ans =

Columns 1 through 7

1.0000 0.7183 0.5634 0.4645 0.3956 0.3447 0.3055

Columns 8 through 10

0.2744 0.2490 0.2280

6) On constate ici qu’on obtient des résultats aberrants en utilisant une formule
exacte, mais générant une amplification catastrophique des erreurs. L'utilisation de
la formule de récurrence inverse, et d’une estimation de I57 donne des résultats plus
fiables pour Isq, ..., I, I ..

Exercice 5.9.6
1) On calcule numériquement les termes successifs de la suite (ay,) .

» clear; a(1)=11/2; a(2)=61/11;
» for n=2 :29,
a(n+1)=111-1130/a(n)+3000/(a(n)*a(n-1));
end
» a
a=
Columns 1 through 7
5.5000 5.5455 5.5902 5.6334 5.6746 5.7133 5.7491
Columns 8 through 14
5.7818 5.8113 5.8377 5.8609 5.8813 5.8982 5.8980
Columns 15 through 21
5.6470 0.9683 -507.3216 107.1206 100.3959 100.0235 100.0014
Columns 22 through 28
100.0001 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000
Columns 29 through 30
100.0000 100.0000
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2) On effectue de mé€me le calcul symbolique.

» aSym(1)=sym(’11/2’);aSym(2)=sym(’61/11’);

» for n=2 :29,
aSym(n+1)=111-1130/aSym(n)+3000/(aSym(n)*aSym(n-1));

end

» double(aSym)

ans =

Columns 1 through 7

5.5000 5.5455 5.5902 5.6334 5.6746 5.7133 5.7491

Columns 8 through 14

5.7818 5.8113 5.8377 5.8610 5.8814 5.8992 5.9145

Columns 15 through 21

5.9277 5.9391 5.9487 5.9569 5.9638 5.9696 5.9746

Columns 22 through 28

5.9787 5.9822 5.9851 5.9876 5.9896 5.9913 5.9928

Columns 29 through 30

5.9940 5.9950

On observe a partir du quinzieme terme une différence considérable entre les résultats
fournis par les deux modes de calcul. On peut a priori juger plus fiables les résultats
obtenus en convertissant en numérique les valeurs exactes : on évite ainsi propagation
et risques d’amplification d’erreurs.

3) Partant de

o =1
Tpyl = Ani1-Tn, N 20,
on peut affirmer que, pour toutn > 0, z,, # 0, et on a pourn > 2

_ Tnt1 _ Tn _ ITp-1
Ap41 = ) an = ) ap—1 = -
Tp Tn-1 Tp—2

On reporte dans la relation

gy =111 220 B
et on obtient . 1130 3000
I R
Tp—1 Tn—1 Tn-—2
ot Tasn _ 1y 18021 3000z, s

Tn Tn Tn
D’ot la relation (R)

Tngr = 111z, — 11302, _1 + 30002, .
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4) On remplace x,, par ", £,,1 par "1, x, ; parr"!

cherche r tel que

, Tn_o par 7™ 2 et on

P (111" — 113071 4 30007 %) = 0.
On obtient I’équation
rT— 111" + 113071 — 300072 = 0.
r étant supposé différent de 0, on peut simplifier par 7 2, d’ol I’équation équivalente
r® — 11172 + 1130r — 3000 = 0.

On résout alors I’équation du troisi¢me degré obtenue.

» syms r real

» eql = r*3-111#r"2+1130%r-3000;
» solve(eql)

ans =

[ 100]

[5]

[ 6]

Ses solutions sont donc

ry = 100
7“2:6
T3:5.

5) On définit
Tp = kl. (Tl)n + k2. (Tz)n + k3. (Tg)n y

et, en exprimant £ ,,+1, Tn—1, T2 a partir de cette relation, on montre que la relation
(R) est vérifiée.

» 11=100:;r2=6 ;r3=5;

» syms k1 k2 k3 n real

» xn=k1*r1*n+k2*r2*n+k3*r3”n;

» xnPlus1=subs(xn,n,n+1);

» xnMoins1=subs(xn,n,n-1);

» xnMoins2=subs(xn,n,n-2);

» eq=simplify(xnPlus1-(111*xn-1130*xnMoins1+3000*xnMoins2))
eq=0
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6) On exprime zg, 1, 2 en fonction de k1, k2, k3.

» X0=subs(xn,n,0)

x0 = k1+k2+k3

» x1=subs(xn,n,1)

x1 = 100*k1+6*k2+5*k3

» X2=subs(xn,n,2)

x2 = 10000*k1+36*k2+25%k3

On doit donc résoudre le systéme

ki+ky+ks=1
100]61 + Gkg + 5]63 = a
10000k1 + 36k2 + 25]{?3 = asa.

Pour obtenir la solution exacte de ce systéme, on utilise le calcul symbolique : on
définit la matrice A des coefficients du systéme, la matrice B des seconds membres,
et on calcule la matrice colonne

K=A"'B

des solutions :

» As=sym([111; 1006 5; 1002 672 572 ]);
» Bs=[1;aSym(1); aSym(2)*aSym(1)];

» K=As(-1)*Bs;

» K1 =K(1)

K1=0

» K2 =K(2)

K2=1/2

» K3=K(3)

K3=1/2

D’ou

K,=0,K,=1/2, K3=1/2.
En effectuant les mémes calculs numériquement, on obtiendra des valeurs approchées
des solutions :

»A=[111;10065; 1002 6”2 5”2 ];
» B=[1a(1); a(2)*a(D)];

» KApp=A~*(-1)*B;

» K1App =KApp(1)

K1App = 8.6736e-19

» K2App =KApp(2)

K2App =0.5000

» K3App=KApp(3)

K3App =0.5000
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7) On définit

Ki.(r)" + K».(r2)" + K5. (r3)"

by, = : ~— —,
" Kl.(rl)”_l—}—Kg.(rQ)n 1+K3.(’I°3)n !

et on calcule by et by :

» num=K1*r1*n+K2*r2*n+K3*r3*n;

» den=subs(num,n,n-1);

» bn=num/den

bn = (1/2*6"n+1/2*5"n)/(1/2*6"N(n-1)+1/2*5(n-1))
» bl=subs(bn,n,sym(1))

bl =11/2
» b2=subs(bn,n,sym(2))
b2 =61/11

Ainsi
by = a;
b2 = as.
On suppose (hypothese de récurrence) :
bp 1 =an 1
bn = an,

et on montre que an = Qp41 -

» an=bn ;

» anMoins1=subs(bn,n,n-1);

» bnPlus1=subs(bn,n,n+1)

bnPlus1 = (1/2*6 N (n+1)+1/2*5(n+1))/(1/2*6"(+1/2*5"n)
» anPlus1=simplify(111-1130/an+3000/(an*anMoins1))
anPlus1 = (62(n+1)+5°(n+1))/(6"n+5"n)

» simplify(bnPlus1-anPlus1)

ans =0

On a ainsi montré que, pour toutn > 1,

1/2.(6)" +1/2.(5)"
1/2.(6)" " +1/2.(5)" "

ap = 0p =

8) Pour obtenir la limite de la suite (ay,) , on écrit

_ 120"+ (5/9" o 1+(5/9)
/2.6 1+ 1/2.(5/6)" ] 1+ 1/2.(5/6)" "

181
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D’ou

lim a,, = 6.
n—oo

Ce résultat se vérifie avec Matlab :

» an

an = (1/2*6"n+1/2*5")/(1/2*6"(n-1)+1/2*5(n-1))
» limit(an,n,inf,’left’)

ans =6

9) Si on remplace K1, Ko, K3 par K1 app, Koapp, K34pp 1a suite a maintenant
pour terme général

K14pp(100)" + Ko app- (G)n + Ksapp- (5)n
K1app(100)"=1 + Ko app. (6)n_1 + K3pp- (5)n_1
Kiapp + K2app- (6/100)" + K3 4pp. (5/100)"
Ky app + K24pp- (6/100)7%1 + Ksapp. (5/100)7%1 ’
et, comme K 4p, # 0,0na

An App

= 100

JirlgoanApp = 100.

Le calcul sous Matlab donne :

» numApp=K1App*r1*n+K2App*r2*n+K3App*r3~n;
» denApp=subs(numApp,n,n-1);

» anApp=numApp/denApp;

» limit(anApp,n,inf, left’)

ans = 100

On retrouve les résultats de la premiére question : la suite (a,,) a pour limite 6, mais
des calculs numériques approchés conduisent a une suite (a,4pp) convergeant vers
100.



Chapitre 6

Approximation de racines d’équations

C’est seulement pour certaines équations bien particulieres que les procédés clas-
siques de résolution permettent d’exprimer les solutions exactes. Un exemple typique
est celui des équations du second degré, en utilisant le discriminant. Dans de nombreux
cas, on peut seulement localiser les solutions, et en calculer des valeurs numériques
approchées.

Considérons par exemple, I’équation
10z —9¢™* = 0.

Les méthodes usuelles de transformation (transposition, utilisation de la fonction lo-
gartihme, ...) ne permettent pas de résoudre algébriquement cette équation. Pourtant,
on observe graphiquement qu’elle admet une solution unique sur [0, 1].

f(x)=10x - 9 exp(-x)
T T T
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Dans ce chapitre, on va exposer les principales méthodes itératives de résolution d’une
équation de la forme

oll f est une fonction continue définie sur un intervalle [a, b]. On se placera dans le
cas ou, localement, il y a une unique racine, pour en donner un algorithme d’approxi-
mation.
6.1. Méthode de la dichotomie

Cette méthode consiste en une succession de divisions par deux de 1’intervalle
pour approcher de plus en plus la racine de 1’équation f(x) = 0, jusqu’a ce qu'une
précision € soit atteinte.
6.1.1. Hypothéses sur la fonction f

On se place dans le cas ou la fonction

f:la, b] = R

vérifie les hypothéses :

(D1) f estcontinue sur [a, b],
(D2) f est strictement monotone sur [a, b],

(D3)  f(a).f(b) <O,

ce qui assure 1’existence et 1’unicité de la racine ¢ € [a, b].

6.1.2. Algorithme de la méthode
On partage [a, b] en deux intervalles égaux [a, 4£2] et [2£2, b].

Si le signe de f((a + b)/2) est le méme que celui de f(a), la racine c appartient a
I'intervalle [%£2 b].

Sinon, elle appartient a I'intervalle [a, %£2].
On réitere le procédé avec I’intervalle obtenu contenant c .

On arréte I’itération lorsque la longueur de I’intervalle devient inférieure a un
nombre ¢ fixé au départ.
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Remarque
A I’étape n, c appartient a I’intervalle de travail, qui a pour longueur

b—a
n

D’une itération a la suivante, I’erreur est donc multipliée par 1/2.

6.1.3. Exemple
On considere 1’équation 10z — 9¢ ~* = 0. La fonction f définie sur [0, 1] par
f(z) =10z — 9¢™
est continue, dérivable, et sa dérivée f' vérifie
fl(x) =10+ 9¢~" > 0,
donc f est strictement croissante sur [0, 1].
De plus f(0) = —9et f(1) = 10 — 9/e ~ 6, 69 sont de signes contraires.

On peut donc utiliser la méthode de dichotomie pour calculer 2 10 ~6 prés la solu-
tion de I’équation proposée.

Le nombre n de termes a calculer doit vérifier :

1-0

<1078,
on
soit
1 6
n> n(10°%)
In(2)

On crée le fichier fl.m

function y=f1(x)
y=10%*x-9*exp(-x);

On évalue le nombre n de termes a calculer (sous Matlab, ceil(x) donne le plus petit
entier supérieur ou égal a x)

» n0=ceil(log(1e6)/10g(2))
n0 =20
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D’ou

»a=0;b=1;
»fori=1:20

m=(a+b)/2;

f1DeM = f1(m);

if (f1DeM >0)b=m;else a=m;end
end

On affiche I’intervalle obtenu

» format long
» [a b]
ans = 0.52983283996582  0.52983379364014

A 1076 pres, la solution est 0.529833.

6.1.4. En conclusion

La méthode de dichotomie a I’avantage d’exiger peu d’hypothéses sur la fonction.
Elle sert parfois de moyen de calcul d’une initialisation pour les algorithmes des autres
méthodes. L’inconvénient majeur de cette méthode est la lenteur de convergence de
son algorithme.

6.2. Méthode des approximations successives (ou du point fixe)

Parmi les méthodes de résolution de I’équation
f(z) =0,

la méthode dite des approximations successives (ou du point fixe) est la plus impor-
tante. Son principe est basé sur la construction d’une suite itérative approchant de
plus en plus la racine exacte, son premier élément (appelé initialisation) pouvant étre
n’importe quel point de I’intervalle de travail [a, b].

La méthode du point fixe s’applique a des équations de la forme

p(z) ==
On peut toujours écrire I’équation f(z) = 0 sous une forme équivalente de ce type.

T

Par exemple, 1’équation 10z — 9e " = 0 est équivalente &

9,
10

On prendra garde de ne pas confondre la fonction f et la fonction ¢.

—T

T
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6.2.1. Hypotheses sur la fonction ¢

On se place dans le cas ou la fonction
¢ :la,b] - R

vérifie les hypothéses :
(F1) ¢ est continue et dérivable sur [a, D],

(F2) @ prend ses valeurs dans [a, b],
(F3) 3dM €]0,1[:Vz € [a,b] |¢'(z)] < M.

On dira que ¢ est une contraction stricte.

6.2.2. Théoréme du point fixe

Lorsque @ vérifie les trois hypotheéses (F'1), (F2), (F'3), il existe une
unique racine ¢ de I’équation p(x) = x, appelée point fixe de .

Considérons en effet la fonction définie par
g9(x) = p(z) -z,
qui est strictement décroissante puisque
g'(x) =¢'(x) =1<0
grice a (F'3). Alors, d’aprés I’hypothése (F'2), on a

{ gla) =¢(a) —a >0
g(b) = p(b) =6 < 0.

Le théoreme des valeurs intermédiaires donne alors I’existence d’un unique point ¢

appartenant a [a, b] tel que
g9(c) = 0.

6.2.3. Algorithme et estimation d’erreur
6.2.3.1. Algorithme
On construit la suite des itérés de la maniére suivante :
— on fixe un point z¢ quelconque de [a, b],
— puis on définit
z1 = (o)
T2 = (1)

Tni1 = @(Tn).
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6.2.3.2. Majoration d’erreur

Si c est le point fixe de ¢, on a

|zo — | < |zo — ¢

[z —cf = |p(z0) — ()] < M
M|z, —cl <l|z1—¢|.

<
[za —c| = lp(z1) = p(0)] <

En réitérant, on voit bien qu’on s’approche de plus en plus de la racine : c’est le prin-
cipe des approximations successives. Plus précisément, on démontre par récurrence la
majoration d’erreur

[V >0 o, —c < M™|zg—c|] < M™|b—al.
En effet, 1a propriété est évidemment vérifiée pour n = 0, et si on la suppose véri-

fiée a un rang n — 1 donné, le théoréme des accroissements finis implique 1’existence
d’un ¢ €]a, b[ tel que :

[zn =l = lp(zn-1) = ()]
= [¥(©)@n1—0)
< M|z, —(
< M.M"™'ze —
< M"|zo— ¢
< M"|b—al.

Ainsi, la suite (z,,) converge vers ¢ puisque, M appartenant 2 |0, 1[, on a

lim M™ =0.

n—»-oo

6.2.3.3. Test d’arrét
Fixons € > 0. Pour que x,, soit une valeur approchée de c a € pres, il suffit que :
M"™|b—a|l<e
soit

" Ine —In|b—al
- In M
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D’ou I’algorithme de la méthode du point fixe :

Etant donné une fonction @ vérifiant les hypothéses (F'1), (F2), (F3)

sur un intervalle [a, D], et un nombre positif € :
e oncalculeny = E (%) +1,

® on choisit xg € [a, b],

e pourn de 1 ang, on calcule x,, = @(Tp—1).

Une valeur approchée a € pres de la racine c est x .

6.2.3.4. Remarque

On peut construire graphiquement la suite des itérés (x;), a I’aide de la ligne po-
lygonale [MoNoM; N1 MsNs...], oi M; a pour coordonnées

(=)
(et )= (o)

Ainsi, [M;N;] est le segment “vertical” joignant les points d’abscisse z; de la droite
d’équation y = z et de la courbe d’équation y = ¢(x), et [N;M;41] est le segment
“horizontal” joignant les points d’ordonnée z ;41 de ces deux mémes figures (voir
exercice 6.5.4).

et N; a pour coordonnées

Méthode du point fixe

0.9 Ry =9/10*exp(-x) y=x
ogk NO X~~~ "~~~ """~ """ """~ 77
0.7
0.6
0.5r
o4r . My _=
0.3F
0.2r

0.1F MO

\XO L L sz L L L \X1 L J
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Méthode du point fixe

3.8 y=x
36
34r

y =log(x)+2
32r

28F No !
261

241

22f

x1 x2
. . . ! ; . . . . )
2 22 24 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

6.2.4. Exemple

Pour calculer 2 10~% preés la solution, dans I’intervalle [0, 1], de I’équation

9
T = 15¢ v
par la méthode du point fixe, on procéde comme suit :
— On définit la fonction ¢, telle que
9
= 10°

Cette fonction est continue et dérivable sur [0, 1].

—I

¢ (z)

— Pour vérifier ’hypothése (F2), on étudie les variations de ¢, en calculant ¢’ :

» Syms X ;

» phiDeX = 9/10%exp(-x);

» phiPrimeDeX = diff( phiDeX )
phiPrimeDeX = -9/10*exp(-x)

Comme ¢'(x) < 0, ¢ décroit de (1) a p(0)

» phiDel= subs( phiDeX ,1)
phiDel = 0.3311

» phiDeO= subs( phiDeX ,0)
phiDe0 = 0.9000)
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Donc, () prend ses valeurs dans ’intervalle
[0,3311..., 0,9000...] C [0,1],

et (F'2) est vérifiée.
— Pour vérifier (F'3), il faut en général étudier les variations de ', donc calculer
@', mais ici

donc |¢'(z)| a pour maximum M = 0, 9.

—Le nombre ny de termes a calculer pour obtenir une valeur approchée de la
solution 2 1075 prés est donné par :

» n0=ceil ((log(107(-6))-log(1-0))/log(9/10))
n0 = 132

d’oting = 132.

— On calcule les itérés successifs :

»X(1)=0;
» fori=1:132 X(i+1) = 9/10*exp(-X(i)); end
» format short
» X(1 :6)
ans =
00.9000 0.3659 0.6242 0.4821 0.5557
» format long
» X(133)
ans = 0.52983296563343

On retrouve la valeur approchée 0.529833 a2 10 6 pres.

6.2.5. Vitesse de convergence

Elle dépend de la valeur de M (voir hypothese F'3) :

— Si M est proche de 1, la convergence est lente. On a vu dans I’exemple précédent,
ot M = 0,9 qu’il fallait 132 termes pour obtenir une précision de e = 10 ¢,

— Si M = 0.5, on retrouve la vitesse de convergence de la méthode de dichotomie.

— Si M est proche de 0, on a une convergence rapide.
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6.3. Méthode de Newton (ou de la tangente)
6.3.1. Hypotheéses et algorithme de Newton

6.3.1.1. Hypotheses

On revient a la résolution de 1’équation

et on suppose que la fonction f vérifie les hypothéses suivantes :

(N1) f est continue sur [a, b],

(N2) f est strictement monotone sur [a, b],

(N3)  f(a)-f(b) <O,

(N4) f est dérivable sur [a,b] et f'(x) # 0 sur [a, b].
Les trois premicres hypotheses garantissent I’existence et I’unicité d’une racine c de
I’équation

f(z) =0.

6.3.1.2. Construction de I’algorithme
L’idée principale de la méthode de Newton est de dire qu’au voisinage de la racine
c la courbe représentative de la fonction peut étre confondue avec la tangente en un

point zg proche de c. Cela revient a confondre f avec son développement limité a
I’ordre 1 en xg :

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — z0) (= m0).
La solution de 1'équation f(x) = 0 peut donc étre approchée par la résolution de
f(xo) + f'(xo)(z — 20) =0,

dont la solution est

f(zo)
f'(xo)

1 = Xy —
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0.8
0.6

0.4

x1 est une premiere approximation de c. En réitérant le procédé ci-dessus, on construit
la suite définie par :

x( fixé proche de ¢

T = T i)
n

appelée suite des itérés de 1’algorithme de Newton.

n =0,

6.3.1.3. Remarque
Cette suite est celle permettant de chercher le point fixe de la fonction

f(=z)
f'(x)

prx— )= —
(voir § 6.2.1).

@ est dérivable si, et seulement si, f' ’est. Cela conduit a ajouter 1’hypothése
suivante sur f
|(N5) f est deux fois dérivable sur [a, b].

6.3.1.4. Théoréme
Onale

Théoreme
Sous les hypothéses (N1), ..., (N5), et pour xo choisi suffisamment proche
de 'unique racine c, la suite des itérés de Newton converge vers c.

On admettra ce théoréme dont ’idée de démonstration repose sur le fait que la
fonction ¢ vérifie toutes les hypothéses du point fixe dans un voisinage de c.



194  Mathématiques avec Matlab

6.3.2. Vitesse de convergence

Notant toujours

_ . [
QD(I’) - fl(.T) 9
o f(@)f"(z)
oy flz x

T

et donc au point ¢
©'(¢) =0.

La formule de Taylor-Lagrange & 1’ordre deux donne ’existence d’un 7 €]a, b[ tel que

ple) = PO+ (@ —pl(c) + 3la— %" ()

= ot 3 @— %),

d’ou
(@) —cl = @~ l¢"(m)
< %M2 & — cf*
ou

En appliquant cette majoration aux itérés x,, = (x,—1) et en supposant que pour
tout n, z,, € [a, b], il vient

1 1 2
§M2 |z — ] < ‘§M2(a:n1 —c)

On montre alors par récurrence sur 7 :

on

1 1
§M2 |z — c] < ‘§M2(a:0 —c)

Par exemple, si on choisit I’initialisation x telle que

1

ol < —/——
|370 C|\5M27
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il vient

2 -
n—cl < =10"2".
[n = el < 31

Cette estimation traduit bien la vitesse de convergence de la méthode de Newton.
Elle signifie que le nombre de décimales exactes double d’une itération a la suivante.
Concretement si on veut la racine ¢ avec 1000 décimales exactes, 19 contiendrait ces
décimales.

La convergence de I’algorithme de Newton est donc tres rapide.

6.3.3. Exemple

L’étude de la fonction f définie sur [0, 1] par
f(z) =10z —9e™%,
faite au paragraphe 6.1.3 , a permis de vérifier les hypothéses (N1) a (N4). La fonc-
tion dérivée
flizr—104+9e™*

est elle-méme dérivable, donc I’hypothese (N 5) est vérifiée. Partant de Iinitialisation
To = 0,

on calcule les huit premiers itérés de la méthode de Newton :

» syms X real
» fDeX=10%x-9*exp(-x);
» fPrimeDeX=diff(fDeX);
» X(1)=1;
fori=1:7
X(i+1)=X(i)-double(subs(fDeX,x,X(i))/subs(fPrimeDeX,x,X(i))) ;
end
» format long
» X
X =
Columns 1 through 4
1.00000000000000 0.49747368650014 0.52964976566513 0.52983295982123
Columns 5 through 8
0.52983296563343 0.52983296563343 0.52983296563343 0.52983296563343

En comparant aux résultats obtenus par la méthode de dichotomie (voir § 6.1.3), on
observe que 3 = X (4) est une valeur approchée de la racine ¢ 2 10 ~6 prés. Les itérés
T4 a z7 contiennent les mémes 14 premiers chiffres significatifs.
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6.3.4. Choix de Uinitialisation x

6.3.4.1. Mise en garde

Méme si la fonction f vérifie toutes les hypothéses (N1) a (N5) sur un intervalle
[a, b], il se peut que pour certains choix de I’initialisation o € [a, b], on ait, & un rang
n, z, ¢ [a,b]. Dans ce cas, on n’est plus assuré de la convergence de la suite ()
vers la racine cherchée.

6.3.4.2. Exemple

Considérons 1’équation

avec
f(z) = 2® —4.532% + 6.0291z — 2.218039, =z €[1,2].

f, fonction polyndme est continue et dérivable sur [1, 2], et on peut vérifier une a une
les hypotheses d’application de la méthode de Newton :

1) f(1) et f(2) sont de signes contraires :

» syms X real
» £ =x"3-4.53*%x"2+6.0291%x-2.218039;
» fDel =subs(f,x,1)

fDel =0.2811
» fDe2 = subs(f,x,2)
fDe2 =-0.2798

2) f' ne s’annule pas sur I’intervalle [1, 2] :

» fPrime=diff(f)
fPrime = 3*x/2-453/50*x+60291/10000
» S=solve(fPrime)
S=199/100]
[ 203/100]

3) f' est de signe négatif, donc f est strictement décroissante sur 1’intervalle
[1, 2] :

» maple(’solve(3*x72-453/50*x+60291/10000<0)’)
ans = RealRange(Open(99/100),0pen(203/100))

On peut illustrer graphiquement ces propriétés :

» clf ; ezplot(f,[1 2]) ; grid on;
» titleCf(x) sur [1, 2]")
» dessineRepere
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f(x) sur [1, 2]
T

Pourtant, si on calcule les 10 premiers itérés de la méthode de Newton appliquée a
cette fonction f, on obtient :

—en choisissant x; = 1:

» X(1)=1;
» fori=1:10
X(@i+1)=X(i)-double(subs(f,x,X(1)))/double(subs(fPrime,x,X(1)));
end
» X
X =1.0000 10.0958 7.2550 5.3716 4.1319 3.3295 2.8309
2.55212.43512.41162.4107

—en choisissant z; = 2 :

» X(1)=2;
» fori=1 :10
X(i+1)=X(1)-double(subs(f,x,X(i)))/double(subs(fPrime,x,X(1))) ;
end
» X
X =2.0000-1.0785-0.2883 0.2018 0.4742 0.5868 0.6085
0.6093 0.6093 0.6093 0.6093
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—en choisissant z; = 1,1 :

» X(1)=1.1;
» fori=1 :10
X(i+1)=X(1)-double(subs(f,x,X(i)))/double(subs(fPrime,x,X(1))) ;
end
» X
X =1.1000 1.9591 0.6304 0.6086 0.6093 0.6093 0.6093
0.6093 0.6093 0.6093 0.6093

Dans les trois cas, on obtient des valeurs qui n’appartiennent pas a I’intervalle [1, 2]
dans lequel on cherche la solution.

Par contre, I’initialisation 1 = 1,15 donne une suite qui semble converger vers la
solution cherchée.

» X(1)=1.15;
» fori=1 :10
X(i+1)=X(i)-double(subs(f,x,X(i)))/double(subs(fPrime,x,X(1)));
end
» X
X =1.15001.7309 1.4776 1.5101 1.5100 1.5100 1.5100
1.5100 1.5100 1.5100 1.5100

On peut expliquer graphiquement ce qui se passe (on utilise une fonction newton-
Graph qui est présentée dans 1’ exercice 6.5.5) :
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partant de z; = 1, 10, la méthode de la tangente donne une valeur = » proche de 2,
et une valeur z3 n’appartenant plus a U'intervalle [1, 2],

initialisation 1.10

alors que la suite des itérés converge vers la racine cherchée en partant de la valeur
initiale z; = 1, 15.

initialisation 1.15

Le résultat suivant permet d’obtenir un choix de z assurant la convergence de la
méthode.
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6.3.4.3. Théoréeme

Si f vérifie les hypothéses (N1), ..., (N5),

si de plus f"(x) ne s’annule pas et garde un signe constant sur [a, b , alors :
en choisissant zq € [a, b] tel que f(xo) et " (x0) soient de méme signe,

la suite des itérés de la méthode de Newton converge vers la racine cherchée.

Mais cela suppose que f”(z) ne s’annule pas sur [a, b], ce qui n’est pas le cas de
I’exemple précédent.

6.4. Plan pour la recherche d’une racine

A travers un exemple modele, on met en ceuvre un plan d’étude pour la recherche
de solutions approchées d’une équation de la forme

et/ou de la forme

Ce plan est le suivant :

1) étude de f sur son domaine de définition et tracé de sa courbe représentative.
Cette étape permettra la localisation de la ou des racines, et un choix adéquat d’un
intervalle de travail I = [a, b],

2) pour la méthode du point fixe :
a) vérification des hypothéses (F'1), (F2), (F'3) (voir § 6.2.1),
b) choix de z € [a, b] et mise en ceuvre de 1’algorithme de calcul approché.

3) pour la méthode de Newton :
a) vérification des hypothéses (N1) a (N5) (voir § 6.3.1.1),
b) choix de ¢ € [a, b] (en utilisant si possible le théoréme 6.3.4.3), et mise en
ceuvre de 1’algorithme de calcul approché.

6.4.1. Exemple

Soit a résoudre I’équation

z+1
= 1 t —_— .
(%) z = (z + 1) arctan <$2+2>

Cette équation peut aussi s’écrire, pour z # —1, sous la forme

1
(¥x)  arctan < T > x

2 4+ 2 _x+1:
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1) On considere donc la fonction f définie par

z+1 z
f(z) = arctan <m2+2> oI

Elle est définie, continue, dérivable sur R\{—1}. On entre son expression sous Matlab,
on calcule et on factorise f' :

» syms X real

» f=atan((x+1)/(x"2+2))-x/(x+1);

» fPrime =simplify(diff(f))

fPrime= -(2#*x"+4*x"3+8%x"2+3)/(X+1)"2/(X 4+5*X"2+5+2#X)
» [N,D]=numden(fPrime)

N = -2%x"4-4*xN3-8*xN2-3

D = (x+1)"2*(x N 4+5*x"2+5+2%X)

Ainsi )
—2z* — 42° — 822 — 3

(z+1)° (z* + 522 + 22 4+ 5)

La recherche des solutions de I’équation f'(x) = 0 avec Matlab montre que celle-ci
n’admet pas de solution réelle :

f'(z) =

» solve(fPrime) ;
» double(ans)

ans =
0.0996 - 0.59891
0.0996 + 0.5989i

-1.0996 - 1.6913i
-1.0996 + 1.6913i

On montre par résolution d’inéquation que, pour tout z € R\{—1}, ona f'(z) < 0.

» maple(’solve(-(2*x N +4*xA3+8*x"2+3)/(x+1)"2/(x +5%x 2+5+2%x)<0)’)
ans =RealRange(-inf,Open(-1)), RealRange(Open(-1),inf)

On complete 1’étude des variations de f par la recherche des limites aux bornes.

» limit(f,x,-inf, right”)
ans =-1

» limit(f,x,-1,"left”)
ans =-inf

» limit(f,x,-1,’right”)
ans = inf

» limit(f,x,inf, left”)
ans =-1
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Ces calculs permettent d’obtenir le tableau de variations :

z —o0 —1|-1 + 00
f'(x) - | -
f(il?) -1 \l —00 +00 \l -1

La stricte monotonie et la continuité de la fonction f sur U'intervalle |—1, +o0o[ per-
mettent d’affirmer que 1’équation f(z) = 0 admet une solution unique. On trace la
courbe représentative de f,

» ezplot(f,-1,10)

» grid on

» title(’Graphe de )
» dessineRepere

Graphe de f
T T

0.8

0.6

0.4

021

et on vérifie par le calcul que la solution cherchée appartient a 1’intervalle
[a,b] = [1,2],

puisqu'ona f(1) > Oet f(2) <0:

» subs(f,x,1)
ans = 0.0880
» subs(f,x,2)
ans = -0.2030
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2) Méthode du point fixe.
a) Pour Ia résolution de

r+1
= 1 t
(%) z = (z + 1) arctan <x2+2>

par la méthode du point fixe, on introduit la fonction ¢ définie par

z+1
= 1 t .
o(x) = (x + 1) arctan (mz n 2)

Cette fonction est continue et dérivable sur [1, 2]. On trace, sur une autre figure, sa
courbe représentative (la commande figure(n) permet d’ouvrir une nouvelle figure,
numérotée n, sans avoir a fermer la ou les figures en cours).

» syms X real

» phi=(x+1)*atan((x+1)/(x"2+2));
» figure(2)

» ezplot(phi, 1,2); grid on ;hold on
» set(gca, LineStyle’,’—

» ezplot(x,1,2)

» axis equal ; axis auto

» legend("y=phi(x)’, y=x")

» title(’Graphe de phi’)

Graphe de phi
2 T T pal
——  y=phi()
191 -= - y=X g
7
,
1.8~ 7 .l
-
s
,
1.7F 4 .
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On calcule sa dérivée ', et on trace aussi la courbe représentative de ¢’ sur ’intervalle
de travail.

» phiPrime = simplify(diff(phi));
» figure(3)

» ezplot(phiPrime,1,2)

» grid on

» title(’Graphe de phi’ )

Graphe de phi’
T T T

Graphiquement, on observe les propriétés :

e pourtout z € [1, 2], o(z) € [1,1.4] C [1, 2J;
epourtoutz € [1,2], |¢'(z)] <045 =M < 1.

Pour vérifier ces propriétés par le calcul, on étudie les variations de ¢', donc le signe
de ¢ :

» phiSeconde =simplify(diff(phiPrime))

phiSeconde =

2%(3-12%x"3-4%x M42FxN5-10%x2-28%X)/(XM+5FXN2+5+2%X)N2
» solve(phiSeconde)

ans =

[ -1.90625]

[ -.105843-1.37614%*i]

[ -.105843+1.37614%i]

[.102881]

[ 4.01506]
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Ainsi I’équation ¢"'(z) = 0 admet 5 solutions, dont 3 réelles (Matlab ne peut fournir
ici que des valeurs approchées). Il n’y a pas de solution dans I’intervalle [1, 2], ce qui
montre, par continuité, que "’ garde un signe constant dans cet intervalle. Par le calcul
de " (1), on détermine ce signe :

» subs(phiSeconde, 1)
ans = -0.5799

Ainsi, " est négative, donc ¢’ est décroissante sur 'intervalle [1,2]. On calcule le
minimum et le maximum de .

» M1=subs(phiPrime,x,1)
M1 =0.4342
» M2=subs(phiPrime,x,2)
M2 =0.0636

On a donc, pour tout z € [1, 2],
0.0636... = M < ¢' () < My = 0.4341...

d’ol:
e pour tout z € [1, 2], |¢'(z)| < My < 1.
e pour tout z € [1, 2], ¢'(z) > 0.

 est donc strictement croissante de (1) a ¢(2). On calcule le minimum et le maxi-
mum de ¢ sur [1, 2].

» minPhi=subs(phi,x, 1)
minPhi = 1.1760
» maxPhi=subs(phi,x,2)
maxPhi = 1.3909

On a bien prouvé
v ([1, 2]) =[1,1760..., 1,3909...] C [1, 2].

Toutes les hypotheses d’application de la méthode du point fixe sont vérifiées.
b) On calcule le nombre de termes ny nécessaire pour obtenir une valeur ap-
prochée de la racine a e = 105 prés, en utilisant la formule

Ine —In|b—aql
=F| ——— 1
1o ( In M >+

» epsilon =le-6;
» NO=ceil((log(epsilon)-log(2-1))/double(log(M1)))
NO =17




206 Mathématiques avec Matlab

Partant de ¢ = 1, on calcule successivement 21, o, ..., £17. Ces valeurs sont placées
dans un tableau [X (1), ...X (18)] (attention au décalage d’indices).

» X(1)=1;

» for i=2 :NO+1, X(i)=double(subs(phi,x,X(i-1)));end

» format long

» X

X =

1.00000000000000 1.17600520709514 1.24379170581345 1.26557796182895
1.27210780086810 1.27402155079797 1.27457867309538 1.27474054108967
1.27478754376334 1.27480118996655 1.27480515165309 1.27480630177079
1.27480663566025 1.27480673259122 1.27480676073111 1.27480676890036
1.27480677127196 1.27480677196046

La solution , 2 106 pres, est donc 1,274806.
3) Méthode de Newton
a) Pour la méthode de Newton, les hypothéses (IN1) a (N4) ont dgja été
établies au cours de 1’étude de f. La propriété N5 (dérivabilité de f') est elle aussi
vérifiée.
b) On place dans le tableau X la suite des cinq premiers itérés de la méthode
de Newton a partir de ’initialisation X (1) =1:

» clear X ; X(1)=1;

» for i=1 :5,X(i+1)=X(i)-double(subs(f,x,X(i))/subs(fPrime,x,X(i))) ;end

» X

X =

1.00000000000000 1.26918443438080 1.27480320880089 1.27480677224065
1.27480677224209 1.27480677224209

On peut apprécier la vitesse de convergence en comparant la suite de valeurs obtenues,
avec la solution approchée donnée directement par la fonction solve de Matlab.

» solve(f)
ans =1.2748067722420946580579944415928

On a un chiffre significatif pour X (1), deux pour X (2), quatre pourX (3), huit pour
X (4), et les quinze chiffres qu’on peut lire pour X (5) sont également significatifs.
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6.5. Exercices
6.5.1. Méthode de dichotomie, de Newton et du point fixe

On consideére I’équation f(z) = 0, avec
N ™
f(z) =cosz —xe®, z€]0, 5]

1) Etudier les variations de f et montrer que cette équation admet une unique
solution s dans [0, T].

2) Utilliser la méthode de dichotomie pour trouver une valeur approchée de s avec
la précision 107..

3) Vérifier que la méthode de Newton est applicable pour trouver une valeur ap-
prochée de s. En étudiant le signe de f”', indiquer un bon choix de z¢. Calculer alors
les 10 premiers itérés de cette méthode.

4) On met I’équation f(z) = 0 sous la forme

COS T

el‘
a) Montrer que les hypotheses d’application de la méthode du point fixe ne
sont pas Vérifiées sur I'intervalle [0, T].
b) Montrer qu’elles le sont sur I'intervalle [0.45, 0.6].
¢) Combien de termes devrait-on calculer par la méthode du point fixe pour
trouver une valeur approchée de s a 10 % pres ?

(solution p. 209)

6.5.2. Méthode de Newton pour une fonction affine

Appliquer la méthode de Newton a une fonction affine définie par f(z) = ax + 3,
(a # 0), en prenant une initialisation 29 quelconque.

(solution p. 212)

6.5.3. Valeur approchée de \/2
En considérant la fonction définie par f(z) = 22 — 2, utiliser la méthode de

Newton pour construire une suite convergeant vers /2. En calculer les six premiers
termes avec Matlab.

(solution p. 212)
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6.5.4. Programmation de la méthode du point fixe
1) Ecrire une fonction

s = point Fixze(phi,var, x0,n)

qui place dans le tableau
[s(1) 5(2)...s(n)]

les n premiers itérés de la méthode du point fixe appliquée a la fonction de la variable
var, définie par 1’expression symbolique phi, en partant de I’initialisation z ¢ (on aura
donc s(1) = xo).

2) Ecrire une fonction
s = point FizeGraphe(phi,var, z0,n, a,b)

qui, en plus des traitements de la question précédente, représente sur un graphique,
dans un repére orthonormé :

- la fonction ¢ sur I'intervalle [a, b] ;

- la droite d’équationy = x;

- la ligne polygonale [MoNoM; Ny ...M, N,] présentée au paragraphe 6.2.3.1.

(solution p. 213)

6.5.5. Programmation de la méthode de Newton
1) Ecrire une fonction

s = newton(f,var, z0,n)

qui place dans le tableau

[s(1) 5(2)...s(n)]
les n premiers itérés de la méthode de Newton appliquée a la fonction de la variable
var, définie par I’expression symbolique f, en partant de I'initialisation z g = s(1).

2) Ecrire une fonction
s = newtonGraphe(f,var, z0,n,a,b)

qui, en plus des traitements de la question précédente, représente sur un graphique :
- la fonction f sur I’intervalle [a, b];
- les tangentes successives illustrant la méthode (voir paragraphe 6.3.4.2).

(solution p. 215)
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6.6. Solutions

Exercice 6.5.1
1) Remarquons tout d’abord que la fonction f est indéfiniment dérivable. On la
définit avec Matlab, et on calcule sa dérivée.

» Syms X
» f = cos(x)-x*exp(x);

» fPrime = diff(f)

fPrime = -sin(x)-exp(x)-x*exp(x)

Sur Iintervalle [0, /2],
—sinz <0, —exp(z) <0, —zexp(r) <0,

donc f'(z) < 0.
On a f(0) = 0. On calcule une valeur approchée de f(7/2).

» fDePisur2 = double(subs(f,x,pi/2))
fDePisur2 = -7.5563

f est continue et décroit strictement de 1 a —7, 556...
L’équation f(x) = 0 admet donc une solution unique.
On construit la courbe représentative de f.

» clf

» ezplot(f,[0 pi/2])

» hold on ;grid on

» dessineRepere

» title(Cf(x)= cos(x)-x*exp(x)’)

f(x)= cos(x)-x*exp(x)
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2) Les hypotheses de la méthode de dichotomie ont été vérifiées précédemment.
On applique I’algorithme de la méthode, en comptant le nombre d’itérations pour
obtenir la précision de 1076.

»g=0;d=pi/2;
» n=0 5
» while (d-g>1e-6)
n=n+1;
m = (g+d)/2;
fdeM = cos(m) - m*exp(m);
if fdeM >0
g=m;
else
d=m;
end
end
» format long
» [ gd]
ans = 0.51775671562829 0.51775746464235
»n
n=21

Ainsi, s € [0,5177567, 0,5177575].

3) D’aprés la premiére question, les hypothéses (N1) a (N5) sont vérifiées sur
lintervalle [0, 7/2]. On calcule f" :

» fSec=diff(fPrime)
fSec = -cos(x)-2*exp(x)-x*exp(x)

Ona f"(x) < O sur [0, /2], et on choisit I’initialisation z telle que f(zo) soit lui
aussi négatif, par exemple

xg =7/2
On calcule alors X (1) = o, ..., X (11) = x1p.

» h = simplify(x-f/fPrime)
h = (x*sin(x)+x"2*exp(X)+cos(x))/(sin(x)+exp(x)+x*exp(X))
» X(1)=pi/2;
» fori=1:10,
X(i+1)=double(subs(h,x,X(i)));
end
» X
X =
1.57079632679490 1.00549242610729 0.65572760463222 0.53184945218649
0.51792141093558 0.51775738621207 0.51775736368246 0.51775736368246
0.51775736368246 0.51775736368246 0.51775736368246
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Dés le sixieme terme, on a obtenu 6 chiffres significatifs, et dés le huitieme, on a
quatorze chiffres significatifs..

4) Pour la méthode du point fixe, on utilise 1’équivalence

z coszT
cosz —ze’ =0 <= z=—-+,
e

pour tout z € [0, 7/2].
a) On définit donc ¢(z) = cosz/e”, et on calcule ¢’ (z) :

» phi = cos(x)./exp(x);
» phiPrime = diff(phi)
phiPrime = -sin(x)/exp(x)-cos(x)/exp(x)

On calcule les valeurs de ¢(x) et ' (x) pour

z=0, 045 06, /2.

» format short ; double(subs(phi, x, [0 0.45 0.6 pi/2]))
ans = 1.0000 0.5741 0.4529 0

» double(subs(phiPrime, x, [0 0.45 0.6 pi/2]))

ans = -1.0000 -0.8515 -0.7628 -0.2079

Comme ¢'(0) = —1, I’hypothese (F'3) n’est pas vérifiée.
b) On calcule ¢".

» phiSeconde = diff(phiPrime)
phiSeconde = 2*sin(x)/exp(x)

Sur intervalle [0.45, 0.6], ¢’ est croissante car

o (x) = 2sinzx >0,

eI

Les tableaux de valeurs précédents montrent que ¢’ croit de

¢'(0,45) ~ —0,8515

[~

©'(0,6) ~ —0, 7628.

On a donc

M = ! = |¢'(0,45)| ~0,8515
a9 = 19'(0,45)] 20,

et, ¢ étant négative ¢ décroit de 0,5741 2 0,4529. Les hypothéses (F'1), (F'2) et (F'3)
sont donc bien vérifiées sur I'intervalle [0.45, 0.6].
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¢) On évalue le nombre n de termes a calculer pour obtenir la précision de

106,
» M =double(abs(subs(phiPrime, x, 0.45 )))
M =0.8515
» n = ceil((log(1e-6)-log(0.6-0.45))/1og(M))
n=75

Exercice 6.5.2

On vérifie facilement que les hypothéses (V1) a (N5 ) sont satisfaites. Partant d’une
initialisation x quelconque, on calcule

azg + B
m=g0 - — =

Ainsi, des la premiére itération, on a obtenu la valeur exacte de la solution de I’équa-
tion

azr + [ =0.

Exercice 6.5.3

Sur I’intervalle [a, b] = [1, 2], la fonction f définie par f(z) = 22 —2 est continue
et deux fois dérivable (fonction polyndme). Sa dérivée est strictement positive, donc
f est strictement croissante sur cet intervalle. De plus f(1) = —1et f(2) = 3 sont de
signes contraires. Ainsi, toutes les hypothéses sont vérifiées pour appliquer la méthode
de Newton. Comme

f(z) =2>0,
on choisit I'initialisation z; telle que f(z1) > 0, par exemple
T = 2.
La suite des itérés de Newton est définie par

5131:2

n

:z:2—2_:z:%+2.

Int1 = Tn — =
2x, 2z,

On calcule avec Matlab les six premiers termes de cette suite.
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» X(1)=2;

» for n=1:5,
X(n+1)=(X(n)"2+2)/(2*X(n));

end

» format long ;

» X

X =

Columns 1 through 4

2.00000000000000 1.50000000000000 1.41666666666667 1.41421568627451
Columns 5 through 6

1.41421356237469 1.41421356237309

On compare avec la valeur de /2, affichée au format long :

» s=sqrt(2)
»s=1.41421356237310

Des le sixieme terme, on a obtenu 15 chiffres significatifs.

Exercice 6.5.4
1) La suite des itérés de la méthode du point fixe est définie par

S1 = 2o
si = @(si—1) 1> 2.

Pour calculer ¢(s;_1), on remplace dans I’expression de ¢ la variable var par s;_.

function s=pointFixe(phi,var,x0,n)

s(1)=x0;

fori=2 :n
s(i)=double(subs(phi,var,s(i-1)));

end

On peut tester sur I’exemple présenté au paragraphe 6.2.4.

» pointFixe(’9/10*exp(-x)’,’x’,0,6)
ans =

00.9000 0.3659 0.6242 0.4821 0.5557

2) Pour I’illustration graphique, aprés avoir construit la courbe représentative de

. . N - i
et la droite y = z, on trace, pour i de 1 a n — 1, les segments joignant A ; ( az )
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am(jf >,puisMiéN,»< 5

1 Si+1
graphe 6.2.3.1). Au point A, on place le texte ’s;’.

N Sq
> , et enfin Nz a Mi+1 ( il

Si41

> (voir para-

function s=pointFixeGraph(phi,var,x0,n,a,b)
s=pointFixe(phi,var,x0,n);

clf; hold on;

ezplot(phi,[ab])  %représentation de phi
axis equal

axis([a-h b+h a b])
plot([ab], [ab],-)  Yoreprésentation de y=x entre a et b
legend(strcat(’y = ’,char(phi)),strcat(’y = ’,char(var)))
for i=1 :n-1
plot([s(i) s(i)].[a s()],” :*)
plot([s() s()].[s(@) sGi+1)], -’
plot([s(i) s(i+1)],[s(i+1) s(i+1)], -
text(s(i),a+h,strcat(’s’,num2str(i))) % place le texte ’si’
end
plot([s(n) s(n)],[as(n)], :’) % dessine le segment [An Mn]
text(s(n),a+h,strcat(’s’,num2str(n))) % place le texte sn
title("Méthode du point fixe’)

h=(b-a)/40; % h définit une marge a gauche de a et a droite de b

Pour la fonction de I’exemple 6.4.1, on obtient le graphe suivant

Méthode du point fixe

———— y =(x+1)"atan((x+1)/(x?+2))
— - y =X

1.35

1.251

1151

1.05

I I I I I
1 1.05 11 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4
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grice aux instructions

» syms X real

» phi=(x+1)*atan((x+1)/(x"2+2));

» s=pointFixeGraph(phi,x,1,4,1,1.4)
s = 1.0000 1.1760 1.2438 1.2656

Exercice 6.5.5
1) Appliquer la méthode de Newton a la fonction f revient a appliquer la méthode
du point fixe a la fonction

D’ou la fonction Matlab

function s=newton(f,var,x0,n)
phi = simplify(var - f/diff(f,var));
s=pointFixe(phi,var,x0,n);

Exemple d’utilisation (voir paragraphe 6.3.4.2) :

» syms X real

» f=x13-4.53#%x"2+6.0291*x-2.218039;

» s=newton(f,x,1.15,6)

s =1.15001.7309 1.4776 1.5101 1.5100 1.5100

2) Pour la fonction newtonGraphe, on doit en plus représenter graphiquement f,
et construire pour chaque itéré s; de la méthode de Newton :
- le segment "vertical" [ N; M;] joignant le point d’abscisse s; de I’axe (Ox) au
point d’abscisse s; de la courbe représentative de f ;
- le segment de tangente joignant ce dernier point M ; au point V;; d’abscisse
si+1 de ’axe (Ox).

function s=newtonGraph(f,var,x0,n,a,b)
s=newton(f,var,x0,n);
clf; hold on;
ezplot(f,[a b])
plot([a b], [0 0],’.-") % dessin axe des abscisses
fori=1 :n-1
y= double(subs(f, x’,s(1))); % calculdey = f{s;)
plot([s(i) s(1)],[0 y], -’ %dessin de [N ;M;]
plot([s(i) s(i+1)],[y 01,- Yodessin de [M ;N; 1]
end
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Sur I’exemple précédent :

D’ou le graphe

» syms X real
» f=x73-4.53%x72+6.0291*x-2.218039;
» s=newtonGraph(f,x,1.15,6,1,2);

xA3-453/100*x2+60291/10000*x-2497289903473307/1125899906842624




Chapitre 7

Interpolation polynomiale

7.1. Le polynéme d’interpolation d’une fonction
7.1.1. Définitions

On suppose connues les valeurs d’une fonction f en un nombre fini de points
distincts selon le tableau suivant :

T

|
f(@)]

i

N RE
folfil-- 1 Fa)
Un tel tableau peut étre le résultat de mesures effectuées expérimentalement.

On se propose alors d’approcher f par une fonction simple de type polynomial
P, de degré inférieur ou égal a n, et telle que

Pn(ilfz) :fi i:O,...,n.

On montrera que P,, existe et est unique. On I’appelle le polyndme d’interpolation de
f aux points {zq, 1, ..., T, } .

La représentation graphique de cette fonction P, est une courbe passant par les
n + 1 points de coordonnées

(7)-(5)(%)
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Polynéme d'interpolation P3
T T T

(x1,11)

Lorsqu’on travaille sur un intervalle [a, b], I'interpolation polynomiale :

— permet de donner une approximation numérique P,, () de f(«) pour o appar-
tenant a [a, b],eta # x;, 7 = 0,1,...,n. On dira qu’on a interpolé,

— sert a construire des formules explicites utiles pour le calcul approché d’inté-
grales.

7.1.2. Théoréme d’existence et d’unicité de P,,

On a le résultat :

1l existe un unique polynéme P,, de degré inférieur ou égal a n tel que
Pn(LU,) = f, 1= 0, ceey T

Démontrons ce résultat dans le cas n = 2. Le cas général se fait d’une maniére
similaire. En écrivant

Py(z) = ap + a1z + axz®,

et
PQ('TZ):fZ i:071727

on obtient le systeéme linéaire
ap + a1xo + aﬂ% = fo

aop + a1xry + axx? = fi

2 _
ap + a1x2 + arx5 = fo,
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qu’on peut écrire sous forme matricielle

2
L2026\ / a fo
2
1 r1 Iy a1 = f1
1 zo 22 az f2

Le déterminant de la matrice de ce systéme (appelé déterminant de Vandermonde) se
calcule sous Matlab :

» syms x0 x1 x2

» A=[1x0x0"2; 1 x1 x12; 1 x2 x2"2];
» factor (det(A))

ans= -(x2-x0)*(-x0+x1)*(x1-x2)

Ce déterminant est différent de zéro puisque les points z ; sont distincts. D’ou I’exis-
tence et ’unicité des a;.

7.1.2.1. Remarque

Dans le cas général, on montre que la résolution du systéme, permettant le cal-
cul des coefficients du polyndme d’interpolation, nécessite un nombre d’opérations
en O(n?). On utilisera plutot d’autres méthodes, moins cofiteuses en nombre d’ opéra-
tions, dés que n devient grand. Par exemple, I’ utilisation des polyndmes de Lagrange,
présentée ci-dessous, nécessite un nombre d’opérations en O (n ?) (voir exercice 7.3.5).

7.1.3. Polynéme de Lagrange

7.1.3.1. Définition

2o =

On appelle polynéme de Lagrange d’indice k = 0, ..., n associé aux
points {xo, 1, ..., Tn } le polyndme défini par

(x — mo)(x — x1)e( — 21 ) (T — Tppp1) oo (T — T4)
(T — xo)(mp — 1) (T — Tp1) (T — Th1) (Tl — )

On retiendra que dans le polyndme de Lagrange d’indice & :

— le numérateur est le produit de tous les facteurs (x — x;), exception faite du
facteur (z — zy),

— le dénominateur est le produit de tous les facteurs (' — ;) , pouri # k.
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7.1.3.2. Exemple

Dans le cas n = 2, traité précédemment, les trois polynomes de Lagrange sont

(x — 1) (z — x2) _
Lofz) = (o — z1)(z0 — 2)’ (=0,
(x — o) (z — x2)
Ll(m — (1’1—1’0)(331_1'2)’ k_l)a
(x — o) (z — x1) .
Lofa) = (22 — @0) (22 — 21)’ k=2

On va montrer que les polyndomes de Lagrange constituent une base pour 1’écriture du
polynéme d’interpolation de f. En effet on a le résultat :

7.1.3.3. Théoreme

Le polynéme d’interpolation de f aux points {x ¢, 1, ..., zp}
n

est donné par Py (x) = > frLi(z).
k=0

Cette relation découle facilement du fait que

d°P, <mn,
Lig(zg) =1 pourk=0,1,...,n,
Li(aj) =0 pourj # k,

d’ou pourtout k =0,1,....n,

Pn(;z:k) =fo 0+ ..+ fre1.0+ fo.l+ fre1.0+ ...fn.0 = fr.

7.1.3.4. Exemple 1

Dans le cas de deux points

X Zo I

f(@)|fo= flxo) f1 = f(z1)

on a les deux polyndmes de Lagrange

(x — 1) (z — @)
Lo(z) = ———=, Li(z)=—""5%,
o(z) (0 —21) 1(z) (1 = 20)
et le polyndme P; est la fonction affine donnée par
1 — T T — 2o

Py(z) = 0 1
r1 — X9 r1 — X9
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7.1.3.5. Exemple 2

Soit f une fonction connue aux points
LL'():O, I :2, ;U2:4,

de valeurs respectives
f0:37 fl :_]-7 f2:3

Calculons P»(z) pour en déduire une approximation polynomiale de f(2,5).

Ona

Py(z) = Y feli(x)
k=0

_ (z—m)(z—z2) . (z—m0)(z —22)
(o —x1)(m0 —22) (21 — T0)(T1 — 72)
43 (z — zo)(z — x1)

(z2 — 20)(z2 — 71)

= 2% —42+3,

dott P5(2,5) = 2,52 —4 x 2,5+ 3 = —0, 75.

7.1.4. Algorithme d’Aitken
L algorithme d’ Aitken utilise une formule de récurrence permettant de calculer le
polyndme d’interpolation d’une fonction connue en n + 1 points, a partir de deux

polyndmes d’interpolation déterminés a partir de n de ces points.

Etant donné le tableau de valeurs d’interpolation

Tol|lx1| - |Tn

Jolfi]---|fn

on notera par commodité

Pn(x) - P{xo,xl,...,mn}(m)~

Dans le cas d’un seul point d’interpolation {z;}, on a
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On vérifie que, a partir des polyndomes d’interpolation

construits respectivement sur les n points

{$07$17 "'7mn—1}a {mla 7mn} i

on obtient le polyndme P

{zg,21,-.-, n
( ) _ (ZUn - x)P{ZO — mn—l}(m) - ('TO 'T)P{zl ..... zn}( )
{zg,z1,-.-» xn} T) = Ty — To
7.1.4.1. Exemple
A partir du tableau de valeurs
fil31—1/3

calculons P, (2, 5) par I’algorithme d’ Aitken.

On a

(:132 - 2, 5)P{mo,m1}(2: 5) - (:130 - 2, 5)P{m1,m2}(2: 5)
T2 — X0
(17 5) P{zo,I1}(27 5) + (25 S)P{I1,E2}(25 5)
4

P{$o7m1,w2}(27 5) =

ol Ppyy 2,1 €t Py, 4,) sont les polyndmes d’interpolation sur {zq, 21} et {z1, 22}
respectivement. On réitére ensuite pour obtenir

('Tl -2, S)P{zo}(Qa 5) B ('TO -2, S)P{z1}(27 5)
r1 — 2o
—0,5x3—(=2,5) x (~1)
2

P{$0,$1} (25 5)

= -2

On obtient de méme
P{zl’zz}(Q, 5)=0.
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(1,5) x (~2)
P{10711712}(275) = Y =—-0,75.

On peut disposer les résultats dans le tableau

Plagy = fo =3
Pioy = f1 = —1|Pp0,0,1(2,5) = =2
P{m2} = f2 =3 P{ﬂ”17$2}(2’ 5) - P{$07$1,x2}(27 5) = _07 75

Ces résultats s’obtiennent sous Matlab de la maniére suivante

» x0=0; x1=2; x2=4;

» f0=3; f1=-1; 2=3;

» Px0=f0; Px1=f1; Px2=f2;

» Xx=2.5;

» PxOx 1=((x1-x)*Px0-(x0-x)*Px1)/(x1-x0)
Px0x1= -2

» Px1x2=((x2-x)*Px1-(x1-x)*Px2)/(x2-x1)
Px1x2= 0

» PxOx1x2=((x2-x)*Px0x 1-(x0-x)*Px 1x2)/(x2-x0)
Px0x1x2= -0.75

7.1.5. Gestion d’erreur

7.1.5.1. Résultat préliminaire

On va estimer I’erreur mathématique

|f(z) = Pa(2)],

dans le cas ou la fonction est supposée n + 1 fois dérivable sur I’intervalle de travail
[a, b] et ot sa dérivée d’ordre (n + 1) est bornée.

Posons, pour xg, z1, ..., T, et T fixés

f(z) = Pu(x)

(x —zo)(x — 1) (T — 20

(t —z0)(t — x1)...(t — zp)

Alors la dérivée d’ordre (n + 1) de w est

f(z) — Pa(x)

w(n+1) — f(n+1) —(n !
t)=f () —( +1)'(33_1’0)(1’—1’1)...(1'_3771,)7
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d’autre part on a
w(z) =w(rg) =w(x1) = ... = w(z,) =0,
et donc, par application du théoréeme de Rolle a la fonction w dans les intervalles

(%o, z], [0, 1], -, [Tn—1, Tn)],
il existe des points (¢}); o, tels que

w'(c) = 0.

K3

On réitere le théoréme de Rolle pour la fonction w', puisque

w'(cp) = w'(¢y) = w'(ch) = ... =w'(c;,) =0,

pour avoir cette fois n points (¢'),_o, ,_; tels que

w(ch) = w" () = w'(ef) = . = w"(c)_y) =0,

puis, de proche en proche, il existe un point ¢, €]a, b[ tel que
w ™ (¢,) = 0.
On en déduit que

1 1
F@) = Pala) = (o = )@ = 21)- (o = ) O ).

D’ou le théoréme suivant :

7.1.5.2. Théoréme

Soit f : [a,b] = R une fonction (n + 1) fois dérivable, telle que |f("+1)|
soit bornée par une constante M > 0. Si P,, désigne le polynome
d’interpolation de f sur la subdivision {x,x1, ...,z } de [a,b], alors on a
pour tout x € [a, b,

|f (@) = Pa(z)] <

CES] [(z — z0)(z — 1)...(x — )] -
7.1.5.3. Exemple

En utilisant cette derniére inégalité, dans le cas ot f(z) = ln(x), on peut donner
une majoration de I’erreur commise en calculant une valeur approchée de In (529, 62)
par une interpolation utilisant les valeurs de In (529) et In (530) :

IIn (529, 62) — P1(529,62)| <

M
T (529, 62 — 529, 62)(529, 62 — 530)],
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()

(0,62 x 0,48) ~ 5,32.107".

avec
1
2

M= max |f'(z)]= max
2€[529, 530] 2€[529, 530]

T

On obtient

IIn (529, 62) — P1(529,62)| <

2 x 5292
A titre de vérification, on calcule
529,62 — 530 529,62 — 529

2

~ 6,27215934816478

puis
In(529, 62) ~ 6.27215976826020.

L’erreur observée, liée a cette méthode d’interpolation est donc

1P (529,62) — In(529, 62)| ~ 4,20.10".

7.2. Approche polynomiale de la dérivation
7.2.1. Approche classique

On se donne une fonction f : R — R et un point @ € R. On sait alors que, lorsque
f est dérivable au point a, on a

. +h) — f(a)
! — 1 f(a .
fia) 750 h
Cela suggere que pour h assez petit, on peut approcher f'(a) par le rapport
fla+h) — f(a)
3 .
On peut aussi penser a utiliser d’autres quotients différentiels tels que

fla+h) - fla—h)
2h ’

Qa(h) =
On pourra montrer que, si f est dérivable en a,

lim Q,(h) = f'(a).

h—0
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7.2.2. Approche polynomiale

Dans le cas d’une fonction f connue en (n+ 1) points équidistants {z g, z1, ...

de [a, b], avec
r; =x9+1ih, 1=0,1,...n

ou h est le pas, on peut approcher f'(x;) par P} (z;).

7.2.2.1. Exemple dans le cas de deux points

Partant du tableau :

T T1 =20+ h

fo= f(fo) fi= f($1)

le polynome P; est
1 — T T — 2o

P1(37)=m1_m0f0+m1_m0f1;
d’ot
Pll(m) B CUOJE)$1+$1]:1£U0
_ Ji—fo
h
[t h) — f(a)
h

= P(z0) = P{(z1).

On retrouve les résultats de la premiére approche.

7.2.2.2. Exemple dans le cas de trois points

Partant du tableau

$,1:$0—h i) 331:$0+h

fo1=f(zo —h)|fo(zo)| f1 = f(x0 + h)

et, aprés calcul de P> (), on trouve

d = [ o (ot
) = (x—1 —zo)(x—1 —21) [2 (zo +21)]
fo I

(w0 —2_1)(z0 — 1) 22 = (21 +21)]

+ L 22 — (zo + z-1)],

(1 —z—1) (71 — T0)

7mn}
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d’ou
Pl(m 1) 3f—1 _22f0+f1
P’(Z’o) fl 2hf—
Py(x1) = —f_l — 4220 ha 3f17

valeurs qui approchent respectivement f'(z_1), f'(xo) et f'(z1).

On remarquera que, pour P4 (zg), on retrouve le quotient différentiel @ ., (h) donné
a la fin du paragraphe 7.2.1.

7.2.3. Gestion d’erreur mathématique

Par dérivation de la formule

#1),@ —zo)(x — 21) (2 — 2) D (cy),

F@) = Pale) = o

vue au paragraphe 7.1.5.1, on déduit que pour une fonction f indéfiniment dérivable,
admettant une dérivée d’ordre (n + 1) bornée, et pour une subdivision de points équi-
distants

(zi =x0+ ih)i:o,l,...,n

on a la majoration d’erreur

/@) =~ Poedl < oy Hu—

A titre illustratif, dans le cas de trois points équidistants, on a, au point x o

Mh?
6 Y

#/() = Pi(ao)l < - (w0 = 2 1) (w0 — 1] <

M = max |f"(z)].
z€[a,b]

7.2.4. Etude compléte d’erreur

On va montrer, que le cumul de I’erreur mathématique et des erreurs d’arrondi
fait qu’on ne peut pas prendre le pas h trop petit si on veut optimiser I’erreur totale
commise lorsqu’on confond f'(zq) avec Pj(zo).
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7.2.4.1. Premiére partie

Etant donné le tableau d’interpolation basé sur les trois points équidistants

£U_1:£L'0—h o .CU1:.CUO+h
y—1 = f(ro —h)|yo = f(z0)|y1 = fzo +h)

on retrouve, grace au calcul symbolique sous Matlab, les approximations polyno-
miales des dérivées de f aux points d’interpolation.

— On calcule d’abord les trois polynomes de Lagrange.

» syms X X0 h fMoins1 f0 f1

» xMoins1=x0-h;

» x1=x0+h;

» LMoins1=(x-x0)*(x-x1)/((xMoins1-x0)*(xMoins1-x1))
LMoins1= 1/2*(x-x0)*(x-x0-h)/h"2

» LO=(x-xMoins1)*(x-x1)/((x0-xMoins1)*(x0-x1))

LO= -(x-x0+h)*(x-x0-h)/h"2

» L1=(x-xMoins1)*(x-x0)/((x1-xMoins1)*(x1-x0))

L1= 1/2*(x-x0+h)*(x-x0)/h"2

— On calcule ensuite P»(z), Pj(z) et Py(xo).

» P=fMoins1*LMoins1+fO*LO+f1*L1;

» Pprime=diff(P,x);

» Pprime=simple(Pprime) ;

» PprimeX0=simple(subs(Pprime,x,x0))

PprimeX0= 1/2/h*(-fMoins1+f1)
Ji—f

On retrouve ainsi Pj(zg) = 5

7.2.4.2. Deuxieme partie

On analyse I’erreur mathématique liée a I’interpolation et la dérivation numérique.
On utilise la formule

£(@) = Paf) = g =2 1) (& — 20)( — )" (e2):

Comme on ne connait pas explicitement c,, on déclare la variable symbolique fTier-
ceCx et sa dérivée fTierceCxprime (on admet 1’existence de cette derniére).

» syms fTierceCx fTierceCxprime
» FmoinsP=(x-xMoins1)*(x-x0)*(x-x1)/6*fTierceCx
FmoinsP= 1/6*(x-x0+h)*(x-x0)*(x-x0-h)*fTierceCx
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Dans le calcul de (f(z) — Py(x))", on doit tenir compte de la dérivée de f"’(c,).

» FmoinsPprime=diff(FmoinsPx) +...
fTierceCxprime*(x-xMoins1)*(x-x0)*(x-x1);

» FmoinsPprimeX0=simple(subs(FmoinsPprime,x,x0))

FmoinsPprimeX0= -1/6*h"2*{TierceCx

On retrouve ainsi I’estimation de 1’erreur mathématique

f”’(ng )hz
6

Mh?
< .

o) = e = |- <M

7.2.4.3. Troisieme partie

Sachant que sur les données f_1, fo, fi, on commet une erreur de mesure (ou
d’arrondi) d’au plus €, cherchons le pas / optimum pour que I’erreur globale commise
sur f'(zo) en la confondant avec Pj(z¢) soit minimale.

On rappelle que

h—Jfa
- 2n

La valeur calculée de P, (xo) (due aux erreurs sur les données) est

Py(z0) =

flapp f—1app

PZapp(xO) 2h

L’erreur de mesure est estimée par

flapp _f—lapp f1 —f—l

|P2Iapp(x0) _P2I(:E0)| =

2h 2h
— flapp_fl _f—l_f—lapp
2h 2h

9 9

€
< — = —.
S Tt Th
On en déduit I’estimation de I’erreur totale

|fl(x0)_Péapp($0)| < |f’(£130)—P2,(£L’0)|+ |P£(x0) _PQIapp(xO)|
Mhn?

<
6

+

=lo
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11 suffit de chercher les valeurs de h réelles positives pour lesquelles la fonction

2
fny = 2+

=l®

est minimum.

» syms epsi M

» f=M*h"2/6+epsi/h;

» fPrime=diff(f,h)

fPrime = 1/3*M*h-epsi/h"2

» S =solve(fPrime,h) ;

» h0 = S(1) %seule la premiere solution est réelle
h0 = 1/M*37(1/3)*(epsi*M"2)"(1/3)

Pour vérifier qu’au point
1 35— /3¢
h _ — \/i 2 p—y e
T M 3 M’

la fonction f présente un minimum, on écrit f’(h) sous forme de quotient N/D.

» [N,D]=numden(fPrime)
N =M*h"3-3*epsi
D =3*h"2

Le dénominateur D = 3h? est strictement positif, et le numérateur N est positif si

3e
B> =
> E

soit
h > hg.

L’étude du signe de la dérivée montre que f est décroissante sur |0, hg], et croissante
sur [hg, +00].

7.2.4.4. Quatrieme partie

Mlustrons les calculs précédents numériquement sur la fonction
fz— f(z) = 2°/20,
au voisinage de zg = 1.
L’erreur d’arrondi est estimée par

e =2752
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On peut penser a priori que le pas h optimum pour approcher f’(zg) par

Jiapp — 1
Pogp o) = D22~ [t

est proche de ¢ = 2752 ~ 10716,

Le calcul précédent montre qu’ il n’en est rien, puisqu’on a ici f"'(z) = 3z2, et
au voisinage de 1, on peut assimiler M a 3. D’ou

» hO=double(subs(h0,{M,epsi},{3,2*(-52)}))
h0 = 6.0555e-006

Le pas optimum est donc kg ~ 6.1076.

Examinons de plus pres I’erreur observée

|fl($0) - Péapp(xo)

lorsque h prend les valeurs successives :

)

1071,1072, ..., 1071,

— On calcule f'(zo).

» Syms X
» f=x75/20;

»x0=1;

» fO = double(subs(f,x,x0))

f0 =0.0500

» derExact = double(subs(diff(f),x,x0))
derExact = 0.2500

—On calcule pour h = 107!, 1072, ..., 10~'* (premiére colonne du tableau
der App) les valeurs correspondantes de P, (o) (deuxiéme colonne) et enfin Ier-
reur observée | (o) = Paypp (m0)| (en troisiéme colonne).

»forn=1:14
h=10"(-n);
derApp(n,1)=h;
fMoins1= double(subs(f,x,x0-h));
f1 = double(subs(f,x,x0+h));
derApp(n,2) = (f1-fMoins1)/(2*h);
end
» derApp( :,3)=abs(derExact-derApp(:,2));
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» format long

» derApp

derApp =
0.10000000000000
0.01000000000000
0.00100000000000
0.00010000000000
0.00001000000000
0.00000100000000
0.00000010000000
0.00000001000000
0.00000000100000
0.00000000010000
0.00000000001000
0.00000000000100
0.00000000000010
0.00000000000001

0.25500500000000
0.25005000050000
0.25000050000005
0.25000000500000
0.25000000005125
0.24999999999331
0.24999999997249
0.24999999952147
0.25000000680730
0.24999998599062
0.25000002068509
0.25000834735778
0.24993895841874
0.24945323584546

0.00500500000000
0.00005000050000
0.00000050000005
0.00000000500000
0.00000000005125
0.00000000000669
0.00000000002751
0.00000000047853
0.00000000680730
0.00000001400938
0.00000002068509
0.00000834735778
0.00006104158126
0.00054676415454

On constate que, au-dela de la sixiéme ligne de ce tableau (correspondantd b = 10 ~°),
Ierreur observée augmente. Pour h = 1014, I’erreur est supérieure a celle observée
pour 102!

7.3. Exercices

7.3.1. Calcul d’un polynéme d’interpolation

Soit f une fonction connue selon le tableau suivant

x1 =7m/6
fi=05

2o =0 xo = m/4

fo=0 f2=2/2
1) Donner les trois polyndmes de Lagrange L0, L1, L2.

2) Donner le polyndme d’interpolation P2 en expression symbolique polynomiale
et calculer une approximation de f(7/5).

3) En supposant que f(x) = sin(z), donner I’erreur absolue commise en confon-
dant f(m/5) avec P»(m/5) et justifier la précision obtenue.

(solution p. 237)
7.3.2. Polynome de Lagrange et programmation

1) On suppose que les points (g, Z1, ..., T,,) sont donnés dans un tableau

X =[X(1),X(2),...X(n+1)],
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et que les valeurs (fo, f1, ..., f) sont données dans un second tableau
Y =[Y(1),Y(2),..,Y(n+1).
Ecrire la fonction
Pzx = interpol Lagrange(z, X,Y)
qui calcule la valeur du polyndme d’interpolation au point x, pour X et Y donnés. On
pourra utiliser une fonction auxiliaire

Lkz = Lagrange(k, z, X)

qui calcule L (), pour chaque polyndme de Lagrange L .

2) Utiliser cette fonction interpol Lagrange pour retrouver le polyndome P; de
I’exemple 7.1.3.4.

3) Utilser cette fonction interpol Lagrange pour calculer Py (w/5), ol Py est le
polyndme d’interpolation associé aux valeurs données dans 1’exercice 7.3.1

z;|0  |7/6 /4
fi|sin0|sin (7 /6) |sin (7 /4)

(solution p. 237)

7.3.3. Effet de Runge

On considere la fonction f définie sur [—5, 5] par

1

1@ =17

Pour n entier donné, on note P, () le polyndme d’interpolation de Lagrange associé
aux valeurs
(zo,Z1y .0y @p) = (=5, -5+ 2/n,-5+4/n,...,5)

et
(fO:fl: 7fn) = (f (:130) 7f (1131) ) 7f (xn)) .

Pour comparer f et P,,, on représente ces deux fonctions sur un méme graphique. On
effectuera cette comparaison successivement pour

n=>5n=10,n=20

(on pourra utiliser la fonction interpol Lagrange construite a I’exercice 7.3.2).

(solution p. 239)
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7.3.4. Méthode d’Aitken et programmation

Ecrire la fonction récursive
Pz = aitken(z, X,Y)

qui calcule, par la méthode d’ Aitken, la valeur du polyndome d’interpolation au point
x, pour
X =[X(1),X(2),..,X(n+1)

et
Y = [Y(1),Y(2),..Y(n +1)]

donnés (on reprend les notations de 1’exercice 7.3.2).
(solution p. 241)

7.3.5. Complexité de calcul de polynome d’interpolation

On s’intéresse au nombre d’ opérations élémentaires (additions, soustractions, mul-
tiplications, divisions) nécessaires au calcul de

Py(z) = fili(x),
i=0

pour z, {zo,Z1, ..., xn}, {fo, f1, .., fn} donnés.
1) Donner le nombre d’opérations effectuées pour calculer chaque polyndme de
Lagrange

(z —zo)(x —x1)e(® — 21 ) (T — Tppp1).o (T — T)

Li(e) = (xr — o) (xp — 1) (@ — Th—1) (@ — Tp—1)--(Th — Tp)

2) En déduire le nombre total d’opérations pour calculer P, (z).

(On pourra analyser les fonctions Lagrange et interpol Lagrange de 1’exercice
7.3.2).

(solution p. 242)
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7.3.6. Formule barycentrique de Lagrange

grange :

Le but de cet exercice est d’obtenir une expression permettant d’évaluer le poly-
ndme d’interpolation en effectuant moins de calculs qu’avec les polyndomes de La-

Li(z) = (x — xo)(x — x1).

= wp—1) (@ — Tpa1)
(z, — xo)(zf — x1).

(T — Tp1)(Th — 1) (T — )
1) Obtention de la formule barycentrique de Lagrange (les relations ci-dessous

peuvent s’ obtenir par des raisonnements et calculs simples ; on pourra aussi les vérifier

avec Matlab pour une valeur raisonnable de n, par exemple n = 3)
a) Montrer que

> Li(z) =
P

(considérer le polynome identiquement égal a 1 et son polyndme d’interpolation as-
socié aux points{zg, 1, ..., Tpn }).
b) Pour { fo, fi, ...

, fn} quelconques, on note

= Z szz(x)v

i=0
le polynome d’interpolation associé. On définit

n
Q(l') = (ZU — Z’o)(l’ — .Tl)(m — ;zjn) = H (3; _ 'Tz) )
i=0
et, pour tout k € {0,...n},
ay, ZH(xk—mi).
ik
Vérifier que, pour x # xy,

Q(z)
L =—
k(@) (x — xp)ag
¢) Déduire des deux questions précédentes, que, pour x ¢ {z ¢, Z1,...,Zn},
1
Q)= 57—

et enfin

u fr
>
Pn(.’L') = —kgo (ﬂj _fk) k

i=o (z — zp)ay
(formule barycentrique de Lagrange)
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2) a) Ecrire une fonction Matlab
A = coeff (X)

qui calcule A = [ag, ay, ..., a,] en fonctionde X = [zg, z1, ..., Ty
b) Ecrire une fonction Matlab

Pnx = lagrangeBar(xz, X, Y, A)

qui calcule P, () en utilisant le plus judicieusement possible la formule barycentrique
de Lagrange(onnote Y = [fo, f1,-.-, fn])-

3) Déterminer le nombre d’opérations élémentaires correspondant au calcul de co-
eff (X), puis au calcul de lagrangeBar(x, X, Y, A). On notera que le calcul de A est
a faire une seule fois (pour X donné), et que seul le calcul de Pnz est a refaire pour
chaque nouvelle valeur de .

(solution p. 242)

7.3.77. Complexité de calcul par la méthode d’Aitken
1) Donner le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour calculer Pz, va-
leur du polyndme d’interpolation au point x, pour

X =[X(1),X(2),.X(n+1)],Y = [Y(1),Y(2),... V(n + 1)]

donnés, par la version récursive de 1’algorithme d’ Aitken (voir exercice 7.3.4).

2) Ecrire une version itérative de cet algorithme
T = aitkenlte(x,X,Y)

construisant un tableau triangulaire a deux dimensions 7' qui sera une généralisation
de celui construit dans I’exemple 7.1.4.1 :
- dans la premiere colonne, on aura, pours = 1,....,n+ 1

T(i,1) = Pixi)y = Y (i),
- dans la deuxieme colonne, on aura, pouri = 2,...,n + 1
T(i,2) = Pix(i—1)X (i)}

- dans la 5*°™¢ colonne, on aura, pour ¢ = j,...,n + 1

T(i,j) = P{x(imj+1)..X(0)} -

3) Donner le nombre d’opérations nécessaires pour obtenir ce tableau 7.

(solution p. 246)
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7.4. Solutions

Exercice 7.3.1

1) Pour calculer le polyndome Ps, on déclare les tableaux de valeurs symboliques
X et F, puis on calcule les polyndmes de Lagrange L, (z), L2(x), Ls(z). (Attention
au décalage des indices).

» X=sym([0 pi/6 pi/4]);

» F=sym([0 1/2 sqrt(2)/2]);

» SymsS X

» L1=(x-X(2))*(x-X(3)/((X(1)-X(2))*(X(1)-X(3)))
L1=24%(x-1/6%pi)*(x-1/4*pi)/pi 2

» L2=(x-X(1))*(x-X(3)/((X(2)-X(1))*(X(2)-X(3)))
L2=-72%x*(x-1/4%pi)/pi"2

» L3=(x-X(1))*(x-X(2)/((X(3)-X(1))*(X(3)-X(2)))
L3=48*x*(x-1/6%pi)/pi"2

2) On peut alors calculer Ps(x), puis Py (7/5) .

» P2=F(1)*L1+F(2)*L2+F(3)*L3

P2=
-36%x*(x-1/4%pi)/pir2+24#27(1/2)*x*(x- 1/6%pi)/pit2
» P2DepiSur5=subs(P2,sym(’pi/5’))

P2DepiSur5 = 9/25+4/25%27(1/2)

» P2DepiSur5 App=double(P2DepiSur5)
P2DepiSur5SApp=0.5863

3) On calcule également f (7/5) = sin (7/5) et I’erreur absolue commise en rem-
plagant f (7/5) par Py (7/5).

» sin(pi/5)

ans= 0.5878

» err= abs( P2DepiSur5App-sin(pi/5))
err = 0.0015

Le fait que I’erreur obtenue est petite s’explique par le fait que le graphe de la fonction
sinus sur 'intervalle [0, /4] est proche d’une parabole.

Exercice 7.3.2
1) On définit une fonction Lagrange qui calcule de maniére itérative
[T (=—-X())
i=1..n+1, i#k

I (X)) - X6)

i=1..n+1, ik

Lk (m) =
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La valeur de n est donnée par le nombre d’éléments de X, diminué de 1.

function Lkx=Lagrange(k,x,X)

n=length(X)-1;

Lkx=1;

fori=1 :k-1
Lkx=Lkx*(x-X(1))/(X(k)-X(@1));

end

for i=k+1 :n+1
Lkx=Lkx*(x-X(1))/(X(k)-X(1));

end

On utilise ensuite la relation
n+1

Pa() = 3V (k)-Li ()
k=1

function Px=interpolLagrange(x,X,Y)

n=length(X)-1;

Px=0;

for k=1 :n+1
Px=Px+Y(k)*Lagrange(k,x,X);

end

2) On applique la fonction précédente aux tableaux de valeurs symboliques

X = [zo,21],Y = [fo, f1]

» syms x0 x1 {0 f1 x;

» X=[x0x1]; Y=[fO f1];

» Syms X

» Px=interpolLagrange(x,X,Y)

Px = fO*(x-x1)/(x0-x1)+f1*(x-x0)/(x1-x0)

On retrouve I’expression

Pl(:z:):ml_m r — o

0 1
1 — 2o r1 — 2o
de I’exemple 7.1.3.4.
3) On définit les tableaux X et Y, et on calcule Py (7/5) .

» X=[0 pi/6 pi/4];

» Y=sin(X) ;

» PdePiSur5= interpolLagrange(pi/5,X,Y)
PdePiSur5 = 0.5863
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Exercice 7.3.3

On définit la fonction f et on construit sa représentation graphique sur ’intervalle

[a, b] = [-5, 5].

» syms X real

» f=1/(1+x"2);

» a=-5 ;b=5 5

» ezplot(f,a,b)

» hold on ;grid on

Pour n = 5, on définit les tableaux X = [zq, z1, ...z:p] et

F =[f(z0), f(21),...f (zn)].

» n=5

» X=[a :(b-a)/n :b]

X=-5-3-1135

» F=1./(1+X."2)

F =0.0385 0.1000 0.5000 0.5000 0.1000 0.0385

On définit ensuite le polyndme d’interpolation P,,, et on le représente graphiquement

» Pn=interpolLagrange(x,X,F);
» set(gca, LineStyle’, - -")

» ezplot(Pn,a,b)

» legend (Cy=f(x)’, y=Pn(x)’)

» axis auto

» title('n=5")

» dessineRepere
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y=f(x)
y=Pn(x)

1.2

On effectue le méme traitement pour n = 10.

10

<t

y={(9)
y=Pn(x)
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On constate que la courbe représentative de Pyq est plus proche de celle de f, sauf aux
extrémités. Ce phénomene est encore accentué pour n = 20 :

n:

o

T
1

— vy
- - y=Pn(x)

Pm =

I
I
I
|

1
I
I
4
I

O F = o m s :' T —®
_05- : ‘\// : \\/ 3 i
I : L
sl ! | -
: I I I I ! I I I I |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
on I’appelle effet de Runge.
Exercice 7.3.4
On utilise les relations :
—pourn > 1:
P{x(1),x(2) ..... X(n+1)} (1’)
_ (X(n+1) - I)P{xu),x(z) ..... X(n)} (z) — (X(1) - I)P{x(z) ..... X(n+1)} ()
X(n+1)—X(Q1)
—pourn =0:
P{xu)} (;L') = Y(1)~
D’ou

function y = aitkenRec(x,X,Y)
n=length(X)-1; % Le tableau est [X(1), ... X(n+1)]
if n==
y=Y(1);
else
Q=aitkenRec(x,X(2 :n+1),Y(2 :n+1));
R=aitkenRec(x,X(1 :n),Y(1 :n));
y=((X(n+1)-x)*R-(X(1)-x)*Q)/(X(n+1)-X(1));
end
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On peut tester I’ utilisation de cette fonction sur I’exemple 7.1.4.1.

» X=[024];

» Y=[3-13];

» aitkenRec(2.5,X,Y)
ans = -0.7500

Exercice 7.3.5

On reprend les notations de I’exercice 7.3.2.

1) Pour calculer L(z), on doit répéter n fois 1’instruction
Ly +— Ly x (z — X (1)) /(X (k) = X(3)),

soit n X 4 opérations élémentaires.

2) Pour calculer P, (), on doit répéter n + 1 fois I'instruction
Pz +— Pz +Y(k) x Lagrange(k,z, X).

En tenant compte de la premiere question, cela fait 4n + 2 opérations élémentaires a
répéter n + 1 fois. Soit au total

(n+1) (4n + 2) = 4n” + 6n + 2.

Remarque

On a vérifié que le nombre d’opérations nécessaires pour calculer P, () est en
O(n?) (voir remarque 7.1.2.1).

Exercice 7.3.6
1) a) Le polyndme constant égal a 1 peut étre considéré comme le poly-
ndéme d’interpolation associé aux valeurs {xq, Z1, ..., T, } et

(for fiy oo fa} = {1,1, .., 1}

En appliquant la formule de Lagrange, on a donc

1= 1L (x).
k=0
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Vérification avec Matlab dans le cas n = 3 : on utilise les fonctions Lagrange et
interpolLagrange de ’exercice 7.3.2 (solution p. 237).

» syms X0 x1 x2 x3 x

» X=[x0 x1 x2 x3];

» n=3 5

» fori=1 :n+l,
Lk(i)=Lagrange(i,x,X);

» end

» simplify(sum(Lk))

ans=1

On calcule aussi le polyndme d’interpolation associé aux valeurs

{for fiy s fad = {1,1, ..., 1}

»Y=[1111];

» Px=interpolLagrange(x,X,Y);
» simplify(Px)

ans =1

b) Il suffit de remarquer que

ar, = [ (ex — )

i£k

est le dénominateur de Ly (z), et que, pour x ¢ {zo,z1,...,2n}, le numérateur de
Ly (x) peut s’écrire
Q(z)

(x — =)

On effectue la vérification avec Matlab : on calcule @(x) en utilisant la fonction prod.

» Qx=prod(x-X)
Qx = (x-x0)*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)

On calcule de méme A(k) en utilisant un tableau intermédiaire T'ab dans lequel ne
figure pas X (k).

» for k=1 :n+1
Tab=[X(1 :k-1) X(k+1 :n+1)];
A(k)=prod(X(k)-Tab);

end

» A(1)

ans =(x0-x1)*(x0-x2)*(x0-x3)
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On calcule

Q(x) Q(x)

(x —mo)ag” (. — xn)an

en utilisant les opérations globales sur les tableaux (./, .*)

» T=Qx./((x-X).*A);
» T(1)
ans =(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)/(x0-x1)/(x0-x2)/(x0-x3)

On vérifie que les éléments de 7" sont égaux a ceux de L,

» T-Lk
ans =[ 0, 0, 0, 0]

¢) Des deux questions précédentes, on déduit

1_1§)Lk()_Z(ﬂf—wk)ak_Q()Z(x—mk)ak

d’ou

k=0

= > feli(x)
k=0
. 1
= Q) kz:%fkm
= Jr
;Eo (z — zp)ag
n 1

i=o (z — zp)ay

Vérifions la premiere égalité avec Matlab, en comparant

avec Q(z).

1
1

K=o (T — zx)ak

S=—

» S=1/sum(1./((x-X).*A));

» S=simplify(S)

S = (-x+x3)*(-x+x2)*(x-x1)*(x-x0)
» simplify(S-Qx)

ans =0
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2) a) La fonction A =coeff(X) place dans le tableau A les coefficients
[ao, A1y ---y an].

function A=coeff(X)

n=length(X)-1;

for k=1 :n+1
A(k)=coeffk(X,k,n);

end

Elle utilise une fonction auxiliaire Ak =coeffk(X, k,n) qui calcule un élément

Ay = [T (X (k) - X))

i#k

function Ak=coeffk(X,k,n)

Ak=1;

for i=1 :k-1
Ak=Ak*(X(k)-X(1));

end

for i=k+1 :n+1
Ak=Ak*(X(k)-X(1));

end

b) On calcule en méme temps
- V(k)
N = —_—
,; (z — X (k) AR)
et
p=y L ___
2 (o — X (k) A(k)’
ce qui permet de ne calculer qu’une fois
quot = ———————.
(z — X (k))A(k)

Le résultat final est évidemment N/D.

function Pnx=lagrangeBar(x,X,Y,A)

n=length(X)-1;

N=0; D=0;

for k=1 :n+1
quot=1/(A(k)*(x-X(k)));
N=N+Y(k)*quot;
D=D+quot;

end

Pnx=N/D;
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3) Pour calculer chacun des coefficients A(k), on doit répéter n fois ’instruction
Ak +— Ak x (X (k) — X (4)),

soit 2 x n opérations élémentaires. Le nombre d’opérations pour obtenir I’ensemble
du tableau A est donc
(n+1).2n = 2n% + 2n.

Pour calculer lagrangeBar(z, X,Y, A), on répéte n + 1 fois le calcul de quot (3
opérations), la mise a jour de IV (2 opérations) et celle de D (1 opération). Le nombre
total d’opérations est donc

(n+1)(3+2+1)=6n+6.

Le principal avantage de cette formule barycentrique est que le calcul de A est a faire
une seule fois (pour X donné), et que chaque nouveau calcul de Pnx ne nécessite que
O(n) opérations.

Exercice 7.3.7
1) On calcule ce nombre u,, d’opérations par récurrence sur n en reprenant la
version récursive de 1’algorithme d’ Aitken, dont la solution est donnée p 7.4.
- Sin = 0, on doit effectuer I’instruction

y«— Y(1)

qui ne nécessite aucune opération arithmétique élémentaire.
- pour n. > 0, on doit effectuer la suite d’instructions

Q <— aitkenRec(z, X(2:n+1),Y(2:n+ 1))
R <+— aitkenRec(z, X(1:n),Y(1:n))
y— (X(n+1) —2)x BR—-(X(1) - 2)*Q)/(X(n+1) - X(1))
d’ou
Up = 2Up—1 + 7.

On a alors
Ug = 0, Uy = 7, Uy = 15.

On pourra montrer par récurrence que
up, = 7(2" = 1).

Ce nombre croit trés vite avec 7.

2) On construit le tableau 7" en utilisant les relations

T(i,1) = Prxyy = Y (9),
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puis
T(i,j)
= Pix(i—jt1),...X()}

(X (1) — ) Prx(i—jt1),...X(i-1)}
(X(i) - X(i-j+1))

(X(i—Jj+1) =) Pix(i—jt2),... X (i)}
(X0 -XG-i+D)
X@)-2)T@-1,j-1)-XG@—j+1)—2)T(,j—1)
(X(@) - X(@i—-j+1))
function T= aitkenIte(x,X,Y)
n=length(X)-1;
for i=1 :n+1
TG, D=Y(@1);
end
for j=2 :n+1
for i=j :n+1
num=(X(1)-x)*T(-1,j-1)- (X -j+1)-x)*T(1,j-1);
T(,j)=num/(X(1)-X(i-j+1));
end
end

On teste avec les données de I’exemple 7.1.4.1, et on retrouve le tableau triangulaire
inférieur, complété par des 0.

» X=[024];
» Y=[3-13];
» T=aitkenlte(5,X,Y)
T=
300
-1-70
358

3) La premicre colonne du tableau s’obtient sans effectuer d’opérations arithmé-
tiques. Tous les autres termes du tableau se calculent a 1’aide de 7 opérations. Le
tableau entier s’obtient donc colonne apres colonne par un nombre d’opérations égal

N

a
nn+1
7n+7(n—1)+...+7:7%.
Le nombre d’opérations est en O(n?), comme pour la méthode de Lagrange.
Cet algorithme itératif est surtout intéressant si on ajoute un point d’interpolation sup-
plémentaire (z,,4+1,Yn+1) - 10’y a pas lieu de recalculer le tableau 7', mais seulement
d’y ajouter une (n + 1)"“™ ligne, soit 7(n + 1) nouvelles opérations.






Chapitre 8

Intégration numérique

8.1. Description de la méthode

On donne une fonction numérique f définie et intégrable sur [a, b] supposée connue
(grice aux mesures) en (n + 1) points selon le tableau :

X o I R In

f@)|fo=f(zo) | fr = f(@1)| - | fn = ()

b
Pour approcher le nombre exact I = [ f(t)dt, Iidée est la suivante :
a

— on remplace f(z) par son polyndme d’interpolation P,, (z),

b
—oncalcule I,, = [ P,(t)dt,
a

— on estime ’erreur |I — I,

Une telle méthode est appelée souvent méthode de quadrature. On décrira celles
qui font appel a I’interpolation polynomiale de degré 0, 1 et 2. On obtient respective-
ment les formules simples des rectangles, des trapézes et de Simpson.
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Méthode simple des trapézes

En pratique, on subdivise I'intervalle [a, b] en plusieurs petits intervalles :
[a+ (i—1)h, a+ih], i=1,..,n
de longueur h = (b — a)/n, auxquels on applique la formule simple puis par somma-

tion, on déduit les formules dites composites.

Méthode des trapézes composite

a a+h a+2h b

Le choix de la méthode dépend généralement du type de fonctions qu’on doit
intégrer. On peut éventuellement combiner les trois méthodes (rectangles, trapezes,
Simpson) sur des intervalles bien choisis.
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8.2. Méthode des rectangles
8.2.1. Formules simples

Supposons que f est connue en un point & € [a, b]. Le polyndme d’interpolation
de f estla constante Py(z) = f(«a). Le nombre I est donc approché par

b

Iy = fpo(t)dt = [ f(a)dt = (b— a)f(a).

a

Méthode simple des rectangles

y=f(x)

f(alpha)

a alpha b
Dans le cas particulier ot le point « est le milieu de [a, b]

_a+b
2 )

Ioz(b—a)f<a+b>.

on obtient

2

C’est la formule simple des rectangles point-milieu.

8.2.2. Formules composites
On généralise les formules précédentes a (n + 1) points équidistants

ro=a, 2 =a+h,.., r;=a+1ih,..,x, =Db,

h=t—9
n
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En appliquant le méme principe d’interpolation de degré 0 sur chaque intervalle
[zi, iy1],
on approche f(x) par Py(z) = f(a;), ol
a; € [T, Tiy1],

et on obtient la formule composite des rectangles :

n—1 Tit1 b n—1
In=Y" [ flanydt = — S WICH]
i=0 Ti =0

qui devient dans le cas des rectangles point-milieu

n—=1g..4 B et

8.3. Méthode des trapézes
8.3.1. Formule simple

On utilise ’interpolation & deux points. Si on suppose connue f aux deux points a

et b, on a vu que
Tz —0b T —a

Pi(s) = 2= f(a) +

f(0).

Par intégration, on obtient

= frpa = U@ +I0)

8.3.2. Formule composite

En généralisant le méme principe aux (n + 1) points équidistants précédents, on
obtient

It = Ti xjfrlpl(t)dt =t ; mi (f (i) + f(2i+1))

2
i=0 Ti i=0

= b;a %(f(a) + %f(b)) + if(xi)

On utilise usuellement la derniére formule plus économique en nombre d’opérations
arithmétiques.
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8.4. Méthode de Simpson
8.4.1. Formule simple

On suppose connue f aux trois points équidistants de [a, b]

b
To = a, xlz%:a+h, To = a + 2h,

le pasest h = (b — a)/2. Alors

<x—“;b> (x —b)

Pie) = 1@
+(a:—a})Lgx—b)f<cH2—b>

a+b
+(a:—a) (;; 2 >f(b),

et apres intégration, on obtient

b—a

C’est la formule simple dite de Simpson.

Méthode simple de Simpson

Ig:ng(t)dt: - {f(a)+4f<“;b>+f(b)}.

253
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8.4.2. Formule composite
On réitére la formule précédente en partageant Iintervalle [a, b] en

5= _—

2

intervalles [z, T2;42], centrés en 2;41, de longueur

_ b—a 2(b—a)

2h
s n

pouri =0,1,2,....s — 1; on obtient, d’abord sur [z 2;, Z2;42],

L2442

h

[f (z2i) + 4f (B2i11) + f(T2i42)],

T2

et ensuite, la formule composite de Simpson

5=1 9,10
Is=>_ [ Pu(t)dtt
i=0 T2
s—1 s—1
:g @)+ F(b) + 23" fla+2ih) +4 5 fla+ (2i+ 1)) | .
i=1 1=0

8.5. Gestion d’erreur

On se bornera a 1’étude de I’erreur mathématique commise dans la méthode des
trapezes et celle de Simpson.
8.5.1. Erreur dans la méthode des trapézes

En formule simple on a vu que la quantité

(b—a)(f(a) + f(b)

I, =

approche
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En supposant ensuite que f admet des dérivées successives continues jusqu’a 1’ordre
2, on montre, grice & un développement de Taylor de p(h) a I’ordre 2 qu’on a

=0 < max |F(2)
S 12 €fa) ’

En formule composite, on déduit que

—a)?
b= ax |£(a).

T—Ip g 2=
" TS gz max

8.5.2. Erreur dans la méthode de Simpson

Utilisant la méthode précédente on trouve I’estimation de 1’erreur suivante, en
composite, pour des fonctions f admettant des dérivées successives continues jusqu’a
I’ordre 4

(b—a)®
I-1 ()
" s < ggp max [V @)

Lorsqu’on connait une majoration M de | f®(z) |, le pas choisi h qui permet d’avoir
au plus une erreur ¢ vérifie nécéssairement

(b—a)
18004 8O
d’ou
(b—a) 4
M <
g0 L AMSE
ou bien
180¢e
h< { ————.
(b—a)M

Le pas hesten O (/) .

Si on veut éviter d’utiliser une majoration de | f@ (m)| , on effectue les approxi-
mations I% et Ig/ > de I de pas respectifs i et h/2. La deuxiéme est peu coiiteuse,
puisqu’elle utilise certaines valeurs déja calculées. On réiteérera les calculs, en rempla-
cant h par h/2, et en effectuant le test d’arrét

h/2

‘IS I ‘<5.
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8.6. Exercices

8.6.1. Utilisations des méthodes des trapeézes et de Simpson
1) Créer le fichier f1.m correspondant a la fonction

x> fi(@) = exp(—2?).

2) Donner son graphe sur I'intervalle [0, 1] et dire quelle est la méthode d’intégra-
tion numérique adaptée pour le calcul approché de

1

I= /e*zzdx.

0

3) Calculer les valeurs approchées I; et I, de I par la méthode des trapezes et de
Simpson lorsqu’on utilise la subdivision (0, 1/4, 2/4, 3/4, 1).

4) Comparer avec la valeur donnée par la fonction int de Matlab.
(solution p. 257)

8.6.2. Programmation
1) Ecrire une fonction

It = ITrapezes(fonc,a,b,n),

qui permet de calculer une valeur approchée de

b
/ fonc(z)dz,

en utilisant la formule composite des trapezes, avec le pas
h=(b—a)/n.

On pourra écrire deux versions :
a) I’une utilisant un traitement itératif naturel ;
b) I’autre utilisant les opérations globales sur les tableaux

X =[aa+ h..a+nh], Y = fonc(X).
2) Ecrire de méme une fonction

Is = ISimpson(fonc,a,b,n).

(solution p. 259)
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8.6.3. Calculs approchés d’intégrales et gestion d’erreur

Soit la fonction
x> f(x) = exp(—z). cos(x).
1) Donner le graphe de cette fonction et une majoration de | f”(z)| et de | f) ()|
sur I'intervalle [0, 27].

2) Combien d’intervalles doit-on prendre pour obtenir, par la méthode composite
des trapézes, une valeur approchée 4 10 =2 prés de

27

I= /e*z cos(z)dz.

0

3) Méme question avec la méthode de Simpson.
4) Calculer It et Is pour les subdivisions respectives obtenues.
5) Vérifier le calcul de It en utilisant les fonctions prédéfinies de Marlab trapz et

quad.
6) Comparer les résultats précédents avec la valeur exacte donnée par Matlab.

(solution p. 261)

8.7. Solutions

Exercice 8.6.1

1) On définit le fichier texte f1.m

% fonction calculant y=exp(-x"2)
function y=f1(x)
y=exp(-x.*2);

2) On utilise la commande fplot pour obtenir le graphe de la fonction ainsi définie.

» fplot(’f1’,[0 1])
» grid on
» title("fonction f(x)=exp(-x"2)’)




258 Mathématiques avec Matlab

fonction f(x)=exp(-x)

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3
0

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L’allure de la courbe suggere 1’ utilisation de la méthode des trapezes ou de Simpson.

3) On utilise les formules composites des trapezes et de Simpson avec la subdivi-
sion (0, 1/4,2/4,3/4, 1). Ici, le pas est

h=(b-a)/4=1/4.

» It=((F1(0)+F1(1))/8)+((F1(1/4) +...
F1(2/4)+F1(3/4))/4)

1=0.7430

» Is=((F1(0)+F1(1)) 12)+((2*F1(2/4) + ...
4*F1(1/4)+4%F1(3/4))/12)

Is = 0.7469

4) Sous Matlab on a

» Syms X
» lexact =int(f1(x),0,1)
Iexact =1/2*erf(1)*pi™(1/2)
» double(Iexact)

ans = 0.7468

La fonction f; n’a pas de primitive explicite. Matlab utilise la fonction :

x —> erf(z) = /exp(—tQ)dt.

0

On constate que Is est plus proche de lexact que It.
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Exercice 8.6.2
1) a) On utilise les formules
n—1
_ (fonc(a) + fonc(b)) .
S = 5 +;fonc(a+zh),
It = hS.

Lorsqu’on déclare

function It = ITrapezes(fonc,a,b,n),
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le parametre fonc représente le nom du fichier contenant la fonction mathématique
fone. On utilise alors feval( fonc, ) pour calculer fonc(z). D’ou le programme ité-

ratif :

function It =ITrapezesA(fonc,a,b,n)

h = (b-a)/n;

S=(feval(fonc,a)+feval(fonc,b))/2;

for i=1 :n-1
S=S+feval(fonc,a+i*h);

end

It=S*h;

On le teste, sur la fonction f1 de I’exercice 8.6.1 (c’est le nom de cette fonction, sous

forme de chaine de caracteres, qui doit étre passé en parameétre).

» ITrapezesA(’f1°,0,1,4)
ans =0.7430

b) Pour créer le tableau

X =[aa+ h...a+nh],

dont la derniére valeur a + nh est exactement b, et pour éviter le cas ou I’arrondi de

a + nh est strictement supérieur a b, on déclare

X=a:h:b+h/2

function It =ITrapezesB(fonc,a,b,n)

h = (b-a)/n;

X =a :h :b+h/2;

Y= feval(fonc,X);

It= (h/2)*(Y(1)+Y(n+1))+h*sum(Y (2 :n)) ;

Ici sum(Y (2 : n)) calcule
n—1

Zfonc(a +ih).

i=1
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On teste sur la fonction f1

» ITrapezesB(’f1°,0,1,4)
ans =0.7430

L utilisation des opérations globales sur les tableaux de valeurs conduit a une syntaxe
moins naturelle, mais permet de minimiser les temps de calcul, lorsque le nombre n
d’intervalles devient grand :

» tic ;It=ITrapezesA(’f1’,0,1,15000) ;toc
elapsedtime = 0.9237
» tic ;It=ITrapezesB(’f1°,0,1,15000) ;toc
elapsedtime = 0.0031

2) On définit les tableaux

XO = [ab],
X, = [a+2ha+4h..b—2h],
X, = [a+ha+3h.b—h)

en tenant compte comme précédemment des erreurs éventuelles d’arrondi. On cal-
culera sum(Y0), sum(Y1) et sum(Y2) représentant les trois sommes respectives de la
formule de Simpson :
h s—1 s—1
I, =5 | f(a) + f(b) +2)_fla+2ih) +4> fla+ (2i+1)h)|.
3 i=1 i=0

function Is =ISimpson(fonc,a,b,n)

h = (b-a)/n;

s=n/2;

X0=[ab];

X1=a+2*h :2*h :b-h;

X2=a+h :2*h :b;

YO=feval(fonc,XO0);

Y 1=feval(fonc,X1);

Y2=feval(fonc,X2);
Is=h/3*(sum(Y0)+2*sum(Y 1)+4*sum(Y2));

Le test sur f1 donne

» ISimpson(’f1°,0,1,4)
ans =0.7469
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Exercice 8.6.3
1) On déclare la fonction et on trace son graphe

function y=f2(x)
y=exp(-x).*cos(x);

» fplot(’f2’,[0 2*pi])
» grid on ; dessineRepere

0.8

0.6

0.2

-0.2
0

L L L L L
1 2 3 4 5

On calcule les dérivées seconde et quatrieme de f2

» syms X real

» f2seconde=diff(diff(f2(x)))
f2seconde = 2*exp(-x)*sin(x)

» f2quatrieme=diff(diff(f2seconde))
f2quatrieme = -4*exp(-x)*cos(x)
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On en déduit que ces dérivées sont majorées respectivement par 2 et 4 sur I’intervalle

[0, 27].
2) Pour trouver les subdivisions demandées on utilise les estimations d’erreur
(b — a)3 "
I—Ir| < ——
1= Irl < g max | (a)].
bh— 5
1 15) < U e [0

180n* z€la,b]

Il vient, pour la méthode des trapezes

» a=0 ;b=2%pi ;epsilon=1e-3;
» nT=ceil(((b-a)"3/(6*epsilon))(1/2))
nT =204
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3) De méme, pour celle de Simpson

» nS=ceil(((b-a)"5*4/(180*epsilon))*(1/4))
nS =22

Il faut donc prendre 204 intervalles (et 205 points) pour la méthode composite des
trapézes, alors qu’il suffit d’utiliser n + 1 = 23 points, et s = n/2 = 11 intervalles
pour obtenir la méme précision de 10 2 par la méthode de Simpson.

4)

» [t=ITrapezesB(’f2’,0,2*pi,204)
1t =0.4991

» Is = ISimpson(’f2’,0,2%pi,22)
Is = 0.4990

5) La fonction prédéfinie de Matlab, trapz(X,Y), applique la méthode composite
des trapezes. On lui passe en paramétres

X = [xo, 1, ., Tny)

et

Y = [f(:l?o),f(ml); :f(wn)]

On obtient ici

» n=204;

» X1=0 :2*pi/n :2*pi+pi/n;
» X=X1";

» Y=12(X);

» [tMatlab=trapz(X,Y)
ItMatlab = 0.4991

quad(' f', a, b, eps) calcule, en utilisant la méthode de Simpson, une valeur approchée

a eps pres de
b
/ f(z)dz.

» quad(’f2’,0,2*pi,le-3,1)
ans = 0.4991

6) La fonction prédéfinie int de Matlab donne, lorsque cela est possible, la valeur
exacte de I’intégrale.

» lexact=int(f2(x),0,2*pi)
Texact = -1/2*exp(-2*pi)+1/2
» double(Iexact)

ans = 0.4991
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