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Introduction

L’objet de I’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de résolution de certains problémes

mathématiques, en général issus de la modélisation de problemes “réels", et dont on cherche a calculer la solution

a I’aide d’un ordinateur.

Le cours est structuré en quatre grands chapitres :

— Systemes linéaires

Systemes non linéaires

Optimisation

— Equations différentielles.

On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces différentes parties (ceci est une liste non exhaustive!) :

— P.G. Ciarlet, Introduction a I’analyse numérique et a I’optimisation, Masson, 1982, (pour les chapitre 1 a 3 de ce

polycopié).

M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles, Collection mathématiques appli-

quées pour la maitrise, Masson, (pour le chapitre 4 de ce polycopié).

J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles Collection Grenoble sciences Presses Universi-

taires de Grenoble

L. Dumas, Modélisation a 1’oral de 1’agrégation, calcul scientifique, Collection CAPES/Agrégation, Ellipses,

1999.

J. Hubbard, B. West, Equations différentielles et systemes dynamiques, Cassini.

P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée a I’art de I’ingénieur, tomes 1 et 2, Masson,

1987

L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices corrigés pour le 2eme cycle et les éécoles d’ingénieurs,

Enseignement des mathématiques, Masson, 1996.

— M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercices, (chapitres 1,2 et 4).

— D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4).

— P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliquée aux sciences de I’ingénieur, Paris, (1994)

— R. Temam, Analyse numérique, Collection SUP le mathématicien, Presses Universitaires de France, 1970.

Et pour les anglophiles...

— M. Braun, Differential Equations and their applications, Springer, New York, 1984 (chapitre 4).

— G. Dahlquist and A. Bjorck, Numerical Methods, Prentice Hall, Series in Automatic Computation, 1974, Engle-
wood Cliffs, NJ.

— R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. Wiley, New York, 1980 (chapitre 3).

— G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hopkins University Press, Baltimore (chapitre 1).

— R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 1962.

Ce cours a été rédigé pour la licence de mathématiques par télé-enseignement de 1’'université d’ Aix-Marseille 1.

Chaque chapitre est suivi d’un certian nombre d’exercices. On donne ensuite des suggestions pour effectuer les

exercices, puis des corrigés détaillés. Il est fortement conseillé d’essayer de faire les exercices d’abord sans ces

indications, et de ne regarder les corrigés détaillés qu une fois I’exercice achevé (méme si certaines questions n’ont

pas pu étre effectuées), ceci pour se préparer aux conditions d’examen.



Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On note My (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre N. Soit A € My (IR) une matrice inversible, et b €
RY ,on a comme objectif de résoudre le systeme linéaire Az = b, ¢’est a dire de trouver x solution de :

{ reRY

) (1.1.1)

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur x € RY solution de (1.1.1). Nous allons étudier dans les
deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vecteur x : la premicre partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes" et la deuxiéme aux méthodes “itératives". Nous aborderons ensuite en troisicme partie les
méthodes de résolution de problémes aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans I’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des systemes a résoudre. Entre
1980 et 2000, 1a taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté de facon drastique. La taille des systemes qu’on
peut résoudre sur ordinateur a donc également augmenté, selon I’ordre de grandeur suivant :

1980 : matrice “pleine” (tous les termes sont non nuls) N = 102

matrice “creuse” N =10
2000 :  matrice “pleine” N =108
matrice “creuse” N =108

Le développement des méthodes de résolution de systemes linéaires est liée a 1’évolution des machines infor-
matiques. Un grand nombre de recherches sont d’ailleurs en cours pour profiter au mieux de I’architecture des
machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures paralleles, par exemple).
Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systémes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de leur étude, nous commencons par
quelques rappels d’algebre linéaire.

1.2 Quelques rappels d’algebre linéaire

1.2.1 Norme induite

Définition 1.1 (Norme matricielle, norme induite) On note My (IR) I’espace vectoriel (sur R) des matrices
carrées d’ordre N .



1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1. On appelle norme matricielle sur My (IR) une norme || - || sur My(IR) t.q.
IAB| < ||A|||B]l, VA, B € Mn(R) (122)
2. On considéere RYN muni d’une norme || - ||. On appelle norme matricielle induite (ou norme induite) sur
My (RR) par la norme || - (R) définie par :
Al = sup{||Az[|; =€ R", |z|| =1}, VA € Mn(RR) (12.3)
Proposition 1.2 Soit M (IR) muni d’une norme induite || - ||. Alors pour toute matrice A € My (IR),ona :

1. | Az] < 4] o, Vo R,
2. Al = max {|[Az| 5[] =1, 2 € RV},

3.4 :max{|“/f|”” ; xelRN\{O}}.

4. || - || est une norme matricielle.

Démonstration :

A
1. Soit z € R™ \ {0}, posons y = ” & alors ||y|| = 1 donc ||Ay|| < ||A]|. On en déduit [ Az] < |4l et
x

donc [|Az|| < ||A]| ||z||. Si maintenant x = 0, alors Az = 0, et donc ||z|| = 0 et ||Az| = 0; I'inégalité
[[Az|| < ||A]l |||l est encore vérifiée.

L application ¢ définie de IR™ dans IR par : ¢(z) = ||Az| est continue sur la sphere unité S; = {z €
IRY | ||z|| = 1} qui est un compact de IR”"". Donc ¢ est bornée et atteint ses bornes : il existe zo € IR™ tel

que [[A[l = [|Azo||
A
3. La derniére égalité résulte du fait que ||| :T|| A Tzl || et — H ” € S1 pour tout x # 0.
x
L]
Proposition 1.3 Soit A = (a;); jeq1,..,.n} € Mn(R).
1. Onmunit R™ de la norme || - || oo et My (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || o0 . Alors
Ao = (ax Z| il (1.2.4)
2. On munit R™ de la norme || - ||, et M (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi | - ||1. Alors
Al = _max ZI a; | (125)
3. Onmunit RY de la norme || - ||2 et My (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||z.
[Alla = (p(A"A))=. (12.6)

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 3 page 36
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
1.2.2 Rayon spectral

Définition 1.4 (Valeurs propres et rayon spectral) Soir A € My (IR) une matrice inversible. On appelle valeur
propre de A tout \ € € tel qu’il existe v € T,z # 0 tel que Az = . L’élément x: est appelé vecteur propre de
A associé a \. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) = max{|\|; A € C, A valeur propre de A}.

Lemme 1.5 (Convergence et rayon spectral) On munit My (IR) d’une norme, notée || - ||. Soit A € My(IR).
Alors :

1. p(A) < 1si et seulement si A¥ — 0 quand k — co.

2. p(A) < 1= limsup,_,, |A*[|* < 1.

3. liminfy o [|[AF]|% < 1= p(A) < 1.

4. p(A) = limy_ o || A¥||%.

5. On suppose de plus que || - || une norme matricielle (induite ou non). Alors
p(A) < [|All

La démonstration de ce lemme fait I’objet de 1’exercice 5 page 37. Elle nécessite un résultat d’approximation du
rayon spectral par une norme induite bien choisie, que voici :

Remarque 1.6 (Convergence des suites) Une conséquence immédiate du lemme 1.5 page 6 est que si x(°) est
donné et %) défini par %tV = Az™) | alors la suite (J:(k))ke]N converge vers 0 si et seulement si p(A) < 1.

Proposition 1.7 (Rayon spectral et norme induite) Soient A € My (IR) et > 0.1l existe une norme sur R
(qui dépend de A et ¢) telle que la norme induite sur My (IR), notée || - || a,¢, vérifie | Al a.e < p(A) +e.

Démonstration :

Soit A € My(IR), alors par le lemme 1.8 donné ci-apres, il existe une base (f1,..., fv) de € et une famille
de complexes (Ai,;)i,j=1,...n,j<i telles que Af; = >, A j f;. Soit n €]0,1[, pour i = 1,..., N, on définit
e; = n'"1f;. La famille (e;);—1, . forme une base de €V . On définit alors une norme sur RY par ||z| =
(Zivzl aia_i)l/Q, ol les a; sont les composantes de = dans la base (e;);=1,... n. Notons que cette norme dépend de
A et de 7. Soit € > 0. Montrons que si 1) bien choisi,on a ||A|| < p(A) +¢e.Soitz =", ;|  a;e;. Comme

_ i
Aei= Y 0N,
1<5<i

on a donc:

Ar=3 " > 0 heue; =) (D 0 e

i=11<j<1 j=1 i=j
On en déduit que
[Az)* =Y O I higa) O 0" X ja),
=1 i=j i=j

soit encore

N N
| Az||* = Z )\jyjmaja_j + Z Z 7]k+272j>\k,jv,j04ka_l.
j=1

J=1  kt>j
(k0)#(7.5)

Comme 7 €]0, 1], on en conclut que :
[Az|* < p(A)]l]* + NZp(A)?||z]*n.

D’ou le résultat, en prenant 7 tel que nN3p(A)? < .
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
Lemme 1.8 (Triangularisation d’une matrice) Soit A € My (IR) une matrice carrée quelconque, alors il existe
une base (f1,..., fn) de C et une famille de complexes (X j)i=1,...N,j=1,..,N,j<i telles que Af; = N ;fi +

> j<iNijfj- De plus \; ; est valeur propre de A pour touti € {1,...,N}.

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théoréme qui nous sera utile dans 1’étude du conditionnement, ainsi que plus tard
dans I’étude des méthodes itératives.

Théoreme 1.9 (Matrices de la forme /d + A)

1. Soit une norme matricielle induite, Id la matrice identité de My (IR) et A € My (R) telle que || A|| < 1.
Alors la matrice Id + A est inversible et

1

Id+ A7 < ———.
Id+ 47 < g

2. Si une matrice de la forme Id + A € My (IR) est singuliére, alors || A|| > 1 pour toute norme matricielle

Démonstration :
1. La démonstration du point 1 fait I’objet de I’exercice 9 page 37.

2. Si la matrice Id + A € My(IR) est singuliére, alors A = —1 est valeur propre, et donc en utilisant la
proposition 1.7, on obtient que || A|| > p(A) > 1.
(]

1.2.3 Matrices diagonalisables

Définition 1.10 (Matrice diagonalisable) Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On dit que A est diago-
nalisable dans TR si il existe une base (¢, ...,dy) et des réels \1,..., N\, (pas forcément distincts) tels que
Ap; = Nip; pouri = 1,... n.Lesréels \1, ..., \, sont les valeurs propres de A, et les vecteurs ¢1, . . ., ¢y, sont
les vecteurs propres associés.

Vous connaissez sirement aussi la diagonalisation dans € : une matrice réelle carrée d’ordre n est diagonalisable
dans C si il existe une base (¢1,...,¢,) de C" et des nombres complexes A1, ..., A, (pas forcément distincts)
tels que Ap; = \j¢; pouri = 1,... n.Ici et dans toute la suite, comme on résout des systémes linéaire réels, on
préfere travailler avec la diagonlaisation dans IR ; cependant il y a des cas ou la diagonalisation dans C est utile et
méme nécessaire (étude de stabilité des systemes diférentiels, par exemple). Par souci de clarté, nous préciserons
toujours si la diagonalisation considérée est dans IR ou dans C.

Lemme 1.11 Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans R.. Alors

A = Pdiag(\i, ..., \,) P71,
ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux aux vecteurs @1, . .., ¢y
Démonstration Soit P la matrice définie (de maniere unique) par Pe; = ¢;, ou (61)1:1,...,71 est la base canonique
de IR"™, c’est-a-dire que (e;); = d; ;. La matrice P est appelée matrice de passage de la base (e;);=1,..., & la base
(¢i)i=1,...n ; lai-me colonne de P est constituée des composantes de ¢; dans la base canonique (e, ..., en).

La matrice P est évidemment inversible, et on peut écrire :

Ap; = APe; = \i¢,

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 7 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
de sorte que :

PilAPGi = )\ipil(ﬁi = )\161
On a donc bien P~*AP = diag(A1, ..., \,) (ouencore A = Pdiag(\1,. .., \)P71).

La diagonalisation des matrices réelles symétriques est un outil qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices.

Lemme 1.12 Soit E un espace vectoriel sur IR, de dimension finie : dimE = n, n € IN*, muni d’un produit
scalaire i.e. d’une application
ExFE—1R,
(z,y) = (& y),
qui vérifie :
Vee E,(x|x)g >0et(z|2)p=0<2=0,
V(z,y) € B2, (z | y)p = (y | 2)E,
Yy € E, lapplication de E dans R, définie par x — (x| y) g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = /(2 | 2)g.

Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T' est symétrique, c.a.d. que (T(x) | y)g = (x|
T(y))g, V(z,y) € E? . Alors il existe une base orthonormée (f1 ... f,) de E (c.a.d.telle que (f;, f;)p = 0, ;) et
(A1 .. \n) € R" tels que T(f;) = Ai fi pour touti € {1...n}.

Conséquence immédiate : Dans le cas od £ = IR, le produit scalaire canonique de z = (x1,...,zN)" et
y=(y1,...,yn)  estdéfinipar (z | y)p =z -y = Zivzl x;y;- S1 A € My (IR) est une matrice symétrique, alors
I’application T définie de E dans E par : T'(x) = Aw est linéaire, et : (Tz|y) = Az -y = x- Aly = - Ay =
(2 | Ty). Donc T est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il existe (f1 ... fn) et (A1...An) € IR tels
que sz = Afz = )\ZfZVZ S {1, A ,N} et fz . fj = 5i7j,V(i,j) S {1, .. .,N}2.

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (ey, ..., en) base canonique dans (f1, ..., fn)
dont la premiére colonne de P est constituée des coordonnées de f; dans (e1...exn).Ona: Pe; = f;. On a alors
P~ 1APe; = P7YAf, = P7Y(\ifi) = Nie; = diag(\1, ..., An)ei, ot diag(A1, ..., \n) désigne la matrice

diagonale de coefficients diagonaux A1, ..., Any.On a donc:
Ai 0
P7'AP = =D.
0 AN

De plus P est orthogonale,i.e. P~ = P!, En effet,
PtPei-ej :Pei -Pej = (fz|fj> :51'_0' VZ,] € {1N},

etdonc (P'Pe; —e;)-e; =0 Vj€{l...N} Vi€ {l,... N}.Onen déduit P'Pe;, = ¢, pourtouti = 1,... N,
ie. P'P = PP! = Id.

Démonstration du lemme 1.12 Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimension de E.
lére étape.

On suppose dimE = 1. Soite € E,e # 0,alors E = IRe = f; avec f1 = ﬁ. Soit T' : E — F linéaire
&

symétrique,on a : T'f; € IR fi donc il existe A\ € R tel que T'f1 = A1 f1.

2éme étape.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 8 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
On suppose le lemme vrai si dimFE < n. On montre alors le lemme si dimE = n. Soit E un espace vectoriel
normé sur IR tel que dimFE =netT : E — E linéaire symétrique. Soit ¢ 1’application définie par :

v: EFE—1R

L application ¢ est continue sur la sphére unité S; = {z € E| ||z|| = 1} qui est compacte car dimE < 400} il
existe donc e € S; tel que p(x) < p(e) = (Te | e) = A pourtout z € E.Soity € E \ {0}, et soit ¢ €]0, ”—;”[
alors e + ty # 0. On en déduit que :

e+ty (e+ty)| e—l—ty)

e+ iyl e+ tyll Te + tull) &
donc AN(e+ty |e+ty)r > (T'(e +ty) | e + ty). En développant on obtient :

M2t(e | y) + 2y [ 9)e] = 26T (e) | y) +2(T(y) | y)&-

Comme t > 0, ceci donne :

€ Sy donc p(e) = A > (T

A2(e [y) +ily [ y)s] = 2(T(e) [ y) +UT(y) [ y)e-
En faisant tendre ¢ vers 07, on obtient 2\ (e | y) g > 2(T'(e) | y), Soit 0 > (T'(e) — Xe | y) pour touty € E \ {0}.
De méme pour z = —yona0 > (T(e) — Ae|z) donc (T'(e) — Ae | y) > 0.D’ou (T'(e) — Ae | y) = 0 pour tout
y € E.On en déduit que T'(¢) = Ae. On pose f, = eet A\, = .

Soit ' = {z € F;(x | e) = 0},onadonc F # E,et E = F@Re : on peut décomposer z € F comme
(x = x— (x| e)le+ (z | e)e). L’application S = T'| est linéaire symétrique et on a dimF = n — 1. et
S(F) C F.On peut donc utiliser I’hypothése de récurrence : I(A\1 ... Ap—1) € R et I(f1... fn_1) € E™ tels
que Vi € {1 Loon = 1}, sz = sz = )\zfz’ et V’L,j € {1 oo = 1}, (fz | f]) = 61'.,]" Et donc ()\1 . >\N) et
(f1 ... fn) conviennent.

1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.13 (Méthode directe) On appelle méthode directe de résolution de (1.1.1) une méthode qui donne
exactement x (A et b étant connus) solution de (1.1.1) aprés un nombre fini d’opérations élémentaires (+,—, X, /).

Parmi les méthodes de résolution du systeme (1.1.1) on citera :
- la méthode de Gauss (avec pivot)
- la méthode LU, qui est une réécriture de la méthode Gauss.

Nous rappelons la méthode de Gauss et la méthode LU et nous étudierons plus en détails la méthode de Choleski,
qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Meéthode de Gauss et méthode LU

Soit A € My(IR) une matrice inversible, et b € IR™ . On cherche a calculer z € IR™ tel que Az = b. Le principe
de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opérations simples (combinaisons linéaires), a un systéme
triangulaire équivalent, qui sera donc facile 2 inverser. On pose A() = A et b) = b.Pouri = 1,...,N —1,0n
cherche a calculer AGHD) et b0+ tels que les systemes AWz = b et A0+ = p(+1) soient équivalents, o
A est une matrice de la forme suivante :

Une fois la matrice A(Y) (triangulaire supérieure) et le vecteur b"Y) calculés, il sera facile de résoudre le systéme
ANz = p(N) Le calcul de AXY) est I’étape de “factorisation”, le calcul de b(™) I"étape de “descente", et le calcul

de x I’étape de “remontée". Donnons les détails de ces trois étapes.
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1 1 N N
ol af'y N o)
0 0.
O] :
O ai i
W _ (iy. : Ny _
A = a; {1 : A =
_0 ---- 0 ag\f),i s agv),_N _O 0 axﬁ

FIGURE 1.1 — Allure des matrices de Gauss a I’étape 7 et a I’étape [V

1 1
I S X
0
; : (i+1
AGFD = | 0 o,
: : (¢+1)
'L+2'L+L
...... :(¢+1) (§+1)
70 0 ANi+1 AN,N |

FIGURE 1.2 — Allure de la matrice de Gauss a I’étape 7 + 1

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matrice A" a la matrice ACTY, on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront d’annuler les coefficients de la ¢-¢me colonne situés en dessous
de la ligne ¢ (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membre b en conséquence. L’étape de factorisation et descente s’écrit donc :
1. Pourk <ietpourj=1,..., N,on pose a( +1) (Z b(Hl) b](j) .

2. Pour k > i,si az(zl) # 0, on pose :

( )
a](jjl) = al(Cz,?]i (ZZ z(]’ pourk*j?"'vNa (137)
. _ (1
bt = o) - 'Z) b, (138)

La matrice AC+1) est de la forme donnée sur la figure 1.3.2. Remarquons que le systeme AG+1) g = p+1) est
bien équivalent au systeme AWy = p(0),

Si la condition a( # 0 est vérifiée pour ¢ = 1 a IV, on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un systeme
linéaire ANz = b(N ) équivalent au systéme Az = b, avec une matrice AN) triangulaire supérieure facile a
inverser. On verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas ou la condition aE? #0
n’est pas vérifiée.
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Etape de remontée Il reste a résoudre le systeme AN)z = (V) Ceci est une étape facile. Comme AY) est une

matrice inversible, on a afj # 0 pour tout i1, ..., N, et comme AY) est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantes de x en “remontant", ¢’est—a—dire de la composante x v a la composante z; :

H(V)
TN = N
ajvn
1 .
=N (b — Z agg)ﬂﬂj)ai =N-1,...,1.
@i j=i+1,N

Coiit de la méthode de Gauss (nombre d’opérations) On peut montrer (on fera le calcul de maniere détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est %N 3+ O(N?).

En ce qui concerne la place mémoire, on peut trés bien stocker les itérés A*) dans la matrice A de départ, ce qu’on
n’a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci de clarté.

Décomposition LU  Si le systtme Az = b doit étre résolu pour plusieurs second membres b, il est évident qu’on
a intérét a ne faire 1’étape de factorisation (i.e. le calcul de AM)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente
et remontée (i.e. le calcul de b(V) et z) seront faits pour chaque vecteur b. L’étape de factorisation peut se faire en
décomposant la matrice A sous la forme LU.

On admettra le théoreme suivant (voir par exemple le livre de Ciarlet cité en début de cours.

Théoreme 1.14 (Décomposition LU d’une matrice) Soit A € My (IR) une matrice inversible, il existe une ma-
trice de permutation P telle que, pour cette matrice de permutation, il existe un et un seul couple de matrices
(L,U) our L est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux a 1 et U est triangulaire supérieure, vérifiant

PA=LU.

Cette décomposition peut se calculer tres facilement a partir de la méthode de Gauss. Pour simplifier I’écriture, on

supposera ici que lors de la méthode de Gauss, la condition az(zl) # 0 est vérifiée pour tout 7 = 1,..., N. Dans
ce cas, la matrice de permutation P du théoréme 1.14 est la matrice identité. La matrice L a comme coefficients
)
li; = % pouri > j,¥¢;; = lpourtouti = 1,...,N,etf; ; = 0 pour j > %, et la matrice U est égale a la
@40
matrice AXN). On peut vérifier que A = LU grace au fait que le systeme ANz = (V) est équivalent au systeme
Az = b. En effet, comme ANz = b(V) et (V) = L1, on en déduit que LUx = b, et comme A et LU sont
inversibles, on en déduit que A~'b = (LU)~'b pour tout b € IR™ . Ceci démontre que A = LU.

Techniques de pivot Dans la présentation de la méthode de Gauss et de la décomposition LU, on a supposé que

la condition al(ii) # 0 était vérifiée a chaque étape. Or il peut s’avérer que ce ne soit pas le cas, ou que, méme si la
condition est vérifiée, le “pivot" az(-ii) soit trés petit, ce qui peut entrainer des erreurs d’arrondi importantes dans les
calculs. On peut résoudre ce probleme en utilisant les techniques de “pivot partiel" ou “pivot total", qui reviennent
a choisir une matrice de permutation P qui n’est pas forcément égale a la matrice identité dans le théoreme 1.14.

Placons-nous a I’itération 4 de la méthode de Gauss. Comme la matrice A() est forcément non singuliére, on a :
a:

0

NURON
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On a donc en particulier

o e,

)

det # 0.

O
Dl
Pijot partiel Oq déduit qu’il existe ig € {i,..., N} tel que al([?i # 0. On choisit alors ig € {i,..., N} tel que
|a£3)l| = max{|a§;)i|, k =1i,...,N}.On échange alors les lignes 7 et 7o (dans la matrice A et le second membre b)
et on continue la procédure de Gauss décrite plus haut.

Pivot total On choisit maintenant ig et jo € {i,..., N} tels que |az(-i)7jo| = max{|a,(;;)j|, k=14,...,N,j =
i,..., N}, eton échange alors les lignes 7 et iy (dans la matrice A et le second membre b), les colonnes j et jo de
A et les inconnues x; et x;, .

L’intérét de ces stratégies de pivot est qu’on aboutit toujours a la résolution du systeme (dés que A est inversible).
La stratégie du pivot total permet une moins grande sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est
qu’on change la structure de A : si, par exemple la matrice avait tous ses termes non nuls sur quelques diagonales
seulement, ceci n’est plus vrai pour la matrice AXV).

1.3.3 Version programmable des algorithmes de Gauss et LU pour un systéme carré

On donne dans ce paragraphe la version “programmable” de 1’algorithme de Gauss et de la maéthode LU pour une
matrice carrée d’ordre n.
On souhaite résoudre Az = b, avec A € M, (IR) inversible et un ou plusieurs second membres b € IR".

Méthode de Gauss sans pivot

1. (Factorisation et descente) Pour ¢ allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas la i-eme ligne
Ui j = Qi jpourj =1,...,n,
yi = b

(b) On change les lignes ¢ + 1 a n (et le second membre) en utilisant la ligne ¢. Pour j allantde i+ 1 an:
lii = % (sia;; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pour k allant de i +lan,a;r = ajr —lja; (noter que a;; = 0)
bj =bj — iy

2. (Remontée) On calcule =

Pour i allantde n a 1,

Ti = ufl (yi — Z?:Hl U; jT;5)

Méthode LU sans pivot

La méthode LU se déduit de la méthode de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé la matrice L, on
peut effectuer les calculs sur b apres les calculs sur A. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Pour ¢ allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas la i-eme ligne

ui_,j = aiyj pOllI'j =1,...,N,
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(b) On change les lignes ¢ + 1 a n (et le second membre) en utilisant la ligne 7. Pour j allantde ¢ + 1 an :

lii = Z:—: (sia;; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pour k dei +1lan,a;r = ajr —lja;, (noter que a;; = 0)
2. (Descente) On calcule y (avec Ly = b)
Pour ¢ allantde 1 a n,
yi = b; — Z;;ll l;,kyx (on a implicitement [; ; = 1)
3. (Remontée) On calcule z (avec Uz = y)

Pour 7 allantde n a1,

1
Wi (yi — Z?:Hl U; jT;5)

Xr; =

Méthode LU avec pivot partiel

Laméthode LU avec pivot partiel consiste simplement a remarquer que 1’ordre dans lequel les équations sont prises
n’a aucune importance pour 1’algorithme. Au départ de 1’algorithme, on se donne la bijection ¢ de {1, ...,n} dans
{1,...,n} définie par t(i) = i, et qui va &tre modfiée au cours de I’algorithme pour tenir compte du choix du
pivot. On écrit I’algorithme précédent avec les nouveaux indices de ligne ¢(4), ce qui donne :

1. (Factorisation) Pour ¢ allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :
(a) Choix du pivot (et de (7)) : on cherche k € {i,...,n} t.q. |aym) ;| = max{|ayq) |, 1 € {7,...,n}}.
On change alors ¢ en prenant £(i) = t(k) et t(k) = ¢(7).
On ne change pas la ligne ¢(7)

Ug(s),j = Qy(i),j POUr j =4, ..., n,

(b) On modifie les lignes t(j) autres que les lignes ¢(1),...,#(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne ¢(¢). Donc pour ¢(j) € {t(i + 1),...,t(n)} (noter qu’on a uniquement besoin de connaiy 3 tre
I’ensemble , et pas I’ordre) :

Ge(g).i

Ui = e
pour kde i+ 1an,ayjy k= ay;)r — li(5),i0 ),k (NOter que ay(jy; = 0)

2. (Descente) On calcule y
Pour 7 allant de 1 a n,
Yi = bys) — 23;11 L
3. (Remontée) On calcule x
Pour i allantde n a1,

T = ;(yi - Z?:Hl ut(i),jxj)

Ut (i),
NB : On a change I’ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableau ¢ donne cet ordre). Donc, on a
aussi changé I’ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre. Par contre, on n’a pas touché a
I’ordre dans lequel interviennent les composantes de z et y.

Il reste maintenant a signaler le “miracle" de cet algorithme. . .1l est inutile de connaitre compleétement ¢ pour faire
cet algorithme. A 1’étape i de I’item 1 (et d’ailleurs aussi a I’étape ¢ de Iitem 2), il suffit de connaitre ¢(j) pour
j allant de 1 a ¢, les opérations de 1(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ordre quelconque).
11 suffit donc de partir d’une bijection arbitraire de {1,...,n} dans {1,...,n} (par exemple I’identité) et de la
modifier & chaque étape. Pour que Ialgorithme aboutisse, il suffit que a;(;); # 0 (ce qui toujours possible car A
est inversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondis, on a intérét a choisir (i) pour que |ay ;) ;| soit le plus grand
possible. Ceci suggere de faire le choix suivant de ¢(¢) a I’étape ¢ de I’item 1(a) de I’algorithme (et c’est a cette
étape que t() doit étre défini) :
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on cherche k € {i,...,n} t.q. laym) | = max{|ayq)l, ! € {4,...,n}}.On change alors ¢ en prenant ¢(i) = t(k)
et t(k) = ().

Remarque : L’introduction des matrices L et U et des vecteurs y et  n’est pas nécessaire (tout peut s’écrire
avec la matrice A et le vecteur b, que 1’on modifie au cours de 1’algorithme). L’introduction de L, U, x et y peut
toutefois aider a comprendre la méthode. Le principe retenu est que, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matrice A et le second membre b (en remplagant le systeéme a résoudre par un systéme équivalent) mais
on ne modifie jamais L, U, y et x (qui sont définis au cours de 1’algorithme).

Remarque L’algorithme se ramene donc a résoudre LUz = b, en faisant Ly = b et Uz = y. Quand on fait

Ly = b les equations sont dans I’ordre ¢(1), . . ., t(n) (les composantes de b sont donc aussi prises dans cet ordre),

mais le vecteur y est bien (y1,. .., y,)" (¢ signifie ici “transposé" pour obtenir un vecteur colonne). Puis, on fait

Uz = y, les equations sont toujours dans I'ordre ¢(1),...,¢(n) mais les vecteurs = et y sont (z1,...,2,)" et
t

(yla"'ayn) .

1.3.4 Méthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode directe adaptée au cas out A est symétrique
définie positive. On rappelle qu’une matrice A € My (IR) de coefficients (a; ;)i—1,n,j=1,n est symétrique si
A = A, ou A' désigne la transposée de A, définie par les coefficients (a;;)i=1,n j—1,n, €t que A est définie
positive si Az -z > 0 pour tout z € IR” tel que = # 0. Dans toute la suite, z - y désigne le produit scalaire des
deux vecteurs z et y de R™. On rappelle (exercice) que si A est symétrique définie positive elle est en particulier
inversible.

Description de la méthode

La méthode de Choleski consiste 2 trouver une décomposition de A de la forme A = LL?, ou L est triangulaire
inférieure de coefficients diagonaux strictement positifs. On résout alors le systtme Az = b en résolvant d’abord
Ly = b puis le systtme Ltz = y. Une fois la matrice A “factorisée", c’est—a—dire la décomposition LL* obtenue
(voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de “descente" et “remontée" :

1. Etape 1 : “descente" Le systeme Ly = b s’écrit :
i O Y1 by
Ly=| i . D=
Ini ... InN YN by

Ce systeme s’écrit composante par composante en partant de ¢ = 1.

b
leyl = bl, donc Yy = g—l
1,1
1
l3.1y1 + £2,2y2 = by, donc Yo = E—(bQ —l2191)
2,2
: . :
> ijy; = bi, donc yi = 5—(bi— > tigys)
Jj=1,i b j=1,i—1
: . :
Z EN,jyj = b]\[7 donc YN = —(bN — Z EN,jyj).
. NN .
j=1,N ’ j=1,N—1
On calcule ainsi y1, y2, ..., YN -
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2. Etape 2 : “remontée" On calcule maintenant x solution de Liz = y.

6171 6271 e gN.,l T Y
0 -
Liz = : =
0 EN,N TN YN
On a donc :
YN
EN,NIL'N = YN donc IN = —
N,N
¢ ¢ _ d _ yNn-1—{¢N.N-1ZTN
N-1,N—1ZN-1 t {N N-1ZN = YN-—1 dOncTN_1 = T NN
Y1 — 2 j—an b
E ngIL'j =Y donc T = 7 .
SN 1,1
On calcule ainsi xn, *N_1,...,21.

Existence et unicité de la décomposition

On donne ici le résultat d’unicité de la décomposition LL! d’une matrice symétrique définie positive ainsi qu’un
procédé constructif de la matrice L.

Théoreme 1.15 (Décomposition de Choleski) Soit A € My (IR) avec N > 1. On suppose que A est symétrique
définie positive. Alors il existe une unique matrice L € My (R), L = (£;5)};_,, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est—a—dire {; ; = 0 si j > 1),

2. 4;; > 0,pourtouti € {1,...,N},

3. A=LL".

Démonstration : On sait déja par le théoreme 1.14 page 11, qi’il existe une matrice de permutation et L triangulaire
inférieure et U triangulaire supérieure PA = LU . Ici on va montrer que dans le cas ou la matrice est symétrique, la
décomposition est toujours possible sans permutation. Nous donnons ici une démonstration directe de 1’existence
et de I"unicité de la décomposition LL* qui a I’avantage d’étre constructive.

Existence de L : démonstration par récurrence sur [V

1. Danslecas N = 1,ona A = (aq,1). Comme A est symétrique définie positive,on a a; ; > 0. On peut donc
définir L = (¢11) ot {11 = \/ari,etonabien A = LL".

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pour A € M,,(IR) symétrique définie positive, pour
1 < p < N et on va démontrer que la propriété est encore vraie pour A € My 11(IR) symétrique définie
positive. Soit donc A € M 41 (IR) symétrique définie positive ; on peut écrire A sous la forme :

(13.9)

ol B € My(IR) est symétrique, a € IRV et & € IR. Montrons que B est définie positive, c.a.d. que

By-y > 0,pourtouty € R™ tel que y # 0. Soitdonc y € RN \ {0}, etz = [g] e RV Comme A est
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symétrique définie positive,on a :
vl |y Byl |y
-
0 0 aly 0

donc B est définie positive. Par hypothése de récurrence, il existe une matrice M € My(IR) M =
(mi,j)gjzl telle que :

(@ my; =0sij>1

(b)y m;; >0

(c) B=MM".
On va chercher L sous la forme :

0< Az -z =

L= (1.3.10)
bt A

avec b € lRN, A€ ]Ri tels que LL' = A. Pour déterminer b et \, calculons LL! ou L est de la forme
(1.3.10) et identifions avec A :

B i
b Dol Lo 1o Lo o

On cherche b € RY et A € IR} tels que LL' = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

Mb=aetbb+ )\ =a.

Comme M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = Hf\;l m;,; > 0),la premiére éga-
lité ci-dessus donne : b = M ~'a et en remplagant dans la deuxieme égalité, on obtient : (M ~ta)! (M ~ta)+
A? = a,donc a'(M*)"1M~ta + A\? = a soit encore a' (M M*")1a + \? = «a, c’est-a—dire :

B la+ N\ =a (1.3.11)
Pour que (1.3.11) soit vérifiée, il faut que
a—a'B™la>0 (1.3.12)
-1
Montrons que la condition (1.3.12) est effectivement vérifiée : Soit z = 1 “ ) e R . Onaz #0
etdonc Az - z > 0 car A est symétrique définie positive. Calculons Az :
—1. 7
B a B~ "a 0
-1 | atB7'a — o

Onadonc Az - z = a — a'B~'a > 0 ce qui montre que (1.3.12) est vérifiée. On peut ainsi choisir
A =+Va—atB~1ta (> 0) de telle sorte que (1.3.11) est vérifiée. Posons :

R

o [ ]

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 16 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
La matrice L est bien triangulaire inférieure et vérifie £, ; > 0 et A = LL.

On a terminé ainsi la partie “existence”.

Unicité et calcul de L. Soit A € My (IR) symétrique définie positive; on vient de montrer qu’il existe L €
M (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0sij >, ¢;; > 0et A= LL*.On adonc:

N
aij =3 liwlin, V(i,5)€{l...N}>. (13.13)
k=1
1. Calculons la lere colonne de L ; pour 7 = 1,ona:
al,l = £1,1€171 dOnC El,l = a/l,l (al,l > 0 car El,l existe )7
a1 = {2,101,1 donc la 1 = 21
a€1,1
@iy = lialyy done by = 52 Vi€ {2,... N},
1,1

2. On suppose avoir calculé les p premieres colonnes de L. On calcule la colonne (¢ + 1) en prenant j = g + 1
dans (1.3.13)

q+1
Pouri=q+1,aq11,4+1 = Z€q+17k€q+17k donc
k=1
q
lotrgrr = (Agr1g11 — D Lap1rlorr i)/ > 0. (13.14)

k=1

q

Notons que ag41,q+1 — Z lyi110q+1, > 0 car L existe : il est indispensable d’avoir d’abord montré
k=1

I’existence de L pour pouvoir exhiber le coefficient {41 ¢41.

On procede de la méme maniere pouri =q + 2,...,N;ona:
q+1 q
Qig+1 = E liklgrre = E Ciklorik + bigrilorign
k=1 k=1
et donc

q
1
bigr1 = (ai,qul - Zgi,kqurl,k) A (13.15)

k=1 Cov1.g+1

On calcule ainsi toutes les colonnes de L. On a donc montré que L est unique par un moyen constructif de
calcul de L.
(]

Calcul du coiit de 1a méthode de Choleski

Calcul du coiit de calcul de la matrice . Dans le procédé de calcul de L exposé ci-dessus, le nombre d’opé-
rations pour calculer la premiere colonne est V. Calculons, pour p = 0, ..., N — 1, le nombre d’opérations pour
calculer la (p + 1)-ieéme colonne : pour la colonne (p + 1), le nombre d’opérations par ligne est 2p + 1, car le
calcul de £,,41 p+1 par la formule (1.3.14) nécessite p multiplications, p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations; le calcul de ¢; ;1 par la formule (1.3.15) nécessite p multiplications, p soustractions et
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une division, soit encore 2p + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignes p + 1 a N (car £; 1 = 0 pour

i < p), le nombre d’opérations pour calculer la (p + 1)-iéme colonne est donc (2p + 1)(N — p). On en déduit que

le nombre d’opérations Nz, nécessaires au calcul de L est :

N-1 N-1 N-1 N-1 N-1
No =Y @+D)(N=—p)=2N> p-2> pP+N> 1->p
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0
N-1
N(N—=1) o 2
=(@N-1)——F—+N —2) pt
p=0
N-1
(On rappelle que 2 p=N(N —1).) Il reste a calculer C'y = N p?, en remarquant par exemple que
ppelie q p=0 q p pleq
p=0
N N N N N N
S+p)? =D 147437 +3p =D 1+> pP+3> p*+3d p
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0 p=0
N+1 N
= Zp3:2p3+(]\7+1>3.
p=1 p=0

On adonc 3Cy + 3% + N +1= (N +1),d ot on déduit que

oy = NV + 123(2N +1)

On a donc :
N(N -1)

N, =(2N-1) —2CN-1 + N?

2N24+3N+1\ N3 N2 N N3 )
=N (T = = L o(N?).
( 6 ) gt T T )

Coiit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode LL' Nous pouvons maintenant calculer le cofit
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécessaire a la résolution de (1.1.1) par la méthode de Choleski
pour A € My (IR) symétrique définie positive. On a besoin de Ny, opérations pour le calcul de L, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les étapes de descente et remontée. Le calcul de y solution de
Ly = b s’effectue en résolvant le systeme :

5171 0 Y1 bl
EN,l A éN,1 YN bN

b
Pour la ligne 1, le calcul y; = g—l s’effectue en une opération.
1,1

Pour les lignes p = 2 a N, le calcul y, = (bp - Zf:_ll Eiypyi) /lp p s’effectue en (p — 1) (multiplications)
+(p — 2) (additions) +1 soustraction +1 (division) = 2p — 1 opérations. Le calcul de y (descente) s’effectue donc
en Ny = Z;V:l(Qp —1) = N(N +1) — N = N2. On peut calculer de maniére similaire le nombre d’opérations
nécessaires pour I’étape de remontée No = N2. Le nombre total d’opérations pour calculer z solution de (1.1.1)
par la méthode de Choleski est No = N, + N; + Na = NTS + NTZ + % +2N?% = NTS' + 5%2 + %. L’étape la plus
cofiteuse est donc la factorisation de A.
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Remarque 1.16 (Décomposition LD L') Dans les programmes informatiques, on préfére implanter la variante

suivante de la décomposition de Choleski : A = LDL* oi D est la matrice diagonale définie par di; = 6121 L;; =

LD, ot D est la matrice diagonale définie par d; ; = {; ;. Cette décomposition a I’avantage de ne pas faire
intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opération plus compliquée que les opérations “élémentaires"
(X , +, _)'

1.3.5 Quelques propriétés
Comparaison Gauss/Choleski

Soit A € My (IR) inversible, la résolution de (1.1.1) par la méthode de Gauss demande 2N /3+0(N?) opérations
(exercice). Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chere.

Et la méthode de Cramer ?

Soit A € My(IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la résolution de (1.1.1) consiste &
calculer les composantes de z par les formules :
o det(Az)

= 1N
T et (A)

)

ou A; est la matrice carrée d’ordre NV obtenue a partir de A en remplacant la i-¢éme colonne de A par le vecteur b,
et det(A) désigne le déterminant de A.
Chaque calcul de déterminant d’une matrice carrée d’ordre N nécessite au moins V! opérations (voir cours L1-L2,
ou livres d’algebre linéaire proposés en avant-propos). Par exemple, pour N = 10, la méthode de Gauss nécessite
environ 700 opérations, la méthode de Choleski environ 350 et la méthode de Cramer plus de 4 000 000. ... Cette
derniere méthode est donc a proscrire.

Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de systémes linéaires issus de la discrétisation !
de problémes réels, la matrice A € My (IR) est “creuse", au sens ol un grand nombre de ses coefficients sont nuls.
11 est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie de mémoire de connaitre le “profil" de la matrice, donné
dans le cas ol la matrice est symétrique, par les indices j; = min{j € {1,..., N} tels que a; ; # 0}. Le profil de
la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des coefficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil" de A, en
stockant, pour chaque ligne 7 la valeur de j; et des coefficients a; 1, pour k = ¢ — j;, ..., 4, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire, comme on peut s’en rendre compte sur la figure 1.3.5.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 1.15) que ¢; ; = 0'si j < j;. Donc si on
a adopté un stockage “profil" de A, on peut utiliser le méme stockage pour L.

Matrices non symétriques

Soit A € My(IR) inversible. On ne suppose plus ici que A est symétrique. On cherche a calculer = € RY
solution de (1.1.1) par la méthode de Choleski. Ceci est possible en remarquant que : Az = b < A Az = A?b car
det(A) = det(A?) # 0. 11 ne reste alors plus qu’a vérifier que A’ A est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matrice A € M (IR), la matrice AA? est symétrique. Pour cela on utilise le fait que

1. On appelle discrétisation le fait de se ramer d’un probléme ol I’inconnue est une fonction en un probléme ayant un nombre fini d’incon-
nues.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 19 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

5
L
7,

%

FIGURE 1.3 — Exemple de profil d’une matrice symétrique

si B € My(IR), alors B est symétrique si et seulement si Bz -y = 2 - By et Bz -y = 2 - Bty pour tout
(z,y) € (R™)2. En prenant B = A’ A, on en déduit que A’ A est symétrique. De plus, comme A est inversible,
AtAz -z = Ax - Az = |Az|* > 0si z # 0. La matrice A A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste donc a calculer A*A et A’b, puis a
résoudre le systéme linéaire A’ A - 2 = A'D par la méthode de Choleski “symétrique".

Cette maniere de faire est plutdt moins efficace que la décomposition LU puisque le cofit de la décomposition
LU est de 2N3/3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique nécessite au moins
4N3 /3 opérations (voir exercice 14).

Systemes linéaires non carrés

On considére ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne par M s v (IR) ’ensemble des matrices réelles
a M lignes et N colonnes. Pour A € My v(IR), M > Netb € R™M, on cherche z € RY tel que

Az = b. (13.16)

Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général pas de solution. On cherche
z € RY qui vérifie le sytéme (1.3.16) “au mieux". On introduit pour cela une fonction f définie delR” dans IR
par :

f(a) = [Az — b,

ol |z = v/z - x désigne la norme euclidienne sur IR™ . La fonction f ainsi définie est évidemment positive, et s’il
existe « qui annule f, alors x est solution du systeme (1.3.16). Comme on I’a dit, un tel = n’existe pas forcément,
et on cherche alors un vecteur  qui vérifie (1.3.16) “au mieux", au sens ol f(z) soit le plus proche de 0. On
cherche donc = € IRY satisfaisant (1.3.16) en minimisant f, c.a.d. en cherchant z € IRY solution du probléme
d’optimisation :

fl@) < fly) vy e RY (13.17)

On peut réécrire f sous la forme : f(z) = A*Ax -z — 2b- Az + b - b. On montrera au chapitre III que s’il existe
une solution au probleme (1.3.17), elle est donnée par la résolution du systeme linéaire suivant :

AAlz = A € RV,
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qu’on appelle équations normales du probleme de minimisation. La résolution approchée du probleme (1.3.16)
par cette procédure est appelée méthode des moindres carrés . La matrice AA? étant symétrique, on peut alors
employer la méthode de Choleski pour la résolution du systeme (1.3.5).

14 Conditionnement

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui peut servir a établir une
majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données. Malheureusement, nous verrons également que
cette majoration n’est pas forcément tres utile dans des cas pratiques, et nous nous efforcerons d’y remédier. la
notion de conditionnement est également utilisée dans 1’étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.

14.1 Le probleme des erreurs d’arrondis

Soient A € Mxy(IR) inversible et b € IR™ ; supposons que les données A et b ne soient connues qu’a une
erreur pres. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons par exemple le probleme de la
conduction thermique dans une tige métallique de longueur 1, modélisée par I’intervalle [0, 1]. Supposons que la
température u de la tige soit imposée aux extrémités, u(0) = ug et u(1) = uy. On suppose que la température
dans la tige satisfait a I’équation de conduction de la chaleur, qui s’écrit (k(x)u'(x))" = 0, ot k est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par différences finies (on
verra une description de la méthode page 23), et donne lieu a un systéme linéaire de matrice A. Si la conductivité
k n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la matrice A sera également connue a une erreur pres, notée
0.4.On aimerait que I’erreur commise sur les données du modele (ici la conductivité thermique k) n’ait pas une
conséquence catastrophique sur le calcul de la solution du modele (ici la température u). Si par exemple 1%
d’erreur sur k entraine 100% d’erreur sur u, le modele ne sera pas d’une utilité redoutable. ..

L’objectif est donc d’estimer les erreurs commises sur x solution de (1.1.1) a partir des erreurs commises sur b et
A. Notons d, € RY Perreur commise sur bet 4 € M ~(IR) I'erreur commise sur A. On cherche alors a évaluer
0, ol x + J, est solution (si elle existe) du systéme :

{ r+0, € RN

(A404)(x+ 0z) = b+ bp. (14.18)

On va montrer que si 04 “n’est pas trop grand", alors la matrice A + J 4 est inversible, et qu’on peut estimer §,, en
fonction de d 4 et dy.

14.2 Conditionnement et majoration de I’erreur d’arrondi

Définition 1.17 (Conditionnement) Soir RY muni d’une norme || - || et My (IR) muni de la norme induite. Soit
A € Mn(IR) une matrice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport a la norme || - || le nombre
réel positif cond(A) défini par :

cond(A) = [lA[| |AT"].

Proposition 1.18 (Propriétés générales du conditionnement)  Soit R” muni d’une norme || - || et My (IR)
muni de la norme induite.

1. Soit A € My (IR) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.

2. Soit A€ My(R) et « € R, alors cond(«A) = cond(A).

3. Soient A et B € My (IR) des matrices inversibles, alors cond(AB) < cond(A)cond(B).

Proposition 1.19 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2) Soit RY muni de la norme euclidienne I| -
l2 et My (IR) muni de la norme induite. Soit A € My (IR) une matrice inversible. On note conds(A) le condi-
tionnement associé a la norme induite par la norme euclidienne sur RY.
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1. Soit A € My (IR) une matrice inversible. On note o [resp. 1] la plus grande [resp. petite] valeur propre
de At A (noter que A A est une matrice symétrique définie positive). Alors conds(A) = \/on/o7.

2. Si de plus A une matrice symétrique définie positive, alors conds(A) = AN o Ay [resp. A\i] est la plus

N )
grande [resp. petite] valeur propre de A. '

3. Si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors condz (A+B) < max(condz(A), conds(B)).

4. Soit A € My (IR) une matrice inversible. Alors conds (A) = 1 si et seulement si A = aQ on o € R* et Q
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q = Q~1).

5. Soit A € MpN(IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR oun Q) est une matrice orthogonale.
Alors conda(A) = condy(R).

6. Soient A, B € Mn(IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer que conds(A + B) <
max{condy(A), condz(B)}.

La démonstration de deux propositions précédentes fait 1’objet de 1’exercice 18 page 40.

Théoréme 1.20 Soir A € My(IR) une matrice inversible, et b € R”™, b # 0. On munit RY d’une norme || -

>

1
et My (R) de la norme induite. Soient 54 € My (IR) et &, € RY. On suppose que ||54]| < AT Alors la
matrice (A + 6 4) est inversible et si x: est solution de (1.1.1) et x: + 0, est solution de (1.4.18), alors
102 cond(A) (|5b| ||5A||)
< = + . (14.19)
=l = 1= lA=H [[oall \ [l [IA]

Démonstration :

On peut écrite A + 04 = A(Id + B) avec B = A7'§4. Or le rayon spectral de B, p(B), vérifie p(B) <

|B]| < |64l [|[A™1]] < 1, et donc (voir le théoreme 1.9 page 7 et I’exercice 9 page 37) (Id + B) est inversible et

(Id+ B)™' =) (=1)"B". Onaaussi ||(Id + B)7!| < |B||" = < — .On en
2 2 T=JBI = T=[A1] [3a]

déduit que A+94 estinversible,car A+3d4 = A(Id+B) et comme A estinversible, (A+d4)" 1 = (Id+B)~'A~!.

Comme A et A+0 4 sont inversibles, il existe un unique 2 € IR tel que Az = b et il existe un unique &, € IR™ tel
que (A+64)(x+6,) = b+8,. Comme Ax = b,ona (A+84)0, +5ax = § etdonc 0, = (A+64)"1(0p—0az).
Or (A+64)"' =(Id+ B)~"*A~!, on en déduit :

A

I(A+d4)~H < [Ud+B)~H| [|A7"|

A
T— AT 13l

On peut donc écrire la majoration suivante :

-1
9]l (1A [1A] < [0 ||5A||)_

< +
Izl = 1= [lA=H loall \NAI =l 1Al

En utilisant le fait que b = Az et que par suite ||b]| < [|A|| ||z||, on obtient :

A7 A
1011 I Jll 1Al (||5b|| . |5A|),
Izl = 1= [[A=H lsall \ floll (1Al

ce qui termine la démonstration. [
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Remarquons que I’estimation (1.4.19) est optimale. En effet, en supposant que 64 = 0. L’estimation (1.4.19)
devient alors :

1621 116

] S ond(A) Bl (1.4.20)
Peut-on avoir égalité dans (1.4.20)? Pour avoir égalité dans (1.4.20) il faut choisir convenablement b et §;,. Soit
z € RY tel que ||z|| = 1 et ||Az| = ||A|. Notons qu’un tel z existe parce que ||A| = sup{||Az; ||z|| = 1} =
max{||Az||; ||z|| = 1} (voir proposition 1.2 page 5) Posons b = Ax ; on a donc ||b|| = ||A||. De méme, grice a
la proposition 1.2, il existe y € IRY tel que ||y|| = 1,et |A~'y|| = ||A~1||. On choisit alors d tel que &, = ey

ot ¢ > 0 est donné. Comme A(x + 6,) = b+ dp,onad, = A~15, et donc : ||6.]| = [|[A7L6| = ¢||A~1y|| =
ellA7Y| = [|dp]| [|A™]|. On en déduit que

16

]

_ A
8l = ] 1147 % car [lo] = [|A] et o] = 1.

Par ce choix de b et &, on a bien égalité dans (1.4.20). L’estimation (1.4.20) est donc optimale.

1.4.3 Discrétisation d’équations différentielles, conditionnement “‘efficace"

On suppose encore ici que 04 = 0. On suppose que la matrice A du systeme linéaire a résoudre provient de la
discrétisation par différences finies d’une équation différentielle introduite ci-dessous (voir (1.4.21)). On peut alors
montrer (voir exercice 26 page 44 du chapitre 1) que le conditionnement de A est d’ordre N2, ot NV est le nombre
de points de discrétisation. Pour N' = 10, on a donc cond(A) ~ 100 et ’estimation (1.4.20) donne :

AN
—
o
(a]

]~ ol

Une erreur de 1% sur b peut donc entrainer une erreur de 100% sur x. Autant dire que dans ce cas, il est inutile de
rechercher la solution de I’équation discrétisée. .. Heureusement, on peut montrer que 1’estimation (1.4.20) n’est
pas significative pour I’étude de la propagation des erreurs lors de larésolution des systemes linéraires provenant de
la discrétisation d’une équation différentielle ou d’une équation aux dérivées partielles 2. Pour illustrer notre pro-
pos, nous allons étudier un systeme linéaire tres simple provenant d’un probléme de mécanique et sa discrétisation
par différences finies.

Discrétisation par différences finies de —u”’ = f  Soit f € C(]0, 1],IR). On cherche u tel que

—u(x) = f w)
{ U(O)(z)u(l)(z 0. (14.21)

On peut montrer (on 1’admettra ici) qu’il existe une unique solution u € C2(]0, 1],IR). On cherche a calculer
u de maniere approchée. On va pour cela introduire la méthode de discrétisation dite par différences finies. Soit
N € IN*, on définit h = 1/(N + 1) le pas de discrétisation, c.a.d. la distance entre deux points de discrétisation,
etpour: = 0...N + 1 on définit les points de discrétisation x; = ih (voir Figure 1.4.3), qui sont les points ol
’on va écrire I’équation —u'" = f en vue de se ramer a un systeme discret, ¢.a.d. & un systéme avec un nombre fini
d’inconnues. Remarquons que xg = 0 et 1 = 1. Soit u(x;) la valeur exacte de u en x;. On écrit la premiere
équation de (1.4.21) en chaque point z;, pour¢ = 1...N.

2. On appelle équation aux dérivées partielles une équation qui fait intervenir les dérivées partielles de la fonction inconnue, par exemple
2 2
27’2‘ + g—y’z‘ = 0, oil u est une fonction de IR ? dans IR.
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u(z)

| | |

29 =0 1 x; = ih znp1 =1

FIGURE 1.4 — Solution exacte et approchée de —u"" = f

On peut facilement montrer, par un développement de Taylor, que si u € C*([0, 1], IR) (ce qui est vrai si f € C?)
alors
Cu(@iv1) +u(zioa) — 2u(x)
h2
La valeur R?; s’appelle erreur de consistance au point x;.
On introduit alors les inconnues (u;);=1,.... n qu’on espére étre des valeurs approchées de u aux points z; et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) du systeme suivant

h2
= —u'(z;) + R; avec |R;| < E||u(4)||oo. (1.4.22)

Uipr uim1 — 20
{ - 53 =bi, Vie{l<N} (1423)
Uy = UN+1 = 0.
Uy
On cherchedoncu = | : | € IR" solution de (1.4.23). Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle : Au = b
uN
avech = (by,...,bn)" et A la matrice carrée d’ordre N de coefficients (a; ;)i j=1,n définis par :
2
(7% :ﬁ,V’L‘:L...,N,
1 , . 1424
aij =33 Vi=1l.. N, j=itl, (1.4.24)

a;,; =0,Vi=1,...,N,[i—j|>1
On remarque immédiatement que A est tridiagonale. On peut montrer que A est symétrique définie positive (voir
exercice 26 page 44). On peut aussi montrer que

h2
e < @
2nax Alus —ulz)l} < gallullee

En effet, si on note w le vecteur de RY de composantes u(z;), i = 1,..., N, et R le vecteur de RY de com-
posantes R;, i = 1,..., N, on a par définition de R (formule (1.4.22)) A(u —u) = R, et donc ||u — Tljec <

3. En effet, par développement de Taylor, on a :
2 3 4
u(wit1) = u(z;) + hu'(x;) + %u”(xi) + %u"’(a}i) + g—4u(4)(§i) ou&; € (wj,wiqr) et

2 3 4
w(wio1) = u(@;) — he! () + L’ (2;) — 2w (@) + 2pul® (m) ot m; € (w4, wig1).
1
En faisant la somme de ces deux égalités, on en déduit que : u(z;y1) + u(zi—1) = 2u(z;) + %2 (z;) + %u(‘l) (&) + g—iu(‘l) (n:), et
donc R; défini par (1.4.22) vérifie :

nen + i—1)—2u(x; 4 4 2
|Ri| = | — W)t elE) =220 )] < [B2a@) (&) + Bu® ()] < 22 J[u® ) oo
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| A= | so|| R| o~ Or on peut montrer (voir exercice 28 page 45, partie 1) que ||A™!||o < 1/8, et on obtient donc
avec (1.4.22) que ||u — Tl|oo < h?/96]|u]| .

Cette inégalité donne la précision de la méthode. On remarque en particulier que si on raffine la discrétisation,
c’est—a—dire si on augmente le nombre de points IV ou, ce qui revient au méme, si on diminue le pas de discrétisa-
tion h, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée. Or on a déja dit qu’on peut montrer
(voir exercice 26 page 44) que cond(A) ~ N2. Donc si on augmente le nombre de points, le conditionnement de
A augmente aussi. Par exemple si N = 10%, alors ||d.||/||z|| = 108||6]|/]|b]|. Or sur un ordinateur en simple
précision, on a ||6,|/||b]| > 10~7, donc I’estimation (1.4.20) donne une estimation de I’erreur relative |0, || /||z||
de 1000%, ce qui laisse a désirer pour un calcul qu’on espére précis.

En fait, I’estimation (1.4.20) ne sert a rien pour ce genre de probleme, il faut faire une analyse un peu plus poussée,
comme c’est fait dans I’exercice 28 page 45. On se rend compte alors que pour f donnée il existe C' € IR ne
dépendant que de f (mais pas de N) tel que

f(z1)
< (C-—avech= : . (1.4.25)

flzn)

L’estimation (1.4.25) est évidemment bien meilleure que I’estimation (1.4.20) puisqu’elle montre que 1’erreur
relative commise sur u est du méme ordre que celle commise sur b. En particulier, elle n’augmente pas avec le
nombre de points de discrétisation. En conclusion, I’estimation (1.4.20) est peut-étre optimale dans le cas d’une
matrice quelconque, (on a montré ci-dessus qu’il peut y avoir égalité dans (1.4.20)) mais elle n’est pas significative
pour I’étude des systemes linéaires issus de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.

1.5 Meéthodes itératives

1.5.1 Origine des systémes a résoudre

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent sont tres efficaces : elles donnent la
solution exacte (aux erreurs d’arrondi pres) du systeme linéaire considéré. Elles ont I’inconvénient de nécessiter
une assez grande place mémoire car elles nécessitent le stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice
est pleine, c.a.d. si la plupart des coefficients de la matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire
vive de I’ordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu’a gérer habilement le “swapping" c’est—a—dire I’échange
de données entre mémoire disque et mémoire vive pour pouvoir résoudre le systeme.
Cependant, si le systeme a été obtenu a partir de la discrétisation d’équations aux dérivés partielles, il est en
général “creux", c.a. d. qu’un grand nombre des coefficients de la matrice du systéme sont nuls ; de plus la matrice
a souvent une structure “bande", i.e. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.
On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode de Choleski “conserve le profil" (voir a ce propos page
19). Prenons par exemple le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. On cherche a
résoudre le probleme :

—Au = fsurQ =]0,1[x]0, 1],

u = 0 sur 02, (1.5.26)
On rappelle que I’opérateur Laplacien est défini pour u € C?(€2), ou 2 est un ouvert de IR?, par
u  0%u
Au=— + —.
= a2 + 0y?
Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points (z;,y;), pouri =1,...,Metj=1,..., M avec

x; = th,y; = jheth = 1/(M + 1), representée en figure 1.5.1 pour M = 6. On peut alors approcher les
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dérivées secondes par des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page 23), pour obtenir
un systéme linéaire : AU = bot A € My(R) et b € R avec N = M?. Utilisons 1’ordre“lexicographique"
pour numéroter les inconnues, c.a.d. de bas en haut et de gauche a droite : les inconnues sont alors numérotées de

12 N = M? et le second membre s’écrit b = (by, ..

i,j=1,...,M,onpose k =j+ (i — 1)M et by, = f(x;,y;).

.,bn)*. Les composantes by, . .

¢
31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12
i=1 1 2 3 4 5 6

j=1

., b sont définies par :pour

FIGURE 1.5 — Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans le cas M = 6

Les coefficients de A = (ay,¢)k,1=1,n peuvent &tre calculés de la maniere suivante :

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3

Pour i,j=1,...,M, onpose k =j+ (i — 1) M,
4
ak,k =52
1
_ i A M
Ak, k41 = h? sij 7 M,
0 sinon,
1 . 1
Ap k-1 = h2 sij# L,
0 sinon,
1
——sit < M,
Ak g+ M = h2 !
0 sinon,
L >1
——sig
Ak k—M = h? ’
0 sinon,
Pour k=1,....N,et{=1,...,N;
Qg0 =0,Vk=1,...,N, 1< |k—4 < Noulk—{ > N.
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La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

4 -1 0 0
-1 4 -1 0 0
0
D= :
0 PR |
0 ... 0 -1 4

les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimension M x M),on a:

D —Id 0 ... .. 0
-Id D -Id 0 ... 0
0O —-Id D —Id --- 0
A= , (15.27)
0 . -Id D -Id
0o ... 0 —Id D

ol /d désigne la matrice identité d’ordre M .

On peut remarquer que la matrice A a une “largeur de bande" de M. Si on utilise une méthode directe genre
Choleski, on aura donc besoin d’une place mémoire de N x M = M3, (Notons que pour une matrice pleine on a
besoin de M*.)

Lorsqu’on a affaire a de trés gros systémes issus par exemple de 1’ingénierie (calcul des structures, mécanique
des fluides, ...), ou IV peut étre de I’ordre de plusieurs milliers, on cherche a utiliser des méthodes nécessitant le
moins de mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utiliser des méthodes itératives. Ces méthodes ne font appel
qu’a des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement
des termes non nuls. Dans I’exemple précédent, on a 5 diagonales non nulles, donc la place mémoire nécessaire
pour un produit matrice vecteur est 5N = 5M2. Ainsi pour les gros systémes, il est souvent avantageux d’utiliser
des méthodes itératives qui ne donnent pas toujours la solution exacte du systeme en un nombre fini d’itérations,
mais qui donnent une solution approchée a cofit moindre qu’une méthode directe, car elles ne font appel qu’a des
produits matrice vecteur.

Remarque 1.21 (Sur la méthode du gradient conjugué)

1l existe une méthode itérative “miraculeuse" de résolution des systemes linéaires lorsque la matrice A est symé-
trique définie positive : c’est la méthode du gradient conjugué. Elle est miraculeuse en ce sens qu’elle donne la
solution exacte du systeme Ax = b en un nombre fini d’opérations (en ce sens c’est une méthode directe) : moins
de N itérations ou N est I'ordre de la matrice A, bien qu’elle ne nécessite que des produits matrice vecteur ou
des produits scalaires. La méthode du gradient conjugué est en fait une méthode d’optimisation pour la recherche
du minimum dans R” de la fonction de RN dans R définie par : flz) = %Aw -x — b - x. Or on peut montrer
que lorsque A est symétrique définie positive, la recherche de x minimisant f dans RY est équivalent a la réso-
lution du systeme Ax = b. (Voir paragraphe 3.2.2 page 128.) En fait, la méthode du gradient conjugué n’est pas
si miraculeuse que cela en pratique : en effet, le nombre N est en général tres grand et on ne peut en géneral
pas envisager d’effectuer un tel nombre d’itérations pour résoudre le systeme. De plus, si on utilise la méthode du
gradient conjugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la solution en N itérations en raison de I’accumu-
lation des erreurs d’arrondi, mais plus la taille du systeme croit et plus le nombre d’itérations nécessaires devient
élevé. On a alors recours aux techniques de “préconditionnement". Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.
La méthode itérative du gradient a pas fixe, qui est elle aussi obtenue comme méthode de minimisation de la

fonction f ci-dessus, fait I’objet des exercices 29 page 46 et 68 page 153.
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1.5.2 Définition et propriétés

Soit A € My (IR) une matrice inversible et b € IR™, on cherche toujours ici a résoudre le systeme linéaire (1.1.1)
¢’est—a—dire a trouver z € IR tel que Az = b.

Définition 1.22 On appelle méthode itérative de résolution du systeme linéaire (1.1.1) une méthode qui construit
une suite (xF))pen (o “Uitéré" x®) est calculé a partir des itérés 20 ... 2F=1)) censée converger vers
solution de (1.1.1)).

Définition 1.23 On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour tout choix initial t© € R™ , ona :
® — quand n — +o0

Puisqu’il s’agit de résoudre un syteme linéaire, il est naturel d’essayer de construire la suite des itérés sous la forme
z*+) = Bz 4 ¢ ot B € My(IR) et ¢ € RN seront choisis de maniére i ce que la méthode itérative ainsi
définie soit convergente. On appellera ce type de méthode Méthode I, et on verra par la suite un choix plus restrictif
qu’on appellera Méthode I1.

Définition 1.24 (Méthode I) On appelle méthode itérative de type I pour la résolution du systéme linéaire (1.1.1)
une méthode itérative oi la suite des itérés (x'*) )y est donnée par :

Initialisation (9 € RY
Itérationn ) = Bz 4 ¢,

o B€ My(R)etc e RY.

Remarque 1.25 (Condition nécessaire de convergence) Une condition nécessaire pour que la méthode I converge
est que ¢ = (Id — B)A~'b. En effet, supposons que la méthode converge. En passant a la limite lorsque n
tend vers Uinfini sur litération n de I’algorithme, on obtient x = Bx + c et comme x = A~1b, ceci entraine
c=(Id— B)A™'b.

Remarque 1.26 (Intérét pratique) La “méthode 1” est assez peu intéressante en pratique, car il faut calculer
A~1b, sauf si (Id — B)A™! = ald, avec o € R. On obtient dans ce cas :

B=—-aA+1d
et c=ab

c’est—a—dire
" = 2" 4 a(b — Az™).

Le terme b— Ax™ est appelé résidu et la méthode s’appelle dans ce cas la méthode d’extrapolation de Richardson.

Théoréme 1.27 (Convergence de la méthode de type I) Soir A € My (IR) A inversible,b € R™ . On considére
la méthode I avec B € My (IR) et
c=(Id— B)A™ . (1.5.28)

Alors la méthode I converge si et seulement si le rayon spectral p(B) de la matrice B vérifie p(B) < 1.

Démonstration

Soit B € My (R).

Soit x la solution du systeme linéaire (1.1.1); grace a (1.5.28), x = Bx + ¢, et comme 2 ) = Bz(®) 4 ¢ ona
donc 2t — 2 = B(x™®) — z) et par récurrence sur k&,

e — 2 = BF® —2), VkeN. (15.29)

On en déduit par le lemme 1.5 que la méthode converge si et seulement si p(B) < 1. En effet
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(=) Supposons que p(B) > 1 et montrons que la méthode I ne converge pas. Si p(B) > 1 il existe y € IR tel

que BFy /— 0.
k——+oo

En choisissant (0 = 24y = A~1b+y, I’égalité (1.5.29) devient : ¥) —z = B*¥y /— 0 par hypothese
k——+oo
et donc la méthode n’est pas convergente.

(<) Supposons maintenant que p(B) < 1 alors I’égalité (1.5.29) donne

e® — g =BF® —z) — 0
k——+oo

car p(B) < 1. Donc z(*) TS A~1b. La méthode est bien convergente.
— 400
(]

Définition 1.28 (Méthode IT) Soir A € My (IR) une matrice inversible, b € R™ . Soient M et N € My(IR)
des matrices telles que A = M — N et M est inversible (et facile a inverser).

On appelle méthode de type Il pour la résolution du systeme linéaire (1.1.1) une méthode itérative ou la suite des
itérés (xF)) e est donnée par :

R . (0) N
{ Initialisation z'%) € R (1.5.30)

Itération n Maz*+D) = Ng(®) 4 p.

Remarque 1.29 Si Mg+ = Ng®) +bpourtout k € IN et £¥) — y quand n — ~+o0 alors My = Ny—i—b,
cad.(M — N)y = bet donc Ay = b. En conclusion, si la méthode de type II converge, alors elle converge bien
vers la solution du systeme linéaire.

Théoréme 1.30 (Convergence de la méthode II) Soit A € My (IR) une matrice inversible, b € RN . Soient M
et N € M (R) des matrices telles que A = M — N et M est inversible. Alors :

1. La méthode définie par (1.5.30) converge si et seulement si p(M 1N) < 1.

2. La méthode itérative définie par (1.5.30) converge si et seulement si il existe une norme induite notée || - ||
telle que ||M—1N|| < 1.

Démonstration
1. Pour démontrer le point 1, il suffit de réécrire la méthode II avec le formalisme de la méthode I. En effet,
M:L'(kJrl) = Nz® 4+ b= c*+tD) = M~INz® 4 M~1p = Ba® 4 ¢
avec B = M~'N et c = M~ 'b. icicicicicici
2. Siil existe une norme induite notée ||| telle que || A/~ N|| < 1,alors en vertu du lemme 1.5, p(M~'N) <

et donc la méthode converge ce qui précede.
Réciproquement, si la méthode converge alors p(M~'N) < 1, et donc il existe ) > 0 tel que p(M~'N) =
1 — n. varepsilon Prenons maintenant € = 2 et appliquons la proposition 1.7 : il existe une norme induite
[| - || telle que | M~IN|| < p(M~'N) +¢ < 1, ce qui démontre le résultat.

|

Pour trouver des méthodes itératives de résolution du systeme (1.1.1), on cherche donc une décomposition de la
matrice A de laforme: A = M — N, ot M est inversible, telle que le systeme My = d soit un systeme facile a
résoudre (par exemple M soit triangulaire).

Théoreme 1.31 (Condition suffisante de convergence, méthode II) Soit A € M ~(IR) une matrice symétrique
définie positive, et soient MetN e ./\/lN( ) telles que A = M — N et M est inversible. Si la matrice M* + N
est symétrique définie positive alors p(M 1N) < 1, et donc la méthode II converge.
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Démonstration On rappelle (voir exercice (5) page 37) que si B € My (IR), et si || - || est une norme induite sur

M (IR) par une norme sur IR™Y, on a toujours p(B) < || B||. On va donc chercher une norme sur R” , notée || - ||
telle que

[M~IN|, = max{|M'Nz|., zeRY, |z|. =1} <1,
(ol on désigne encore par ||.||. la norme induite sur My (IR )) ou encore :
[M~INz|. < ||lz||l., V2 € RN, x#0. (1.5.31)

On définit la norme | - || par || z]|. = v/Az - 2, pour tout = € IR™. Comme A est symétrique définie positive, || - ||
est bien une norme sur IR? , induite par le produit scalaire (z]y)a = Az-y.On va montrer que la propriété (1.5.31)
est vérifiée par cette norme. Soitz € IR™, z # 0,ona: [|[M~'Nz||? = AM INz-M~'Nz.Or N = M — A, et
donc: |[M~!Nz|? = A(Id — M~*A)z - (Id — M~'A)z. Soit y = M ~' Az ; remarquons que y # 0 car z # 0
et M~ A est inversible. Exprimons || M ~' Nz||? a I"aide de y.

M~ 'Nz|?=A(x—y) (z—y) = Az -z — 24z -y + Ay -y = ||z[|? — 24z -y + Ay - y.

Pour que || M~ 'Nz||2 < ||z]|2 (et par suite p(M~'N) < 1), il suffit donc de montrer que —2Axz -y + Ay -y < 0.
Or,comme My = Az,ona: —2A4z -y + Ay -y = —2My y + Ay - y. En écrivant : My - y=y- Mty =
Mty -y, on obtient donc que: —2Ax -y + Ay -y = (— M — M' 4+ A)y -y, et comme A = M — N on obtient
—2Axr-y+ Ay -y = (M P4 N )y - y. Comme M?! + N est symétrique définie positive par hypothese et que
y # 0, on en déduit que —2Ax -y + Ay -y < 0, ce qui termine la démonstration. ]

Estimation de la vitesse de convergence On montre dans 1’exercice 43 page 52 que si la suite (2(*))peny C
IR est donnée par une “méthode I" (voir définition 1.24 page 28) convergente, i.e. z(**1) = Bz(®) 4 C (avec
p(B) < 1), et si on suppose que z est la solution du systeme (1.1.1), et que z®) — 2 quand k — oo, alors
2+ — ]
%) — |
spectral p(B) de la matrice B est donc une bonne estimation de la vitesse de convergence. Pour estimer cette
vitesse de convergence lorsqu’on ne connait pas z, on peut utiliser le fait (voir encore 1’exercice 43 page 52) qu’on
a aussi

p(B) quand k — +oo (sauf cas particuliers) indépendamment de la norme sur IRY. Le rayon

a0 — o)

m — p(B) lorsque n — +00,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la méthode par le calcul des itérés courants.

1.5.3 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR
Décomposition par blocs de A :

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systemes linéaires a résoudre ont une structure “par blocs", et on
se sert de cette structure lors de la résolution par une méthode itérative.

Définition 1.32 Soir A € My (IR) une matrice inversible. Une décomposition par blocs de A est définie par un
entier S < N, des entiers (n;);=1,....s tels que Ziszl ni = N, et S? matrices A; ; € My, n,; (IR) (ensemble des
matrices rectangulaires a n; llgnes et nj colonnes, telles que les matrices A; ; soient inversibles pouri=1,...,5
et
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[ A1n Aip A s ]
Az
A=
: As-1,s
L As Ass-1  Ass |
Remarque 1.33
1.8iS=Netn;=1Vie€{l,...,S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient.

(1532)

2. Si A est symétrique définie positive, la condition A, ; inversible dans la définition 1.32 est inutile car A; ;
est nécessairement symétrique définie positive donc inversible. Prenons par exemple i = 1 ; soity € IR™,
y#0Oetxz=(y,0...,0) € R . Alors A1y -y = Az - x > 0 donc Ay 1 est symétrique définie positive.

3. Si A est une matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la forme (1.5.32) avec A; j = 0si j > i, alors

S
det(A) = [ det(4;.:).

Par contre si A est décomposée en 2 x 2 blocs carrés (i.e. tels que n; = m;, V(i,j) € {1,2}), on a en
général : det(A) # det(Aq 1)det(Ag2) — det(Aq 2)det(As ).

Méthode de Jacobi

On peut remarquer que le choix le plus simple pour le systeme Mz = d soit facile a résoudre (on rappelle que ¢’est
un objectif de la mise sous forme méthode de type II) est de prendre pour M une matrice diagonale. La méthode
de Jacobi* consiste & prendre pour M la matrice diagonale D formée par les blocs diagonaux de A :

[ A1
0

0

Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.

0

0

0

0
Ag,s

4. Carl Gustav Jakob Jacobi, (Potsdam, 1804 - Berlin, 1851), mathématicien allemand. Issu d’une famille juive, il étudie a 1’Université de
Berlin, ou il obtient son doctorat en 1825, a peine 4gé de 21 ans. Sa thése est une discussion analytique de la théorie des fractions. En 1829,
il devient professeur de mathématique a 1I’Université de K'l'[)%nigsberg, et ce jusqu’en 1842. 11 fait une dépression, et voyage en Italie en 1843.
a son retour, il déménage a Berlin ou il sera pensionnaire royal jusqu’a sa mort. Dans une lettre du 2 juillet 1830 adressée a Legendre, Jacobi
écrit : '1',;% M. Fourier avait 1’opinion que le but principal des mathématiques était 1’utilité publique et I’explication des phénomenes naturels ;
mais un philosophe comme lui aurait df savoir que le but unique de la science, c’est I’honneur de 1’esprit humain, et que sous ce titre, une
question de nombres vaut autant qu’une question du systeme du monde. '1'(,% L’expression est restée, et renvoie a un débat toujours d’actualité.
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Onaalors N = E + F, ol E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et supérieurs de la matrice A :

0 0o ... 0
*A2,1
E:
: . . 0
L —AS71 _AS,S—I 0 i
et i
0 4u4L2 . 47415
0
F =
: . —As_ 1,5
Lo ... .0 0 |

Onabien A = M — N et avec D, E et I' définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi s’écrit :

(0) N

% e R
1.5.

{ Dz = (E + F)a®) +b. (1.5.33)

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I,ona B = D~!(E + F); on notera .J cette matrice.

En introduisant la décomposition par blocs de x, solution recherchée de (1.1.1), cad.: z = [z, ..., 5], ou

x; € IR™, on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :

o € IRN
Apard™V = 3" 450 =3 4l b i=1,08 (1.5.34)
J<i J>i
SiS=Netn, =1Vi € {1,...,S5}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on obtient la méthode de
Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s’écrit donc :
o € ]RN
ai,iz§k+1) = - Z ai,j:cg-k) — Z ai,j:cg-k) +b;i=1,...,N. (1.5.35)

J<i Jj>i

Méthode de Gauss-Seidel

L’idée de la méthode de Gauss-Seidel® est d’utiliser le calcul des composantes de 1'itéré (k + 1) des qu’il est

effectué. Par exemple, pour calculer la deuxieme composante xékﬂ) du vecteur 2(**1) on pourrait employer la

§’“+1> qu’on vient de calculer plutot que la valeur :cgk) comme dans (1.5.34); de méme, dans le
(k+1)

calcul de x5 , on pourrait employer les “nouvelles" valeurs(;kng;rl) et xékﬂ) plutot que les valeurs xgk) et zgk).
Jr

J

“nouvelle" valeur x

Cette idée nous suggere de remplacer dans (1.5.34) xg-k) par x si j < ¢.On obtient donc 1’algorithme suivant :

5. Philipp Ludwig von Seidel (Zweibr‘f@%cken, Allemagne 1821 ? Munich, 13 August 1896) mathématicien allemand dont il est dit qu’il a
découvert en 1847 le concept crucial de la convergence uniforme en étudiant une démonstration incorrecte de Cauchy.
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s eR” (15.36)
k41 (k+1) . S.
Aﬂxg ) = Z]<1A»J J Zz<jA»]‘r( )+b17 i=1,...,5
Notons que I’algorithme de Gauss—Seidel par points (cas ou S = N et n; = 1) s’écrit donc :
z® € RY (1537)
ai, ’L‘T(k-‘rl) Z]<l aivjz_§k+1) - Zi<j ai,jzg’k) + bia 1= 17 R N. o
La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous forme de méthode Il avec M = D — Eet N = F :
o € RN
{ (D — E)x*+D) = Fa) 4 p, (1.538)

Lorsqu’on écrit la méthode de Gauss—Seidel comme une méthode I, on a B = (D — E)~'F; on notera £; cette
matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d’utiliser la méthode de Gauss-
Seidel pour calculer un itéré intermédiaire &(*+1) qu’on “relaxe" ensuite pour améliorer la vitesse de convergence
de la méthode. On se donne 0 < w < 2, et on modifie I’algorithme de Gauss—Seidel de la maniere suivante :

o € IRN

A @ = =37 Al =3 Al b (1.539)
j<i 1<j

2P — o) 1 — W)™ i=1,. 8.

(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par A; ; la ligne 3 de 1’algorithme (1.5.39)) :

z©® e RY

Az = w23 A =34 o (1.5.40)
J<i J>i

+(1 —w)A;, m( ),

On obtient donc
(D — wE)z*™ Y = wFz® + wb+ (1 —w)Dz®,

L’algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode II avec

- D _ 1—
M—EetNF+<—w)D.
w w

1l est facile de vérifier que A = M — N.

L’algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

B= (g—E)_l(F—i—(l; )D).

On notera L, cette matrice.
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Remarque 1.34 (Méthode de Jacobi relaxée) On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a ce sujet I’exercice 36 page 48). Cette méthode est toutefois
beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

En “symétrisant" le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur les blocs dans I’ordre 1
a N puis dans ’ordre IV a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR = Symmetric Successive
Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

() () (2 )

caleul dans ordre S'... 1 calcul dans 'ordre 1....S

Etude théorique de convergence

On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :
1. Les méthodes sont—elles convergentes ?
2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence ?

3. Peut-on estimer le coefficient de relaxation w optimal dans la méthode SOR, c.a.d. celui qui donnera la plus
grande vitesse de convergence ?

On va maintenant donner des réponses, partielles dans certains cas, faute de mieux, a ces questions.

Convergence On rappelle qu’une méthode itérative de type I, i.e. écrite sous la forme z(**1) = Bz(") 4 C
converge si et seulement si p(B) < 1 (voir le théoréme 1.27 page 28).

Théoreme 1.35 (Sur la convergence de la méthode SOR)

Soit A € Mn(R) qui admet une décomposition par blocs définie dans la définition 1.5.32 page 31 ; soient D
la matrice constituée par les blocs diagonaux, —E (resp. —F') la matrice constituée par les blocs triangulaires
inférieurs (resp. supérieurs) ; on a donc : A = D — E — F'. Soit L, la matrice d’itération de la méthode SOR (et
de la méthode de Gauss—Seidel pour w = 1) définie par :

L= <2E)_1 <F+1—“’D), w£0,

w w
Alors :
1. Sip(L,) <lalors0<w < 2.

2. Si on suppose de plus que A symétrique définie positive, alors :
p(L,) < 1siet seulement si 0 < w < 2.
En particulier, si A est une matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge.

Démonstration du théoréeme 1.35 :

1. Calculons det(L,,). Par définition,

- . 1 N 1—
Lo=M"N, avec M= -D—EetN=F 4 —2D.
w w
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Donc det(£,) = (det(M))~*det(N). Comme M et N sont des matrices triangulaires par blocs, leurs
déterminants sont les produits des déterminants des blocs diagonaux (voir la remarque 1.33 page 31). On a
donc :

1-w\N
(=2)Vdet(D)
1\N
Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit des valeurs propres de cette matrice (comptées avec leur

multiplicités algébriques), dont les valeurs absolues sont toutes, par définition, inférieures au rayon spectral.
Onadonc: |det(L,)| = (1 — w)V| < (p(L,))YN, d’ot le résultat.

2. Supposons maintenant que A est une matrice symétrique définie positive, et que 0 < w < 2. Montrons
que p(L,) < 1. Par le théoreme 1.31 page 29, il suffit pour cela de montrer que M? + N est une matrice

symétrique définie positive. Or,
- D )
M= (—E) =—-F

w w

det(L,,) = =(1-w?.

- - D 1— 2 -
M4 N==Z_-F4+F+—2p==""Yp
w w w
La matrice M* + N est donc bien symétrique définie positive.

Remarque 1.36 (Comparaison Gauss—Seidel/Jacobi) On a vu (théoréme 1.35) que si A est une matrice symé-
trique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge. Par contre, méme dans le cas on A est symétrique
définie positive, il existe des cas ou la méthode de Jacobi ne converge pas, voir a ce sujet ’exercice 30 page 46.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théoréme précédent n’est que
partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétriques définies positives et que les méthodes Gauss-Seidel
et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthode de Jacobi pour les matrices a diagonale dominante
stricte, voir exercice 32 page 47, et un résultat de comparaison des méthodes pour les matrices tridiagonales par
blocs, voir le théoreme 1.37 donné ci-apres. Dans la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. ..

Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question est ici d’estimer le coefficient de relaxa-
tion w optimal dans la méthode SOR, c.a.d. le coefficient wy €]0, 2[ (condition nécessaire pour que la méthode
SOR converge, voir théoreme 1.35) tel que p(L,,,) < p(Lw) Yw €]0, 2[.

D’apres le paragraphe précédent ce wy donnera la meilleure convergence possible pour SOR. On sait le faire dans le
cas assez restrictif des matrices tridiagonales par blocs. On ne fait ici qu’énoncer le résultat dont la démonstration
est donnée dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé en début de cours.

Théoréme 1.37 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale) On considére une matrice A € My (IR) qui admet
une décomposition par blocs définie dans la définition 1.5.32 page 31 ; on suppose que la matrice A est tridiago-
nale par blocs, c.a.d. Ai_,j = 0si|i — j| > 1, soient L1 et J les matrices d’itération respectives des méthodes de
Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

1. p(L1) = (p(J))? : la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge) donc plus vite que celle de Jacobi.

2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itération J de la méthode de Jacobi sont
réelles. alors le paramétre de relaxation optimal, c.a.d. le parameétre wy tel que p(L,,) = min{p(L,),w €
10, 2[}, s exprime en fonction du rayon spectral p(J) de la matrice J par la formule :

2
.
14+ +/1—p(J)?

etona: p(Ly,) =wo— 1.
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1.54 Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.a.d. des valeurs et vecteurs propres (voir Définition 1.4 page
6) d’une matrice sont essentielles dans de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques, voir a ce propos I’exemple célebre du “Tacoma Bridge", décrit dans les livres
de M. Braun (en anglais) et M. Schatzman (en francais) conseillés en début de cours.

On donne dans les exercices qui suivent deux méthodes assez classiques de recherche de valeurs propres d’une
matrice qui sont la méthode de la puissance (exercice 43 page 52) et celui de la puissance inverse (exercice 44
page 53). Citons également une méthode tres employée, la méthode ()R, qui est présente dans de nombreuses
bibliotheques de programmes. On pourra se référer aux ouvrages de Ph. Ciarlet et de M. Schatzman, de D. Serre
et de P. Lascaux et R. Theodor (voir introduction).

1.6 Exercices
Exercice 1 (Matrices symétriques définies positives) Suggestions en page 56, corrigé en page 60.

On rappelle que toute matrice A € M (IR) symétrique est diagonalisable dans IR (cf. lemme 1.12 page 8). Plus
précisément, on a montré en cours que, si A € My (IR) est une matrice symétrique, il existe une base de RrRY s
notée { f1,..., fn},etilexiste Ai,..., Ay € Rt.q. Af; = \; f;,pourtouts € {1,..., N}, et f; - f; = J; ; pour
touti,j € {1,..., N} (z -y désigne le produit scalaire de z avec y dans IR™).

1. Soit A € My (IR). On suppose que A est symétrique définie positive, montrer que les éléments diagonaux
de A sont strictements positifs.

2. Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

3. Soit A € My(IR).On suppose que A est symétrique définie positive. Montrer qu’on peut définir une unique
matrice B € My (IR), B symétrique définie positive t.q. B> = A (on note B = Az).

Exercice 2 (Normes de I’Identité)

Soit Id la matrice “Identité" de M n (IR ). Montrer que pour toute norme induite on a ||Id|| = 1 et que pour toute
norme matricielle on a || Id| > 1.

Exercice 3 (Normes induites particulieéres) Suggestions en page 56, corrigé détaillé en page 60.

Soit A = (ai )i jeq1,...n3 € Mn(IR).
1. On munit IRY delanorme |- || et M n(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || oo . Montrer
que [|A]l oo = maxjeqr,.. v} Yo jey @il
2. On munit IR™ de la norme | - ||; et M (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||, Montrer
que || 4]}y = maxse,...ny S Jais]
3. On munit IRY de la norme || - ||2 et M (IR de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||2. Montrer
que || Afl2 = (p(A*A))z.

Exercice 4 (Norme non induite)

Pour A = (a; ;)i jeq1....n} € Mn(IR),onpose |4, = (37, a?)%.

1. Montrer que || - ||s est une norme matricielle mais n’est pas une norme induite (pour N > 1).
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2. Montrer que ||A||2 = tr(A'A). En déduire que || Al < ||A]ls < VN||Al|2 et que ||Az|l2 < || Alls]|z]2,
pour tout A € My (IR) et tout = € RY.

3. Chercher un exemple de norme non matricielle.

Exercice 5 (Rayon spectral) Suggestions en page 56, corrigé détaillé en page 61.

On munit My (IR) d’une norme, notée || - ||. Soit A € My (IR).

1. Montrer que p(A) < 1 si et seulement si A¥ — 0 quand k¥ — oc.

2. Montrer que : p(A) < 1 = limsup,,_,_ || A¥||* < 1.

3. Montrer que :lim infj,_o [|A¥]|* < 1= p(A) < 1.

4. Montrer que p(A) = limy o, || A¥||%.

5. On suppose ici que || - || est une norme matricielle, déduire de la question précédente que p(A) < ||A]|.(On a
ainsi démontré le lemme 1.5).

Exercice 6 (Valeurs propres nulles d’un produit de matrices)

Soient p et n des entiers naturels non nuls tels que n < p, et soient A € M,, ,(IR) et B € M,, ,(IR). (On rappelle
que M, ,(IR) désigne I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.)

1. Montrer que A est valeur propre non nulle de AB si et seulement si A est valeur propre non nulle de BA.

2. Montrer que si A = 0 est valeur propre de AB alors A est valeur propre nulle de BA.

(Il est conseillé de distinguer les cas Bx # 0 et Bx = 0, ou x est un vecteur propre associé a la A = 0
valeur propre de AB. Pour le deuxiéme cas, on pourra distinguer selon que ImA = R" ou non.)

3. Montrer en donnant un exemple que A peut étre une valeur propre nulle de BA sans étre valeur propre de
AB.

(Prendre par exemplen = 1,p =2.)

4. On suppose maintenant que n. = p, déduire des questions 1. et 2. que I’ensemble des valeurs propres de AB
est égal a I’ensemble des valeurs propres de la matrice BA.

Exercice 7 (Rayon spectral) Corrigé en page 62.

Soit A € Mn(IR). Montrer que si A est diagonalisable, il existe une norme induite sur My (IR) telle que
p(A) = || A||. Montrer par un contre exemple que ceci peut étre faux si A n’est pas diagonalisable.

Exercice 8 (Sur le rayon spectral)

On définit les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

1 1 -1 0
ae(P)me (% )emaun

Calculer le rayon spectral de chacune des matrices A, B et C' et en déduire que le rayon spectral ne peut étre ni
une norme, ni méme une semi-norme sur 1’espace vectoriel des matrices.

Exercice 9 (Série de Neumann) Suggestions en page 56, corrigé détaillé en page 62.

Soient A € My (IR) et || - || une norme matricielle.
1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices Id — A et Id 4+ A sont inversibles.

2. Montrer que la série de terme général A* converge (vers (Id — A)~!) si et seulement si p(A4) < 1.
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Exercice 10 (Normes matricielles)

Soit ||.|| une norme matricielle quelconque, et soit A € My (IR) telle que p(A) < 1 (on rappelle qu’on note p(A)
le rayon spectral de la matrice A). Pour z € IR™, on définit | z||,, par :

o0
2]« = > l47=].
j=0

1. Montrer que I’application définie de R”" dans IR par x ~— |||, est une norme.
2. Soit z € IR tel que ||z, = 1. Calculer || Az||. en fonction de |||, et en déduire que || A, < 1.

3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit e > 0 donné. Construire a partir de la norme ||.|| une norme induite
I v telle que [ A]l. < p(A) + <.

Exercice 11 (Décomposition LDL! et LL') Corrigé en page 63

. 2 1
1.Soit A = < 10 )

Calculer la décomposition LDL! de A. Existe-t-il une décomposition LL! de A ?

2. Montrer que toute matrice de M x (IR) symétrique définie positive admet une décomposition LDL?.

3. Ecrire I’algorithme de décomposition LD L. La matrice A = ( 10

01 ) admet-elle une décomposition LDL! ?

Exercice 12 (Décomposition LU et L' de matrices 3 x 3)

2 -1 4 0
. 4 -1 5 1 [ .
1. Soit A = 9 9 _9 3 . Donner la décomposition LU de A.
0 3 -9 4

2.S0it B = 0 -1 2 -1l Donner la décomposition LL! de B.

o o0 -1 2
3. Que deviennent les coefficients nuls dans la décomposition LL! ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

Exercice 13

Soient a, b, ¢ et d des nombres réels. On considere la matrice suivante :

h N

I
Q2 2 2
SIS
SRR
Q.0 o

Appliquer I’algorithme d’élimination de Gauss a A pour obtenir sa décomposition LU .
Donner les conditions sur a, b, ¢ et d pour que la matrice A soit inversible.

Exercice 14 (Sur la méthode LL?) Corrigé détaillé en page 65.
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Soit A une matrice carrée d’ordre IV, symétrique définie positive et pleine. On cherche a résoudre le systeme
A%z =b.

On propose deux méthodes de résolution de ce systéme :

1. Calculer A?, effectuer la décomposition LL! de A2, résoudre le systeme LL'z = b.

2. Calculer la décomposition LL* de A, résoudre les systemes LL'y = bet LL'z = y.

Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des deux méthodes et comparer.
Exercice 15 (Décomposition L L' d’une matrice tridiagonale symétrique)

Soit A € My (IR) symétrique définie positive et tridiagonale (i.e.a; ; = 0sii —j > 1).

1. Montrer que A admet une décomposition LL', ou L est de la forme

a1 0 0
52 9 0 0
L= o . . ...0
0 0 ﬂN an

2. Donner un algorithme de calcul des coefficients oy; et 3;, en fonction des coefficients a; ;, et calculer le
nombre d’opérations élementaires nécessaires dans ce cas.

3. En déduire la décomposition LL* de la matrice :
1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
-1 2 -1 0

A= 0
o o -1 2 -1
0

4. L’inverse d’une matrice inversible tridiagonale est elle tridiagonale ?
Exercice 16 (Choleski pour matrice bande) Suggestions en page 56, corrigé en page 65

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive.
1. On suppose ici que A est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de la factorisation LL! dans ce cas.
2. Méme question si A est une matrice bande (c’est-a-dire p diagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour la discrétisation de 1’équation —u” = f
vue page 23. Méme question pour la discrétisation de I’équation —Awu = f présentée page 25.

Exercice 17 (Un systeme par blocs)

Soit A € My(IR) une matrice carrée d’ordre N inversible, b, ¢, f € IR™. Soient o et v € IR. On cherche a
résoudre le systéme suivant (avec z € RV, A € R) :

Ax + b\ = f,
ozt o=, (1.6.41)
1. Ecrire le systeme (1.6.41) sous la forme : My = g, ou M est une matrice carrée d’ordre N + 1,y € RN

g € RN Donner I’expressionde M,y et g.
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2. Donner une relation entre A, b, ¢ et «, qui soit une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme
(1.6.41) soit inversible. Dans toute la suite, on supposera que cette relation est vérifiée.

3. On propose la méthode suivante pour la résolution du systeme (1.6.41) :

(a) Soient z solution de Az = b, et h solution de Ah = f.

—c-h y—c-h
o S "

b z=h- L0, A= .
a—c-z a—c-z

Montrer que z € IRY et A € IR ainsi calculés sont bien solutions du systeme (1.6.41).
4. On suppose dans cette question que A est une matrice bande, dont la largeur de bande est p.

(a) Calculer le colit de la méthode de résolution proposée ci-dessus en utilisant la méthode LU pour la
résolution des systémes linéaires.

(b) Calculer le coit de la résolution du systeme My = ¢ par la méthode LU (en profitant ici encore de la
structure creuse de la matrice A).

(c) Comparer et conclure.
Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieur est 2N g2, et les cofits sont donc comparables.

Exercice 18 (Propriétés générales du conditionnement) Corrigé détaillé en page 67.

Partie I
On munit R” d’une norme, notée || - ||, et My (IR) de la norme induite, notée aussi | - ||. Pour une matrice
inversible A € My (IR), on note cond(A) = || Al|[|A~1]].

1. Soit A € My (IR) une matrice inversible. Montrer que cond(A4) > 1.
2. Montrer que cond(aA) = cond(A) pour tout @ € IR*.
3. Soit A, B € My (IR) deux matrices inversibles. Montrer que cond(AB) < cond(A)cond(B).

Partie 11
On suppose maintenant que IR" est muni de la norme euclidienne usuelle || - || = || - ||2 et My (IR) de la norme
induite (notée aussi || - ||2. On note alors conds(A) conditionnement d’une matrice A inversible.

1. Soit A € My (IR) une matrice inversible. On note o [resp. o1] la plus grande [resp. petite] valeur propre
de A A (noter que A’ A est une matrice symétrique définie positive). Montrer que condz(A) = \/on/071.

2. On suppose maintenant que A est symétrique définie positive, montrer que conds(A) = Ax/A1 ol Ay
[resp. A1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.

3. Soit A € My(IR) une matrice inversible. Montrer que conda(A) = 1 si et seulement si A = a@ ou
a € IR* et () est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q' = Q~1).

4. Soit A € My(IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR ol () est une matrice orthogonale.
Montrer que condz(A) = conda(R).

5. Soit A, B € My (IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer que conds (A+B) < max{condz(A), condz(B)
Exercice 19 (Minoration du conditionnement)

Soit || . || une norme induite sur My (IR) et soit A € My (IR) telle que det (A4) # 0.
1. Montrer que si ||A — B < m, alors B est inversible.

2. Montrer que cond (A) > SUppe iy (R) %
et B=0

d

Exercice 20 (Minoration du conditionnement) Corrigé détaillé en page 68.
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On note || - || une norme matricielle sur My (IR). Soit A € M (IR) une matrice carrée inversible, cond(A) =
| A||[|A=1]| le conditionnement de A, et soit 64 € My (IR).

1. Montrer que si A + § A est singuliere, alors

cond(4) > %. (1.6.42)

2. On suppose dans cette question que la norme || - || est la norme induite par la norme euclidienne sur RY.
Montrer que la minoration (1.6.42) est optimale, c’est-a-dire qu’il existe 4 € My (IR) telle que A + A
soit singuliere et telle que 1’égalité soit vérifiée dans (1.6.42).

[On pourra chercher 6 A de la forme
¢

Y-
xtx

avecy € RY convenablement choisi et x = A1y
3. On suppose ici que la norme || - || est la norme induite par la norme infinie sur IR™ . Soit a €]0, 1[. Utiliser

I’inégalité (1.6.42) pour trouver un minorant, qui tend vers 4+o0c lorsque « tend vers 0, de cond(A) pour la

matrice

1 -1 1
A= -1 a -«

Exercice 21 (Conditionnement du carré)

Soit A € My (IR) une matrice telle que detA # 0.

1. Quelle relation existe-t-il en général entre cond (A?) et (cond A)? ?
2. On suppose que A symétrique. Montrer que condy (4%) = (condy A)2.

3. On suppose que conds (A42%) = (condy A)?. Peut-on conclure que A est symétrique ? (justifier la réponse.)
Exercice 22 (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement) Corrigé détaillé en page 69.

On note || - || une norme matricielle sur M x(IR). Soit A € My (IR) une matrice carrée inversible. On cherche ici
des moyens d’évaluer la précision de calcul de I’inverse de A.

1. On suppose qu’on a calculé B, approximation (en raison par exemple d’erreurs d’arrondi) de la matrice A~ 1.

On pose :
S - o R - |
A=Y 1Al (1.6.43)
es = ||AB-1Id||, es = ||BA-Id|

(a) Expliquer en quoi les quantités g, 2, e3 et ¢4 mesurent la qualité de 1’approximation de A~1.

(b) On suppose icique B = A~ + E,ou ||E|| < | A7}, et que

econd(A) < 1.
Montrer que dans ce cas,

econd(A)

e1 <eg,en < m, es < econd(A) et ey < econd(A).
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(c¢) On suppose maintenant que AB — Id = E’ avec ||E’|| < & < 1. Montrer que dans ce cas :

€
e1 <e, e < o es < eetey < econd(A4).

2. On suppose maintenant que la matrice A n’est connue qu’a une certaine matrice d’erreurs pres, qu’on note

da.
1
(a) Montrer que la matrice A 4 04 est inversible si [|d4]] < AT
(b) Montrer que si la matrice A + § 4 est inversible,
[(A+04)~" = A7Y| [[all
< cond(A)~——.
I(A+d4)71 1Al

Exercice 23 (Discrétisation)

On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences finies symétrique a trois points (vu en
cours) du probleme (1.4.21) page 23, avec f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). On
note  est la solution exacte, x; = ih, pouri = 1,..., N les points de discrétisation, et (u;);=1,... n la solution du
systeme discrétisé (1.4.23).

yeeey

1. Montrer que si u € C*([0, 1], alors la propriété (1.4.22) est vérifiée, c.a.d. :

Cu(@i) Fulrio1) — 2u(z)
hQ

h2
= —u"(x;) + R; avec |R;| < E”u(4)||°°'

2. Montrer que si f est constante, alors

max |u; — u(xz;)| = 0.
1<i<N

3. Soit N fixé, et max |u; —u(x;)] = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0, 1] ? (justifier la réponse.)
_7‘_

Exercice 24 (IP-matrice) Corrigé en page 70

Soit N € IN*, on note My (IR) I’ensemble des matrices de N lignes et N colonnes et & coefficients réels. Si
z € RY, on dit que z > 0 [resp. x > 0] si toutes les composantes de = sont positives [resp. strictement positives].
Soit A € My (IR), on dit que A est une IP-matrice si elle vérifie la propriété suivante :

Siz e RY esttel que Ax > 0, alors x > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R™ t.q. Az > 0} ¢ {x € R" tq.z > 0}.

1. Soit A = (a; )i j=1,..n € My(IR). Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si A est inversible et
A~ > 0 (c’est-a-dire que tous les coefficients de A~ sont positifs).

. a b L , . .
2.Soit A = ( e d ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si :

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0, (1.6.44)
b>0,¢c>0 b<0,c<0.

3. Montrer que si A € My (IR) est une IP-matrice alors A’ (la transposée de A) est une IP-matrice.
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4. Montrer que si A est telle que

a;; <0, pourtouti,j=1,...,N,i#j,
N

ai; > |ai;|, pourtouti =1,... N, (1.6.45)

j=1
G

alors A est une IP-matrice.
5. En déduire que si A est telle que

a;; <0, pourtouts,j=1,...,N,i# 7,
N

ai; > Z|am-|, pourtouti =1,..., N, (1.6.46)

Jj=1
7k

alors A est une IP-matrice.

6. Montrer que si A € M y(IR) est une IP-matrice et si z € IR™ alors :
Az > 0= 2> 0.

c’est-a-direque {r e RV t.q. Az >0} c {z e RN tq.z > 0
q q q

7. Montrer, en donnant un exemple, qu’une matrice A de My (IR) peut vérifier {z € RY t.q. Az > 0} € {z €
RY t.q. z > 0} et ne pas étre une [P-matrice.

8. On suppose dans cette question que A € M y(IR) est inversible et que {z € R”" t.q. Az > 0} C {z ¢ RY
t.q. > 0}. Montrer que A est une IP-matrice.

9. Soit E I’espace des fonctions continues sur IR et admettant la méme limite finie en +o0o0 et —oo. Soit L(E)
I’ensemble des applications linéaires continues de £ dans E. Pour f € FE, on dit que f > 0 (resp. f > 0) si
f(x) > 0 (resp. f(x) > 0) pour tout 2z € IR. Montrer qu’il existe T' € L(E) telque Tf > 0= f > 0,etg € F
tel que Tg > O et g # 0 (ceci démontre que le raisonnement utilisé en 2 (b) ne marche pas en dimension infinie).

Exercice 25 (M-matrice)

Dans ce qui suit, toutes les inégalités écrites sur des vecteurs ou des matrices sont a entendre au sens composante
par composante.

Soit A = (a; ;)i j=1,...» une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est une M -matrice si A est une IP-matrice (A
est inversible et A~ > 0, voir exercice 24) qui vérifie de plus

(@) a;; >0pouri=1,...,n;
(b) Qj,j Sopouriaj: 17---7n,i7éj;

1. Soit A une IP-matrice ; montrer que A est une M -matrice si et seulement si la propriété (b) est vérifiée.

2.Soit A = < Z d ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer que A est une M-matrice si et seulement si :
ad > be,
a>0,d>0, (1.6.47)
b<0,c<O.

3. Les matrices A = < 7; _? > et B = ( _? 7; > sont-elles des IP-matrices ? des M-matrices ?
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4. Soit A la matrice carrée d’ordre 3 définie par :

2 -1 1
A= 0 1 -1
-1 0 1

Montrer que A~ > 0 mais que A n’est pas une M -matrice.

5. Soit A une matrice carrée d’ordre n = m + p, avec m,p € IN tels que m > 1l et p > 1, vérifiant :

a;; > 0,
ai; <0, pourj=1,...,n, j#i,
Y ouri =1,...,m, 1.6.48
ai,i‘f‘zaid‘ =0 pourz? m ( )
j=1
J#i
a;; =1, oot — 1 : o
a;; =0,pourj=1,....n, j#1i, p = RN 6.
Vi <m, I(ke)et,..L.ik1 =i, kp, >m, etap,p,,, <0,Y(=1,... L. (1.6.50)
Soit b € IR"™ tel que b; = 0 pouri = 1,...,m. On considere le systtme linéaire
Au="b (1.6.51)

5.1 Montrer que le systeme (1.6.51) admet une et une seule solution.

5.2 Montrer que u est tel que ming—,+1,n, b < u; < MaXg—m+1,n bx. (On pourra pour simplifier supposer que
les équations sont numérotées de telle sorte que ming—,, 41,5 by = b2 < b < ... < b, = MaXp—m+1,n bk.)

6. On considere le probleme de Dirichlet suivant :

—u" = 0sur [0,1] (1.6.52a)
u(0) = —1 (1.6.52b)
u(1) = 1. (1.6.52¢)

6.1 Calculer la solution exacte u de ce probleme et vérifier qu’elle reste comprise entre -1 et 1.
6.2 Soitm > 1 et soient A et b et la matrice et le second membre du systéme linéaire d’ordre n = m+ 2 obtenu par

discrétisation par différences finies avec un pas uniforme h = % du probleme (1.6.52) (en écrivant les conditions
aux limites dans le systeéme). Montrer que la solution U € IR" du systtme AU = b vérifie —1 < u; < 1.

Exercice 26 (Valeurs propres du Laplacien discret 1D) Suggestions en page 57, corrigé détaillé en page 71.

Soit f € C(]0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (1.4.21) page 23.

1. Montrer que A est symétrique définie positive.

2. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. [On pourra commencer par chercher A € IR et
© € C*(IR,R) (¢ non identiquement nulle) t.q. —o" (z) = \p(x) pour tout x €]0, 1] et (0) = (1) = 0].

3. Calculer conds(A) et montrer que h?condz(A) — 5 lorsque i — 0.

Exercice 27 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.)
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On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probleme aux limites suivant :

—u"(x) +u(z) = f(x), x €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

Soit N € IN*. On note U = (u;);=, n une “valeur approchée

(1.6.53)

2

de la solution u du probleme (1.6.53) aux

points (ﬁ) . On rappelle que la discrétisation par différences finies de ce probleme consiste a chercher
J=10s

U comme solution du systeme linéaire AU = ( f (ﬁ)) ou la matrice A € My (IR) est définie par
j=1,...N

.....

A= (N +1)?B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1
B=1 o 0
1 2 -1
0 0 -1 2

1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probléme aux valeurs propres

—u(x) = du(x), x €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.6.54)

admet la famille (A, ug ) ke, A\x = (k7)? et ug(z) = sin(k7z) comme solution. Montrer que les vecteurs

U, = (u k (ﬁ) a sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les valeurs propres

.....

de la matrice B.

2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
Exercice 28 (Conditionnement ““efficace".) Suggestions en page 57, corrigé en page 73.
Soit f € C(]0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (1.4.21) page 23.
Pour u € lRN, on note uy, ..., uy les composantes de u. Pour u € lRN, on dit que v > 0 si u; > 0 pour tout
ie{l,...,N}.Pouru,v € R, onnote u - v = Zf;luivi.
On munit IR™ de la norme suivante : pour v € R™, ||u|| = max{|u;|, € {1,..., N}}.On munit alors M (IR)
de la norme induite, également notée | - ||, c’est-a-dire || B|| = max{|Bul|, v € RY tq. |Ju|| = 1}, pour tout
B e MN(IR)

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur 1’erreur relative
1. (Existence et positivité de A~') Soient b € R”" et u € RY t.q. Au = b. Remarquer que Au = b peut
s’écrire :
%(Uz — ui,l) + %(Uz — ui+1) = bi, VZ S {1, . .,N}, (1 6 55)
Uug = UN+1 = 0. o

Montrer que b > 0 = « > 0. [On pourra considerer p € {0, ..., N+1} t.q. u, = min{u;,j € {0,..., N+
1}.]

En déduire que A est inversible.
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2. (Préliminaire...) On considére la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par p(z) = (1/2)x(1 — z) pour tout
x € [0, 1]. On définit alors ¢ € IRY par ¢; = ¢(ih) pour touti € {1,..., N'}. Montrer que (A¢); = 1 pour
touti € {1,...,N}.

3. (calcul de |A~Y|) Soient b € RY et u € R™ t.q. Au = b. Montrer que |Ju|| < (1/8)||b]| [Calculer
A(u =+ ||b]|¢) avec ¢ défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A~!|| < 1/8 puis
montrer que ||AY| = 1/8.

4. (calcul de || A|) Montrer que [|A| = 5.

5. (Conditionnement pour la norme || - ||). Calculer || A=!||||A]|. Soient b, §, € IRY . Soient u, §, € R” tq.

16l —1ypyp 4 19l
< [|lAT[Al e
[l el

Montrer qu’un choix convenable de b et §;, donne 1’égalité dans I’inégalité précédente.

Au = bet A(u+ 0,) = b+ d. Montrer que

Partie II Borne réaliste sur ’erreur relative : Conditionnement “efficace"

On se donne maintenant f € C'([0, 1],1R) et on suppose (pour simplifier...) que f(z) > 0 pour tout 2z €]0, 1[. On
prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour tout i € {1,..., N}. On considére aussi le vecteur ¢ défini a la
question 2 de la partie I.

1. Montrer que
N 1
hz bip; — / f(z)p(x)dx quand N — oo
i=1 0
et que
N
sz‘%’ > O pourtout N € IN *.
i=1
En déduire qu’il existe v > 0, ne dépendant que de f,t.q. h vazl bip; > « pour tout N € IN*,
2. Soitu € RY t.q. Au = b. Montrer que N ||u|| > Zf\il u; = u- Ap > 7 (avec o donné a la question 1).

19ull _ IF1zgop 19%]

Soit 6, € RY et d, € RV tq. A(u + 6,) = b+ 0. Montrer que < .
[ 8o (o]

£l Lo (0,1

3. Comparer ||A7Y||||A|| (question 1.5) et 5 D (question I1.2) quand N est “grand" (ou quand N —
a

00).
Exercice 29 (Méthode itérative du “gradient 2 pas fixe" °) Suggestions en page 57

Soit A € Mxy(IR) une matrice symétrique définie positive, b € IR™ et a € IR. Pour trouver la solution de
Ax = b, on considére la méthode itérative suivante :

— Initialisation : (9 € RY,

— Tterations : ("1 = (™) 4 (b — Az(™).

1. Pour quelles valeurs de « (en fonction des valeurs propres de A) la méthode est-elle convergente ?
2. Calculer ag (en fonction des valeurs propres de A) t.q. p(Id — apA) = min{p(Id — aA), « € R}.

Exercice 30 (Non convergence de la méthode de Jacobi) Suggestions en page 57.

Soita € IR et

1
A= a
a

ISE RS

a
a
1

Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si —1/2 < a < 1 et que la méthode de Jacobi
converge si et seulement si —1/2 < a < 1/2.
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Exercice 31 (Une matrice cyclique) Suggestions en page 58, corrigé en page ??

Soit & € IR et soit A € My4(IR) la matrice définie par

a -1 0 -1
-1 a —1 0
0 -1 a -1
-1 0 -1 «Q

A:

Cette matrice est dite cyclique : chaque ligne de la matrice peut étre déduite de la précédente en décalant chaque
coefficient d’une position.

1. Déterminer les valeurs propres de A.
2. Pour quelles valeurs de « la matrice A est-elle symétrique définie positive ? singuliere ?

3. On suppose ici que o # 0. Soit b = (by, ba, b3, bs)t € IR* donné. On considere la méthode de Jacobi pour
(n)

la résolution du systéme Az = b. Soit (2(™)),,cnx la suite de vecteurs donnés par 1’algorithme. On note
(n+1)

%

et bl(-") ,@=1,...,4. Pour quelles valeurs de o la méthode de Jacobi converge-t-elle ?

n)

pouri = 1,...,4 les composantes de 2™ Donner I’expression de x ,t=1,...,4,en fonctionde z;

4. On suppose maintenant que A est symétrique définie positive. Reprendre la question précédente pour la
méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 32 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte) Suggestions en page 58, corrigé en page
75

Soit A = (ai,j)i,j=1,...8 € Mny(IR) une matrice & diagonale dominante stricte (c’est-a-dire [a;;| > >_;; |ai |
pour touti = 1,..., N). Montrer que A est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculer la solution de
Ax = b) converge.

Exercice 33 (Jacobi pour pour un probléme de diffusion )

Soit f € C([0,1]); on considere le systeme linéaire Az = b issu de la discrétisation par différences finies de pas
uniforme égal a h = 1= du probléme suivant :

N+1
o
{ u”(w) + ou(z (1.6.56)

oua > 0.

1. Donner I’expression de A et b.

2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée a la résolution de ce systeéme converge (distinguer les cas o > 0

eta =0).

Exercice 34 (Jacobi et diagonale dominance forte) Corrigé en page 76

On considere une matrice A € My (IR) inversible.

1. Montrer que si A est symétrique définie positive alors tous ses coefficients diagonaux sont strictement posi-
tifs. En déduire que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. On suppose maintenant que la matrice diagonale extraite de A, notée D, est inversible. On suppose de plus

que
Vi = 1, ey ]V7 |ai71‘| > Z |a1-_,j| et 37,(), |ai071‘0| > Z |a1-_,j|.
J#i J#io
(On dit que la matrice est a diagonale fortement dominante). Soit J la matrice d’itération de la méthode de
Jacobi.
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(a) Montrer que p(J) < 1.

(b) Montrer que si Jx = Az avec |A| = 1, alors z;; = ||z||, Vi = 1,..., N. En déduire que x = 0 et que la
méthode de Jacobi converge.

(c) Retrouver ainsi le résultat de la question 2 de I’exercice 33.
Exercice 35 (Diagonalisation dans R )

Soit E un espace vectoriel réel de dimension N € IN muni d’un produit scalaire, noté (-, -). Soient T" et S deux
applications linéaires symétriques de F dans E (1" symétrique signifie (T'x,y) = (x, T'y) pour tous x, y € E). On
suppose que T est “définie positive" (¢’est-a-dire (T'z, ) > 0 pour tout z € E \ {0}).
1. Montrer que T est inversible. Pour z,y € E,on pose (z,y)r = (Tz,y). Montrer que ’application (z,y) —
(x, y)r définit un nouveau produit scalaire sur .

2. Montrer que T~1S est symétrique pour le produit scalaire défini a la question précédente. En déduire, avec
le lemme 1.12 page 8, qu’il existe une base de F, notée { f1,..., fn},etil existe {\1,..., Ay} C R tq.
T-1Sf; =\ fipourtouti € {1,...,N}ettq. (Tfi/f;) =d;; pourtouti,j € {1,...,N}.

Exercice 36 (Méthode de Jacobi et relaxation)  Suggestions en page 58, corrigé en page 77

Soit N > 1. Soit A = (a;,5)i,j=1,....n € Mn(IR) une matrice symétrique. On note D la partie diagonale de A,
— FE la partie triangulaire inférieure de A et —F’ la partie triangulaire supérieure de A, c’est-a-dire :

D = (dij)ij=1,...N, dij = 0sii# j, di; = ai;,
E=(eij)ij=1,..N, €ij =080 <j, €5 =—a;sii> ],
F=(fij)ij=1,..~N, fij =08i1>j, fi; =—a;;sii<}j.
Noter que A = D — E — F. Soit b € IR . On cherche a calculer € RY t.q. Ax = b. On suppose que D est

définie positive (noter que A n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici a la méthode de Jacobi (par points),
c’est—a—dire a la méthode itérative suivante :

Initialisation. z(*) € RY
Itérations. Pour n € IN, Dz("t1) = (E + F)z(™ 4 b,

Onpose J = DY (E+ F).

1. Montrer, en donnant un exemple avec N = 2, que .J peut ne pas étre symétrique.

2. Montrer que .J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe une base de IR™" , notée {f1, ...,
fn}.etilexiste {p1,...,un} C R tq. Jfi = p;fi pourtouti € {1,...,N}ettq. Df; - f; = J; ; pour
touti,j € {1,...,N}.

En ordonnant les valeurs propres de JJ, on a donc 3 < ... < pn,on conserve cette notation dans la suite.

3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que ;13 < Oet uy > 0.

On suppose maintenant que A et 2D — A sont symétriques définies positives et on pose z = A~ 1bh.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-a-dire () — z quand n — oo). [Utiliser un
théoréme du cours.]
On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
w > 0, on considére la méthode suivante :
Initialisation. z(©) ¢ R"
Itérations. Pour n € IN, Dz("+1) = (E + F)2(™ + b, 2D = 0zt 4 (1 — w)a(™).
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5. Calculer les matrices M, (inversible) et IV, telles que sz("ﬂ) = wa(”) + b pour tout n € IN, en
fonction de w, D et A. On note, dans la suite .J,, = (M)~ N,,.

6. On suppose dans cette question que (2/w)D — A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-a-dire que (™ — z quand n — 00.)

7. Montrer que (2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si w < 2/(1 — p1).

8. Calculer les valeurs propres de .J,, en fonction de celles de J. En déduire, en fonction des p;, la valeur
“optimale" de w, c’est-a-dire la valeur de w minimisant le rayon spectral de .J,,,.

Exercice 37 (Méthodes de Jacobi et Gauss Seidel pour une matrice 3 x 3)

2 -1 0 1
On considere la matrice A= |—1 2 —1| etle vecteurb = |0|. Soit 2(°) un vecteur de IR> donné.
0o -1 2 1

1. Méthode de Jacobi
1.a Ecrire la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme Az = b, sous la forme z(*+1) = B;z(®) 4 ¢ ;.
1.b Déterminer le noyau de B et en donner une base.

1.c Calculer le rayon spectral de B; et en déduire que la méthode de Jacobi converge.

1.d Calculer (D et 2(2) pour les choix suivants de z(?)

0 0
()2 = |0, (i) 2@ = |1
0 2

2. Méthode de Gauss-Seidel.
2.a Ecrire la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution du systéme Az = b, sous la forme z(**1) = Bgga®) +

CGSs .

2.b Déterminer le noyau de Bgs.

2.c Calculer le rayon spectral de Bgg et en déduire que la méthode de Gauss-Seidel converge.
2.d Comparer les rayons spectraux de Bgs et B et vérifier ainsi un résultat du cours.

2.d Calculer 2 et (?) pour les choix suivants de z(%) :

0 0
(i) =9 = o], (ii) =@ = |1
0 1

3. Convergence en un nombre fini d’itérations.
3.1 Soit a et (3 des réels. Soit u(?) € R et (u®),e la suite réelle définie par u**D = au®) + 3.

3.1.a Donner les valeurs de « et 3 pour lesquelles la suite (u(*)),cn converge.

3.1.b On suppose que a # 0, et que la suite (u*))zcn converge vers une limite qu’on note @. Montrer que s’il
existe K € N tel que ux = , alors u*) = 7 pour tout k& € IN.

3.2 Soit N > 1, B une matrice réelle carrée d’ordre N et b € RY. Soit u(® € RY et (u(k))kem la suite définie
par uh+t1) = Byu(®) 4 ¢

3.2.a Donner les conditions sur B et ¢ pour que la suite (u(*)),c converge pour tout choix de ug € RY .

3.2.b On suppose que la suite (u(*)) v converge vers une limite qu’on note . Montrer qu’on peut avoir u(") =7
avec u(® #£ 7.

Exercice 38 (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridiagonale)
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.....

.....

—FE (resp. —F) est la partie triangulaire inférieure (resp. supérieure) de A, et on note .J et G les matrices d’itération
des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel associées a la matrice A.

l.a.Pour € €, A # Oeta € €V, on note

k—1 N-1 t
:C;,L:(-/I;laﬂan"'?M L b -TN)

Montrer que si A est valeur propre de .J associée au vecteur propre z, alors x,, vérifie (uFE + iF)xu = ADz,. En
déduire que si A # 0 est valeur propre de J alors \? est valeur propre de G.

1.b Montrer que si A? est valeur propre non nulle de G, alors \ est valeur propre de .J .

2. Montrer que p(G) = p(J)?. En déduire que lorsqu’elle converge, la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution
du systeme Ax = b converge plus rapidement que la méthode de Jacobi.

3. Soit L, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A. Montrer que A est valeur propre de J si et
seulement si v, est valeur propre de L., ol v, = 2 et ju,, vérifie 2 — Mg, +w —1=0.

En déduire que
p(Ly) = max {lpol; 1% = Awpe +w —1=0}.

2 valeur propre de J
Exercice 39 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulieres) Suggestions en page 58, corrigé en page 79

On note My (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre N a coefficients réels, et Id la matrice identité dans
Mn(IR). Soit A = [a; j]i,j=1,...8n € Mn(IR).On suppose que :

Q5 < 0 V’LaJ:L?NvZ#jv (1.6.57)
a;; > 0,Vi=1,...,N. (1.6.58)
N
Zai,j = 0,Vj=1,...,N. (1.6.59)
=1

Soit \ € lRi.
1. Pour z € IRN, on définit

N
llla =" ailwil.
=1

Montrer que || - || 4 est une norme sur IR” .
2. Montrer que la matrice AId + A est inversible.

3. On considere le systeme linéaire suivant :
AMd+Au=1> (1.6.60)

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de la solution de ce systeme définit une suite (u(k) Yken C
RY.
4. Montrer que la suite (1)) vérifie :

1
(k41) _ (R, < (2 Ny, (), (0)
a0 = )4 < () = w®,
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5. Montrer que la suite (u(k’)) rew est de Cauchy, et en déduire qu’elle converge vers la solution du systéme
(1.6.60).

Exercice 40 (Une méthode itérative particuliere)

Soient vy, . . ., au, des réels strictement positifs, et A la matrice n x n de coefficients a; ; définis par :
i =2+ o
Qiit1 = Q-1 = —1

a;; = 0 pour tous les autres cas.

Pour 3 > 0 on considére la méthode itérative Ma*+1) = Nz(®) 1 pavec A = M — N et N = diag( — o)
(c.ad 8 — «; pour les coefficients diagonaux, et O pour tous les autres).

1. Soit A € C une valeur propre de la matrice M ~! N ; montrer qu’il existe un vecteur € C™ non nul tel que
Nz-T = AMz-T (ol T désigne le conjugué de ). En déduire que toutes les valeurs propres de la matrice M~ N
sont réelles.

2. Montrer que le rayon spectral p(M ~!N) de la matrice vérifie : p(M 1 N) < max;—1 ,, w

3. Déduire de la question 1. que si 3 > %, ol @ = max;=1 , ¢, alors p(M~1N) < 1, et donc que la méthode
itérative converge.

4. Trouver le parameétre 3 minimisant max;—1 ,, M.

(On pourra d’abord montrer que pour tout 8 > 0, |f — o;| < max(8 — a,& — ) pour tout i = 1,...,n, avec

@ =min,—, ., et & = max;—1,.._, ; et en déduire que max;—1 ,, |0 — o;| = max(8 — a, & — 03)) .
Exercice 41 (Une matrice 3 x 3) Suggestions en page 58, corrigé en page 81

Soit A € M3(IR) définie par A = Id — E — F avec

E=—- et['= —

3

O = O
S O N
oS O O
_ o O
_ o O
o OO

1. Montrer que A est inversible.
2. Soit 0 < w < 2. Montrer que pour (17d — E) est inversible si et seulement si w # /2/2.
Pour 0 < w < 2, w # 2 /2, on considére la méthode itérative (pour trouver la solution de Az = b)

suivante :

1 1-
(=Id — BE)a™ = (F + —2Id)a"™ +b.
w w

11 s”agit donc de la “méthode 1" du cours avec B = L, = (11d — E)~'(F + :=21d).
3. Calculer, en fonction de w, les valeurs propres de £, et son rayon spectral.

4. Pour quelles valeurs de w la méthode est-elle convergente ? Déterminer wg €]0, 2[t.q. p(Ly,) = min{p(L. ),

w €]0,2[,w # Vv2/2}.

Exercice 42 (Méthode des directions alternées)
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Soit N € N et N > 1, Soit A € My (IR) une matrice carrée d’ordre N symétrique inversible et b € RY.
On cherche 2 calculer u € R, solution du systeme linéaire suivant :

Au = b, (1.6.61)

On suppose connues des matrices X et Y € My (IR), symétriques. Soit « € IR, choisi tel que X + ald et
Y + «ald soient définies positives (ou /d désigne la matrice identité d’ordre N) et X + Y + ald = A.

Soit u(® € R™, on propose, pour résoudre (1.6.61), la méthode itérative suivante :

(X + ald)u*+1/2) = —yu*) 4 p, o6
(Y + ald)u®+tD) = — XuE+1/2) 4, (1.6.62)

1. Montrer que la méthode itérative (1.6.62) définit bien une suite (u(*) ),y et que cette suite converge vers la
solution u de (1.1.1) si et seulement si

p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) < 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’ordre N, p(M) désigne le rayon spectral de la matrice M .)
2. Montrer que si les matrices (X + $1d) et (Y + $1d) sont définies positives alors la méthode (1.6.62)
converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas obligatoire) suivre la démarche suivante :
(a) Montrer que
p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) = p(X(X + ald) 'Y (Y +ald)™).

(On pourra utiliser I’exercice 6 page 37).

(b) Montrer que
p(X(X +ald) 'Y (Y +ald)™") < p(X(X +ald) " )p(Y(Y +ald)™).

(¢) Montrer que p(X (X + ald)~!) < 1si et seulement si la matrice (X + £1d) est définie positive.
(d) Conclure.

3. Soit f € C([0,1] x [0,1]) et soit A la matrice carrée d’ordre N = M x M obtenue par discrétisation de
I’équation —Awu = f sur le carré [0, 1] x [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes u = 0
sur 02, par différences finies avec un pas uniforme h = % , et b le second membre associé.

(a) Donner I’expression de A et b.

(b) Proposer des choix de X, Y et « pour lesquelles la méthode itérative (1.6.62) converge dans ce cas et
qui justifient I’appellation “méthode des directions alternées" qui lui est donnée.

Exercice 43 (Méthode de la puissance) Suggestions en page 59, corrigé en page 82

1. Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Soit Ay € IR valeur propre de A t.q. [An| = p(A) et soit
z(© e RY. On suppose que —\y n’est pas une valeur propre de A et que z(9) n’est pas orthogonal a
Ker(A — Ay Id). On définit la suite (z(™)), e par ("1 = Az(™ pour n € IN. Montrer que

(a) % — x,quand n — oo, avec x # 0 et Ax = Ayz.
I(nJrl)H

(b) HHIT)” — p(A) quand n — oo.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance".
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2. Soit A € M y(IR) une matrice inversible et b € IR . Pour calculer z t.q. Az = b, on considére la méthode
itérative appelée “méthode 1" en cours, et on suppose B symétrique. Montrer que, sauf cas particuliers a
préciser,

(n+1) _ . S .
(a) w — p(B) quand n — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence).

(n+1) _ () . I U
(b) W — p(B) quand n — oo (ceci permet d’estimer p(B) au cours des itérations).

Exercice 44 (Méthode de la puissance inverse) Suggestions en page 59.

Soient A € My (IR) une matrice symétrique et A1, ..., A, (p < N) les valeurs propres de A. Soiti € {1,...,p},
on cherche a calculer \;. Soit z(9) € IR™ . On suppose que (%) n’est pas orthogonal a Ker(A—\;Id). On suppose
également connaitre 1 € IR t.q. 0 < | — \;| < | — ;| pour tout j # 4. On définit la suite (z(™)), e par
(A — pId)z+1) = (") pour n € IN. Montrer que

1. x(”)()\i — )™ — x,quand n — oo, avec x # 0 et Az = \;x.

(n+1)
5 ety
ERll

— me quand n — oo.
Exercice 45 (Méthode QR pour la recherche de valeurs propres)

Soient u et v deux vecteurs de IR™Y . On rappelle que la projection orthogonale proj,, (v) du vecteur v sur la droite
vectorielle engendrée par u peut s’écrire de la maniere suivante :

v-u

projy, (v) = ——u,
ol u - v désigne le produit scalaire des vecteurs w and v. On note || - || la norme euclidienne sur RY.
1. Soient (w1, ..., wy) une base de IR™. On rappelle qu’a partir de cette base, on peut obtenir une base orthogo-
nale (vq,...,vy) et une base orthonormale (w1, . .., uy) par le procédé de Gram-Schmidt qu’on rappelle :
w1
v = wiy, u; = m
. U2
V2 = W2 — Proj,, (w2), Uz = m
. . U3
v3 = w3 — proj,, (ws) — proj,, (ws), U3 = m
. . . V4
vy = Wy — Proj,, (w4) — proj,, (ws) — proj,, (wa), Uy = m
k—1 .
. k
Uk =Wk — ZprOJw (wp), Uy = Torll
i=1 g
On a donc .
-1
W, - V5 v
vk:wk—z k ij, ur = k . (1.6.63)
o Vi okl
1.a Montrer par récurrence que la famille (v1, ..., v ) est une base orthogonale de RY.
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1.b Soient A la matrice carrée d’ordre N dont les colonnes sont les vecteurs w; et () la matrice carrée d’ordre N
dont les colonnes sont les vecteurs u; définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.6.63), ce qu’on note :

A:[wl wo ... wN}, Q:[ul Uz ... uN].

Montrer que

k—1
Wik - Vj;
wy, = ||vglu + > :7’“ ;.
= vl

En déduire que A = Q R, ou R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

1.c. Montrer que pour toute matrice A € My (IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale () (c.a.d.
telle que QQ* = Id) et une matrice triangulaire supérieure R a coefficients diagonaux positifs telles que A = QR.
< .. 1 4

1.d. Donner la décomposition QR de A = 1 ol

Soit A une matrice inversible.

Pour trouver les valeurs propres de A, on propose la méthode suivante, dite “méthode QR” : On pose A; = A et
on construit une matrice orthogonale (1 et une matrice triangulaire supérieure R; (par exemple construites a la
question 2, bien que cette méthode ne soit pas celle utilisée en pratique, en raison d’instabilité numérique) telles
que A; = Q1R;1. On pose alors Ay = R1Q1,qui est aussi une matrice inversible. On construit ensuite une matrice

orthogonale ()5 et une matrice triangulaire supérieure Ry telles que Ao = Q2R3 et on pose A3 = R3(Qs. On
continue et on construit une suite de matrices Ay, telles que :

Al =A=Q1Ry, RiQ1 = Ay =Q2Rs, ..., RiQr = A = Qp1Rpq1. (1.6.64)

Dans de nombreux cas, cette construction permet d’obenir les valeurs propres de la matrice A sur la diagonale
des matrices Ay. Nous allons démontrer que ceci est vrai pour le cas particulier des matrices symétriques définies
positives dont les valeurs propres sont simples (on peut le montrer pour une classe plus large de matrices).

On suppose a partir de maintenant que A est une matrice symétrique définie positive qui admet N valeurs propres
(strictement positives) vérifiant Ay > Ao > ... > Ax.On adonc:

A= PAP!, avec A = diag(A1, ..., An), et P est une matrice orthogonale. (1.6.65)
(La notation diag(A1, . .., Anx) désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont Ay,... ,An).
On suppose de plus que
P admet une décomposition LU et que les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs.  (1.6.66)
On va montrer que Ay, tend vers A = diag(\1, ..., Ay).

2. Soient (); et R; les matrices orthogonales et triangulaires supérieures définies par (1.6.64).
2.1 Montrer que A2 = Q2R avec Qp = Q1Q2 et Ry, = RoR;.

2.2 Montrer, par récurrence sur k, que o
AY = QuRy, (1.6.67)

avec
Qr =0Q1Q2...Qr_1Qret Ry = Ry Rp_1...RoRy. (1.6.68)
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2.3 Justifier brievement le fait que Qy. est une matrice orthogonale et Ry, est une matrice triangulaire a coefficients
diagonaux positifs.

3. Soit My, = AFLA—F.

3.1 Montrer que PM;, = Qka ouly = Rk U~1A~* est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients
diagonaux sont positifs.

3.2 Calculer les coefficients de M}, en fonction de ceux de L et des valeurs propres de A.

3.3 En déduire que M, tend vers la matrice identité et que Q1 T}, tend vers P lorsque k — +o0.

4. Soient (By)ken et (Ck)renw deux suites de matrices telles que les matrices By, sont orthogonales et les matrices
C}, triangulaires supérieures et de coefficients diagonaux positifs. On va montrer que si By, C}; tend vers la matrice
orthogonale B lorsque k tend vers I’infini alors By, tend vers B et C}, tend vers ’identité lorsque % tend vers
Iinfini.

On suppose donc que By C}, tend vers la matrice orthogonale B. On note by, bs, ..., by les colonnes de la matrice
Bet bgk), bék), e bg\]f) les colonnes de la matrice By, ou encore :
B=[by by ... by], Be=[p{" " ... s{|.

et on note cz(-kj) les coefficients de CY.

4.1 Montrer que la premiére colonne de B;,C}, est égale a cgkl) bgk) . En déduire que cgkl) — letque bgk) — by.

4.2 Montrer que la seconde colonne de Bj,C, est égale a cng) bgk) + cng) bgk). En déduire que c§’“2> — 0, puis que
i) — letque by — b

2,2 que 05 © — Da.
(k)

i; — 0sii# j,puis que B 1et bz(-k) — b;.

i

4.3 Montrer que lorsque k — +o00,0nac

4.4 En déduire que By, tend B et C, tend vers 1’identité lorsque k tend vers I’infini.
5. Déduire des questions 3 et 4 que Qy. tend vers P et T}, tend vers Id lorsque k — +o0.

6. Montrer que Rk(}?k_l)_l = Ty ATy _1. En déduire que Ry, et Ay, tendent vers A.
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1.7 Suggestions

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives)

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéaires associés.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particuliéres)

1.-Pour montrerl’ég'alité,pren.drex telique zj = sign(ag,,;) oudgesttelque ", nlain | = > laigl]s
Vi=1,...,N,etsign(s) désigne le signe de s.

2. Pour montrer 1’égalité, prendre z tel que z;, = leta; = 0sij # jo,oujoesttel que >, ; v laij| =
MaX;=1,..,N ey, N |l

3. Utiliser le fait que A®A est une matrice symétrique positive pour montrer I’inégalité, et pour I’égalité, prendre
pour x le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de A.

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Pour le sens direct, utiliser la proposition 1.7 page 6 du cours.

2. On rappelle que lim supy, ., o, ux = limg— 4 SUDP,, > Un,, €t liminfy 4 oo up = limg— 4 o inf,, > 5 uy, . Utili-
ser la question 1.

3. Utiliser le fait que lim inf_, ; - uy est une valeur d’adhérence de la suite (uy)ren (donc qu’il existe une suite
extraite (ug, Jnew telle que uug, — liminfy_, 4o uy lorsque k — +00.
4. Raisonner avec éA ol v € IR est tel que p(A) < « et utiliser la question 2 pour déduire que

limsup || 4| % < p(A).
k— 400

Raisonner ensuite avec A ol § € R est tel que lim infj, 1 o || A* |# < 3 et utiliser la question 3.
Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)
1. Montrer que si p(A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre de Id + A et Id — A.

2. Utiliser le résultat de la question 1 de I’exercice 5.

Exercice 16 page 39

2. Soit g le nombre de sur- ou sous-diagonales (p = 2q + 1). Compter le nombre ¢, d’opérations nécessaires pour
le calcul des colonnes 1 a get N — g + 1 a N, puis le nombre d,, d’opérations nécessaires pour le calcul des
colonnes n = ¢+ 1 N — q. En déduire I’estimation sur le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de toutes
les colonnes, Z,(N), par :

N—q
2¢q < Z,(N)2¢qy + Z Cn-
n=q+1
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Exercice 18 page 40 (Propriétés générales du conditionnement)

Partie IT
1. On rappelle que si A a comme valeurs propres Ap, ..., Ay, alors A~! a comme valeurs propres )\fl, ceey )\;,1
et A' a comme valeurs propres Ai, ..., An.

2. Utiliser le fait que AA? est diagonalisable.

5.Soient0 < A1 < Ag... < Ayet0< puy < ps... < puy lesvaleurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Montrer
d’abord que :
AN+ o

condz(A+ B) < .
2( ) A1+ g
Montrer ensuite que

a+b a b w4
< -, = .
T d _max(c,d),V(a,b,c,d)e(IRJr)

et conclure

Exercice 26 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres de A.)

Chercher les vecteurs propres ¢ € IRY de A sous la forme ®; = ¢(z;),j =1,..., N ol ¢ est introduite dans

les indications de 1’énoncé. Montrer que les valeurs propres associées a ces vecteurs propres sont de la forme :
2 2 k

A = ﬁ(l —coskmh) = ﬁ(l —cos I 1).

Exercice 28 page 45 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoréme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polyndéme de degré 2.

1 . . . R .
3. Pour montrer que || A7 = g Temarquer que le maximum de ¢ est atteint en 2 = .5, qui correspond & un point

de discrétisation car N est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait que Ag = (1...1)".

Exercice 29 page 46(Méthode itérative du ‘“‘gradient a pas fixe".)

1. Calculer le rayon spectral p(B) de la matrice d’itération B = Id — aA. Calculer les valeurs de « pour lesquelles
p(B) < 1 eten déduire que la méthode itérative du gradient a pas fixe converge si 0 < o < ﬁ.

2. Remarquer que p(Id — aA) = max(]1 — aA|,|1 — aAny — 1], 0lt A1,..., Ax sont les valeurs propres de A
ordonnées dans le sens croissant. En tragant les graphes des valeurs prises par |1 — aAq] et |1 — aAy — 1] en

fonction de «, en déduire que le min est atteint pour o = o

Exercice 30 page 46 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

Considérer d’abord le cas a = 0.
Si a # 0, pour chercher les valeurs de a pour lesquelles A est symétrique définie positive, calculer les valeurs
propres de A en cherchant les racines du polynome caractéristique. Introduire la variable p telle que app = 1 — .
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Pour chercher les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Jacobi converge, calculer les valeurs propres de la
matrice d’itération J définie en cours.

Exercice 31 page 47 (Une matrice cyclique)

1. On peut trouver les trois valeurs propres (dont une double) sans calcul en remarquant que pour o« = O il y a 2
fois 2 lignes identiques, que la somme des colonnes est un vecteur constant et par le calcul de la trace.

2. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si elle est diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

3. Appliquer le cours.

Exercice 32 page 47 (Jacobi et diagonale dominante stricte.)

Pour montrer que A est inversible, montrer que Az = 0 si et seulement si z = 0. Pour montrer que la méthode de
Jacobi converge, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures a 1 en valeur
absolue.

Exercice 36 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

1. Prendre pour A une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonaux sont différents 1’un de 1’autre.

2. Appliquer I’exercice 35 page 48 en prenant pour 7" I’application linéaire dont la matrice est D et pour .S I’appli-
cation linéaire dont la matrice est &/ + F'.

4. Remarquer que p(.J) = max(—p1, pn), et montrer que :

si pp < —1,alors 2D — A n’est pas définie positive,

si pun > 1, alors A n’est pas définie positive.

6. Reprendre le méme raisonnement qu’a la question 2 a 4 avec les matrices M, et N, au lieude D et £ + F.

7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeurs propres sont strictement positives en utilisant la base
de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la base de ]RN, notée { f1, ..., fn},trouvée a la question 2.)

8.Remarquer que les f; de la question 2 sont aussi vecteurs propres de .J,, et en déduire que les valeurs propres u(-w)

K2
de J,, sont de la forme u&“) = w(p; —1—1/w). Pour trouver le paramétre optimal wy, tracer les graphes des fonc-
tions de IR ;- dans IR définies par w +— |,u§“’)| etw — |u§\°}’) |, et en conclure que le minimum de max(|u§“’) l, |u§\°}’) D
est atteint pour w = ﬁ

Exercice 39 page 50 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

2. Utiliser I’exercice 32 page 47

Exercice 41 page 51 (Convergence de SOR.)

1. Calculer le déterminant de A.

2. Calculer le déterminant de éw —E.

3.Remarquer que les valeurs propres de £,, annulent det(1=% Id+F—\(4w—E)). Apres calcul de ce déterminant,
ontrouve \y = 1 —w, Ay = Hl_—fgw,)\g = %

Montrer que si w < v/2, p(L,) = |A3] et que p(L,) = [ M| siw > /2.

4. Utiliser I’expression des valeurs propres pour montrer que la méthode converge si w > TQ\E et que le parametre
de relaxation optimal est wy = 1.
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Exercice 43 page 52 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A.)

1. Décomposer x( sur une base de vecteurs propres orthonormée de A, et utiliser le fait que — A\ n’est pas valeur

propre.
2. a/ Raisonner avec y(™) = z(") — z ot 2 est la solution de Az = b et appliquer la question 1.

b/ Raisonner avec (™ = (1) — z(1)

Exercice 44 page 53 (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer I’exercice précédent a la matrice B = (A — uld)~*.
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1.8 Corrigés

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives)

1. Supposons qu’il existe un élément diagonal a; ; négatif. Alors Ae; - e; < 0 ce qui contredit le fait que A est
définie positive.

2.Soitz € RY, décomposons x sur la base orthonormée (f;);=1 n : ¢ = vazl x; f;-On adonc :
N
Az -z = Z Niz?. (1.8.69)
i=1

Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictement positives alors A est définie positive :

Supposons que \; > 0,V: = 1,..., N. Alors pour Vz € ]RN, d’apres (1.8.69), Az - x > 0 et la matrice A est
positive.

Supposons maintenant que A\; > 0,Vi = 1,..., N. Alors pour V2 € IR, toujours d’aprés (1.8.69), (Az -2 =
0) = (x = 0), et et la matrice A est donc bien définie.

Montrons maintenant la réciproque :
Si A est positive, alors Af; - f; > 0,Vi=1,...,Netdonc \; >0,Vi=1,...,N.
Si A est définie, alors (Aaf; - af; =0) = («=0),Vi=1,...,Netdonc \; >0,Vi=1,...,N.

3. Comme A est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictement positives, et on peut donc définir I’application
linéaire S dans la base orthonormée (f;);—1.n par: S(f;) = V/Aifi,¥i=1,...,N.Onaévidemment SoS =T,
et donc si on désigne par B la matrice représentative de I’application S dans la base canonique,on a bien B? = A.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particuliéres)

1. Par définition, [|Allcc = sup,er ||z =1 [ A7, et

HOC*

[ Azl :i:T§§N|_ > aial < max | > laigllzl.
j=1,...,.N j=1,....N

Or ||z||oc = 1 donc |z;| < let
el < o |37 Jaigl

j=1,0,N
Posons maintenant o = max;=1,..~ [Y_;_; _x |ai;| et montrons qu’il existe z € RY, ||z]|c = 1, tel que
||[Az||so = a. Pour s € IR, on note sign(s) le signe de s, ¢’est—a—dire sign(s) = s/|s| si s # 0 et sign(0) = 0.
Choisissons z € TR” défini par ; = sign(ay, ;) ol ig est tel que it ol = 3 N laigl, Vi=
1,...,N.Onabien ||z]s = 1, et
N
Azl = max |3 aijsgn(ai, )
B REEE) j=1
Or, par choix de z, on a D jm1. N @i = mazi=i N 32,1y lai;]. Onen déduit que pour ce choix de z,
on abien ||Az| = max;—1, . N | ijl,___7N la; ;.
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2. Par définition, || A1 = sup,er~ g, =1 [[Az[|1, et

Azl = >0 1 Y gzl < DY fa |[D] laigl

i=1,....N j=1,..N j=1,..,N i=1,..,N
< j:I{{?f?fN| _72 |ai,) _72 |21
i=1,....,N j=1,...,.N

Etcomme 3 ; ,  |z;| =1, onabienque [|Ally < maxj—1  nD iy nlaigl
Montrons maintenant qu’il existe 2 € IR™, [|z||; = 1,tel que ||[Az|1 = >,_,  |ai | Il suffit de considérer

pour cela le vecteur = € IRY défini par z;, = letx; = 0sij # jo, ol jo est tel que Dim, N @i =
max;—i...N2.;_1 _n |aij|. On vérifie alors facilement quon a bien || Az |1 = max;—1,. N> ,_q x|l

3. Par définition de la norme 2,0n a :

| Al|3 = sup Az - Az = sup AtAx -z
2€RY [lz]l2=1 2€RN||z2=1

Comme A’ A est une matrice symétrique positive (car A*Az - x = Az - Az > 0), il existe une base orthonormée
(fi)i=1,... ~ et des valeurs propres (;)i=1,... v, avec 0 < pug < po < ... < un tels que Af; = u; f; pour tout
ie{l,...,N}.Soitz =3 ,_, yaifi € R".Onadonc:

A'Az -z = ( Z picvi fi) - ( Z aifi) = Z aipi < pvllf3-

i=1,...,N i=1,...,.N i=1,..,N

On en déduit que || A[|3 < p(ATA).
Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considerer le vecteur z = fy ; on a en effet | fx|l2 = 1,et [|[Afn|3 =
A*Afn - N = pn = p(ATA).

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Si p(A) < 1, grice au résultat d’approximation du rayon spectral de la proposition 1.7 page 6, il existe ¢ > 0
tel que p(A) < 1 — 2¢ et une norme induite ||.|| 4 tels que ||Alja = p < p(A)+e=1—¢e < 1. Comme ||.|| 4,
est une norme matricielle, on a | A*|| 4 . < p¥ — 0 lorsque k — co. Comme I’espace My (IR) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc || A*|| — 0 lorsque k — co.

Montrons maintenant la réciproque : supposons que A* — 0 lorsque k — oo, et montrons que p(A) < 1. Soient
A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé. Alors A¥z = Mz, et si A¥ — 0,alors A¥z — 0, et donc
Aez — 0, ce qui n’est possible que si |A| < 1.

2.Sip(A) < 1,d’apres la question précédente on a : || A*|| — 0 doncil existe K € IN tel que pour k > K, || A¥|| <
1.On en déduit que pour k > K, || A¥||*/* < 1, et donc en passant a la limite sup sur &, lim sup;,_, , o | AF||% < 1.

3. Comme liminfy_, o [|A¥||'/* < 1, il existe une sous-suite (k,)nen C IN telle que ||AFn||V/Fn — ¢ < 1
lorsque n. — 00, et donc il existe N tel que pour n > N, || A*»||1/#» < 5, avec n €]0, 1[. On en déduit que pour
n > N, | AF| < nk», et donc que A% — 0 lorsque n — +oo. Soient A une valeur propre de A et z un vecteur
propre associé, on a : A¥»2 = A\Fnx; on en déduit que |\| < 1, et donc que p(A) < 1.

4.Soit o € R4 tel que p(A) < a. Alors p(L A) < 1, et donc par la question 2,

limsup || A*||F < a, Yo > p(A).
k——+oo
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En faisant tendre « vers p(A), on obtient donc :

lim sup [|A*|| % < p(A). (1.8.70)

— 400
Soit maintenant 3 € R4 tel que lim infy_ 4 || A¥||* < 3. On a alors lim infy_ 4 o H(%A)kH% < 1 et donc par
la question 3, p(%A) < 1,donc p(A) < 3 pourtout 3 € R tel que lim infy_ o [|A¥||* < 3. En faisant tendre

3 vers lim infy,_ | o || A¥| %, on obtient donc

p(A) < liminf | AF|*. (1.8.71)
— 400
De (1.8.70) et (1.8.71), on déduit que
limsup [|A¥||% = liminf |A*|* = lLim |A¥|* = p(A). (1.8.72)
k—4o00 k—-+oo k—-+oo

5.Si ||.|| est une norme matricielle, alors || A¥|| < || A||* et donc d’aprés la question précédente, p(A) < [|A].

6. On a montré que p(A) < 1 si et seulement si A¥ — 0 et que donc, si p(A) > 1 alors A¥ £ 0. On rappelle aussi
que A¥ — 0 si et seulement si A¥y — 0, Vy e RY.

(=) On démontre I'implication par contraposée. Si p(A) > 1 il existe y € R tel que A¥y +— 0.

ko0
(<) Supposons maintenant que p(B) < 1 alors I’égalité (1.5.29) donne
™ —z=BFa® —z) — 0
k00
car p(B) < 1. Donc z(*) W A~1b. La méthode est bien convergente.
Exercice 7 page 37 (Rayon spectral)
11 suffit de prendre comme norme la norme définie par : ||z|| = sz\; a? ot les (a;);—1, n sont les composantes de

x dans la base des vecteurs propres associés a A.

Pour montrer que ceci est faux dans le cas ot A n’est pas diagonalisable, il suffit de prendre A = ( 8 (1) ) ,ona

alors p(A) = 0, et comme A est non nulle, || A]| # 0.

Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)

1. Si p(A) < 1, les valeurs propres de A sont toutes différentes de 1 et —1. Donc 0 n’est pas valeur propre des
matrices Id — A et Id + A, qui sont donc inversibles.

2. Suppposons que p(A) < 1.1l est facile de remarquer que

N
O AM(1d— A) = 1d — AN, (1.873)

k=0

Si p(A) < 1, d’aprés la question 1. de 1’exercice 5 page 37, on a A¥ — 0 lorsque & — 0. De plus, Id — A est
inversible. On peut donc passer 2 la limite dans (1.8.73) et on a donc (Id — A)™! = Z:jﬁ Ak,

Remarquons de plus que la série de terme général A* est absolument convergente pour une norme | - || 4. donnée
par la proposition 1.7 page 6, avec ¢ choisi tel que p(A) + & < 1. Par contre, la série n’est pas absolument
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convergente pour n’importe quelle norme. On pourra s’en convaincre facilement grace au contre—exemple (en

dimension 1) suivant : la série sy, = 1 + @ + --- + ¥ est absolument convergente pour la norme | - | sur IR
pour |z| < 1, ce qui n’est évidemment plus le cas si I’on remplace la norme par la norme (pourtant équivalente)
|1l = 10]-].

Réciproquement, si p(A) > 1, la série ne peut pas converger en raison du résultat de la question 1 de I’exercice 5
page 37.

Exercice 11 page 38 (Décompositions LL! et LDL')

1 0 a 0
l.OnposeL:(7 1)etD:(O 6).
Par identification, on obtient « = 2, 3 = f% ety = %

.. o . a 0 . . . .
Si maintenant on essaye d’écrire A = LL' avec L = ( . ),on obtient ¢? = —% ce qui est impossible dans IR..

b
En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décomposition LL?, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit z = (z1,22)" € R?,, alors Az - & = 21 (71 + m2), et en prenant z = (1,—2)%, on a
Az -2 < 0.

2.2.Reprenons en I’adaptant la démonstration du théoréme 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Danslecas N = 1,ona A = (a1,1). On peut donc définir L = (¢1 1) ot {11 =1,D = (a1,1),d11 # 0, et
onabien A = LDL!.

2. On suppose que, pour 1 < p < N, la décomposition A = LDL" s’obtient pour A € M, (IR) symétrique
définie positive ou négative, avec d; ; # 0 pour 1 < i < N et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pour A € My 41(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit donc A € M1 (IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrire A sous la forme :

(1.8.74)

ol B € My (IR) est symétrique définie positive ou négative (calculer Az -z avec = = (y,0)!, avecy € R
pour le vérifier), a € RY eta € R.

Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € My (IR) M = (m;, j)f\szl et une matrice diagonale
D = diag(dljl, da2,...,dy,~) dontles coefficients sont tous non nuls, telles que :

(& my;=0sij>1

by my;=1

(¢c) B=MDM:!.

On va chercher L et D sous la forme :

; (1.8.75)
bt 1

avech € R™, X € IR tels que LDL! = A. Pour déterminer b et ), calculons LD L? avec L et D de la forme
(1.8.75) et identifions avec A :
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B 1 A

o Dol Tl lo T Lo [ o

On cherche b € RY et A € IR tels que LDL' = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

MDb=aeth'Db+ \ = a.

La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = va (1 =1). Par hypothése
de récurrence, la matrice D est aussi inversible. La premiére égalité ci-dessus donne : b = D=1 M ~'a. On
calcule alors A = a — b* M ~'a. Remarquons qu’on a forcément A # 0, car si A = 0,

[MDMt ‘ MDb"
A=LDL'=

{thMt ‘ thbJ
qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (z,y) € RY x IR solution de
[MDMt MDb
{thMt thb
on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (—M by, y)t, y € IR, sont solutions. Le

noyau de la matrice n’est donc pas réduit 2 {0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dn+1,n+1 # 0 ce qui termine la récurrence.

3. On reprend I’algorithme de décomposition LL" :

Soit A € My (IR) symétrique définie positive ou négative; on vient de montrer qu’il existe une matrice L €
M (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0si j > 4, £;; = 1, et une matrice D € My (IR) diagonale
inversible, telles que et A = LDL*. On a donc :

N
aij =Y ligdrrlic, V(i,j)€{l,...,N}>. (1.8.76)

1. Calculons la lere colonne de L ; pour 7 = 1,ona:
a1 =dy,1doncdy 1 = a1,
@21
b
adl’l
i,1
a;1 = £i71£171 donc gi,l = 7

)

ag,1 = ¥21dy,1 donc Uy =

LN

2. On suppose avoir calculé les n premiéres colonnes de L. On calcule la colonne (n+ 1) en prenant j = n+ 1
dans (1.3.13)

. 2
Pouri=n+1,ant1,n+1 = E Cri1 1k k + dnt1,n41 done
k=1

n

dni1ni1 = niine1 — 3 0oy wdiok. (18.77)
k=1
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On procede de la méme maniere pouri =n+2,...,N;ona:
n+1 n
Qi1 = E Ci ki ilni1e = E Ui ki ilni1,k + Lint1dn41,n410n+1,n41
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dj, ,, sont tous non nuls, on peut écrire :

1

_ 1.8.78
dn+1,n+1 ( )

n
lint1 = | Gint1 — E Ci ki 1 lng1,k
k=1

Exercice 13 page 38 (Sur la méthode LL?)

Corrigé en cours de rédaction

Exercice 14 page 38 (Sur la méthode LL?)
Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécessite N multiplications et N — 1 additions, et la matrice comporte N2
coefficients. Comme la matrice est symétrique, seuls N (N + 1)/2 coefficients doivent étre calculés. Le

(2N—1)N(N+1)
2

calcul de A? nécessite nécessite donc opérations élémentaires.

. ’1 2, . , o, , . 3 2
Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer la décomposition LL! de A? nécessite NT + NT +
(cours).

N
6

La résolution du systeme A%x = b nécessite 2N ? opérations (N? pour la descente, N2 pour la remontée,
VOIr cours).

Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systéme A%z = b par la premiére méthode est
donc W + NTS + ¥ + & = % + O(N?) opérations.

2. La décomposition LL! de A nécessite NTS + NTQ + &, etla résolution des systemes LL'y = bet LL'z =y
nécessite 4N 2 opérations. Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systtme A%z = b
. L 3 2 3 L, .
par la deuxieme méthode est donc NT + 91;[ + % = NT + O(N?) opérations.

Pour les valeurs de N assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxieme méthode.

Exercice 16 page 39 (Décomposition L' d’une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le cours. Comme A est symétrique,
le nombre p de diagonales de la matrice A est forcément impair si A ; notons ¢ = %1 le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également ¢ sous-diagonales non nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend 1’algorithme de construction de la matrice L vu en cours, on

remarque que pour le calcul de la colonne n + 1,avec 1 <n < N — 1, on a le nombre d’opérations suivant :
n

— Calcul de ly1 1,41 = (@nt1,n41 — anﬂ,kfnﬂ,k)l/z >0:

k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.
- 1
— Calcul de €n+2,n+1 = | n42n+1 — E €n+2,k€n+1,k B E——
1 £n+1,n+1

une division seulement car /,,42 j, = 0.
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On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la colonne n + 1,avec 1 < n < N — 1,
estde 4.

Or le nombre d’opérations pour la premiére et derniére colonnes est inférieur a 4 (2 opérations pour la premiere
colonne, une seule pour la derniére). Le nombre Z; (V) d’opérations élémentaires pour la décomposition LL! de

A peut donc étre estimé par : 4(N — 2) < Z;(N) < 4N, ce qui donne que Z1(N) est de I’ordre de 4N (le calcul
exact du nombre d’opérations, inutile ici car on demande une estimation, est 4N — 3.)

2. Cas d’une matrice a p diagonales.

On cherche une estimation du nombre d’opérations Z,(NN) pour une matrice a4 p diagonales non nulles (ou ¢
sous-diagonales non nulles) en fonction de V.

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

n

boptmsr = (@ng1nsr = Y bogribnirk)'/? >0, (1.8.79)
k=1
& 1
etlingt = | Giner =Y ligbnyip | 7— (1.8.80)
h—1 n+1,n+1

est toujours inférieur a 2¢ + 1, car la somme 22:1 fait intervenir au plus ¢ termes non nuls.

De plus, pour chaque colonne n+1,il y a au plus g+ 1 coefficients ¢; 5,1 non nuls, donc au plus g+ 1 coefficients
a calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonne peut étre majoré par (2¢ + 1)(¢ + 1).

On peut donc majorer le nombre d’opérations z, pour les ¢ premiéres colonnes et les ¢ dernieres par 2¢(2¢+1)(g+
1), qui est indépendant de N (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de /V, et donc le nombre z,
est O(1) par rapporta N.)

Calculons maintenant le nombre d’opérations x,, nécessaires une colonnen = q¢+1a N — g — 1. Dans (1.8.79) et
(1.8.80), les termes non nuls de la somme sont pour k =i — g, ...,n,etdonc ona (n — i+ g + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

n+q+1
Tho o= Y (2n—i+q+1)+1)
1=n+1
q+1
=Y (2(-j+q+1)+1)
j=1
q+1
=(g+1)(2¢+3)-2) ]
j=1
=(¢+1)%

Le nombre z; d’opérations nécessaires pour les colonnesn = ¢+ 1a N — ¢ — 1 est donc
2= (q+1)*(N - 29).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires pour la décomposition L L d’une matrice 2 p diagonales est
donc donnée par :

(¢ +1)*(N —2q) < Zy(N) < (q+1)*(N —2q) +2¢(2¢ + 1) (g + 1), (18.81)

et que, & g constant, Z,(N) = O((¢ + 1)?N)). Remarquons qu’on retrouve bien I’estimation obtenue pour ¢ = 1.

3. Dans le cas de la discrétisation de I’équation —u” = f traitée dans le cours page 18,0n a ¢ = 1 et la méthode de
Choleski nécessite de I’ordre de 4N opérations élémentaires, alors que dans le cas de la discrétisation de I’équation
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—Au = f traitée dans le cours page 25-26,0n a ¢ = v/ NN et la méthode de Choleski nécessite de 1’ordre de N?
opérations élémentaires (dans les deux cas N est le nombre d’inconnues).

On peut noter que I’encadrement (1.8.81) est intéressant des que g est d’ordre inférieur a N, o < 1.

Exercice 18 page 40 (propriétés générales du conditionnement)

Partie I
1.Comme ||-|| est une norme induite, ¢’est donc une norme matricielle. On a donc pour toute matrice A € My (IR),

1Zd]| < [lA]l A=)

ce qui prouve que cond(A) > 1.
2.Par définition,

cond(ad) = [lad]| [|(ad)™"|
|-
= o] HAHEHA Y| = cond(A)

3. Soient A et B des matrices inversibles, alors AB est une matrice inversible et

cond(AB) = |[AB| [[(AB)~"|| = | AB| B~'A™|
< AL IBI B~ A7,
car || - || est une norme matricielle. Donc cond(AB) < cond(A)cond(B).
Partie 11

1. Par définition, on a condy(A) = || A||2]|A~"||2. Or on a vu a I’exercice 3 que ||Allz = (p(A*A)Y/? = JoN.
On a donc .

147 o = (p((A™) AT)Y2 = (p(A4) 7)) 7 o p((44) ™) = =

ol 47 est la plus petite valeur propre de la matrice AA?. Or les valeurs propres de AA® sont les valeurs propres
de A'A : en effet, si \ est valeur propre de AA! associée au vecteur propre x alors A est valeur propre de AA*

associée au vecteur propre A’x. On a donc
ON
condy(A) = [ —.
o

2.Si Aests.d.p.,alors AYA = A% etg; = A\? ou \; est valeur propre de la matrice A. On a dans ce cas conda(A) =
AN

A
3. Si condz(A) = 1, alors /22 = 1 et donc toutes les valeurs propres de At A sont égales. Comme A’ A est
symétrique définie positive (car A est inversible), il existe une base orthonormée (f; ... fn) telle que A*Af; =

1
ofi, Vieto > 0 (car A'Aestsd.p.).Onadonc A'A = old A® = o> A~' avec a = /0. En posant Q = — A,
a

1
onadonc Q' = —A'=aA ' =Q L.
«
Réciproquement, si A = (), alors ATA = o?Id, 2 =1, et donc condy(A) = 1.

o1

4. A € Mn(IR) est une matrice inversible. On suppose que A = QR ol () est une matrice orthogonale. On a

donc :
condy(A) = [|All2 [[A™ |2 = [|[QRl2 [|R7'Q"[|2-
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On a aussi conda(A) = /U—N ot 01 < ... < oy sont les valeurs propres de A'A. Or A'A = (QR)'(QR) =
g1
R'Q7'QR = R'R.Donc condz(A) = conds(R).

5.S0ient0 < Ay < Ap... < Ayet0 < py < po...< pun les valeurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Alors
condy(A+ B) = V—N,oﬁ 0 <11 <...< vy sontles valeurs propres de A + B.
14}
a) On va d’abord montrer que

AN+ pN
do(A+ B) < —————.
conds )< A1+

Remarquons en premier lieu que si A est s.d.p., alors

condy(A) = SUP|e =1 AT T
2 a inf”w”Q:l ASC:L'

En effet, si A ests.d.p.,alors sup Ax-x = Ay ; il suffit pour s’en rendre compte de décomposer x sur la
llzll2=1

N N
base (f;)i=1..n.Soitx = Zaifi.Alors CAxr - = Zaf)\i < )\Nzaf =Av.EBtAfn - fnv = An.

i=1 i=1
De méme, Az -x > \¥a? =\ et Az -z = Ay siz = f;.Donc inf Az -z =\

llzll=1
o ) Sup|p(=1 Az -

On en déduit que si A est s.d.p., conds(A) = ————
lnfutzl Az - x
SuszH:l(A —+ B)Z' -

D do(A+ B) =
onc condz (A + B) inf|p =1 (A + B)z -z

Or sup (Az-ax+ Bz -z) < sup Az-xz+ sup Bx-x= Ay + pun

llzll=1 llzll=1 llzll=1
et Hiﬂlfl(A:c~x+Bx~z) > Hiﬂlfle -+ HilHllex~x =\ + 1
donc \
1 uN
condz(A+ B) < AN TEN
2( )< A1+
b) On va montrer que
a+b a b N
c+d < maX(Ea E)a V(a,b,c, d) € (IR+)4'
b
Supposons que aJr ¥ > 4 alors (a + b)e > (¢ + d)a c’est—a—dire be > da donc be + bd > da + db soit
c c
b(c+d) > d(a+b);donc Zidb < g. On en déduit que conds (A + B) < max(conds(A), condz(B)).

Exercice 20 page 40 (Minoration du conditionnement)

1. Comme A est inversible, A + §A = A(Id + A~16A), et donc si A + §A est singuliere, alors Id + A~16A
est singuliere. Or on a vu en cours que toute matrice de la forme /d + B est inversible si et seulement si
p(B) < 1.0n en déduit que p(A~13A) > 1, et comme

p(ATI0A) < [|ATI6A| < [ATH|[|I8A],
on obtient
4]

|A=|[[6A]l > 1, soit encore cond(A) > 04[]
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2. Soity € RY tel que |jy]| = 1et |A~ly|| = ||A~1||. Soitz = A~ly, et 6A = =L on a donc

zt x

t

—yx
(A4 6A)x = Ax — ﬁxz:yf p

—y atx

=0.

La matrice A + § A est donc singuliere. De plus,
64 = s lly o A7
]2 '

Or par définition de z et y, on a ||z||> = ||A~!||?. D’autre part, comme il s’agit ici de la norme L?, on a

A= = ||A~"||. On en déduit que

1 1
164 = =z IvIPIA~ ) = ==
[A=1? A=
On a donc dans ce cas égalité dans (1.6.42).
0 0 0
3. Remarquons tout d’abord que la matrice A est inversible. En effet,detA = 202 > 0.SoitdA = | 0 —a«
0 —a —«
Comme det(A + dA) = 0, la matrice A + J A est singuliere, et donc
1Al
cond(A) > —. (1.8.82)
0A]

Or ||6A]| = 2a et || A]| = max(3,1 + 2ar) = 3, car o €]0, 1[. Donc cond(A) > 2.

Exercice 22 page 41 (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement)

1. (a) Linverse de la matrice A vérifie les quatre équations suivantes :
X—-A1 =0, X1-4 = 0,
AX—-Id = 0, XA-Id = 0.

Les quantités e, ez, e3 et ey sont les erreurs relatives commises sur ces quatre équations lorsqu’on
remplace X par B ; en ce sens, elles mesurent la qualité de I’approximation de A~".

(b) On remarque d’abord que comme la norme est matricielle, on a |M P|| < |M]|||P|| pour toutes
matrices M et P de My (IR). On va se servir de cette propriété plusieurs fois par la suite.
(o) Comme B=A"1'+FE,ona

o B _ A7 _
T4 = AT

E.

(B) Par définition,
_ BT A _ (AT + B - A

€y = =
? IA] 4]

(A '+ E)'—A = (A 'Id+AE) - A

= (Id+AE)'A— A

= (Id+ AE)"Y(Id — (Id + AE))A
— —(Id+ AE)"'AEA.
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On a donc

e2 < [|(Id + AE)TH[[|A]l| 2.
Or par hypothese, || AE| < ||A|||E|| < cond(A)e < 1; on en déduit, en utilisant le théoréme

1.11,que :
- 1 econd(A)
Id+ AE)) Y| € ———, etd S T ceond(A)
I|(Id+ N < 1_HAEH’e one €3 = 1 —econd(A)
(4) Par défniton, e = |AB — Id]| = [ A(A™ + B) — Id| = |AB| < ||| E] < | A A~ =
econd(A).

(0) Enfin,ey = [|BA - Id|| = ||[(A~' + E)A — Id|| < |EA|| < ||E||||A]| < econd(A).
(¢) (o) Comme B = A~Y(Id+ E'),ona

AT+ B) - A7

e = — <|Id+ E' —Id|| <e.
A=

() Par définition,
ey = W
_ IUd+EN" (A-—Id+EHA)|
B (Y
|7+ B |d - (1d + B < 1=

N

car e < 1 (théoreme 1.1).
(7) Par définition, e3 = |AB — Id|| = |[AA~Y(Id + E') — Id|| = || E'|| < =.
(0) Enfin,ey = |BA—Id|| = ||[A"Y(Id+ E"A—Id|| = |A"Y(A+ E'A— A)|| < [[A7|||AE'| <
econd(A).
2. (a) On peut écrire A + 54 = A(Id + A=154). On a vu en cours (théoréme 1.11) que si ||A=54] < 1,
alors la matrice Id + A~164 est inversible. Or ||A=15 4| < ||A7Y|[|6.4]|, et donc la matrice A + 64

tinversible si [|64]| < —

est inversible si || 4 S

A=

(b) On peut écrire ||(A+64)"L — A7 = [[(A+64) " (Id — (A+54)A7| < [(A+04)7 ||| Id —
Id —SAA7Y| < |[(A+64)7[64]/]|A7L]|. On en déduit le résultat.

Exercice 24 page 42 (IP-matrice)

1. Supposons d’abord que A est inversible et que A=t > 0; soit z € IR" tel que b = Az > 0. On a donc
x = A~ 'b, et comme tous les coefficients de A~ ! et de b sont positifs ou nuls, on a bien > 0.
Réciproquement, si A est une IP-matrice, alors Az = 0 entraine x = 0 ce qui montre que A est inversible.
Soit e; le i-eme vecteur de la base canonique de IR, ona: AA~e; = e; > 0, et donc par la propriété de
IP-matrice, A~ te; > 0, ce qui montre que tous les coefficients de A~! sont positifs.

2. La matrice inverse de A est A~! = % ( fcl _2 ) avec A = ad — be. Les coefficients de A~! sont donc

positifs ou nuls si et seulement si

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0,
b>0,¢c>0 b<0,c<O0.

Or on a forcément ad # 0 : en effet sinon on aurait dans le premier cas) bc < 0,orb < Oetc < 0, ce
qui aboutit a une contradiction. De mé&€me dans le deuxi¢me cas, on aurait b¢c > 0,or b > O et c > 0. Les
conditions précédentes sont donc équivalentes aux conditions (1.6.44).
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3. La matrice A? est une IP-matrice si et seulement A’ est inversible et (A")~1 > 0. Or (A%)~! = (A~1)%.
D’ou I’équivalence.

4. Supposons que A vérifie (1.6.45), et soit z € IR” tel que Az > 0. Soit k € 1,..., N tel que z;, =
min{z;,i =1,..., N}. Alors

N
(A:c)k = ak kTk + Zakijj > 0.
j=1
J#k
Par hypothese, ax,; < 0 pour k # j,etdonc ay ; = f|ak7j|. On peut donc écrire :

N
Ak Tk — Z |ak,jlz; > 0,

j=1
J#k
etdonc :
N N
(ar = Y laxjDae = Y laxl(@; — ).
Jj=1 j=1
i#k G#k
Comme 2, = min{z;,s = 1,..., N}, on en déduit que le second membre de cette inégalité est positif ou

nul, et donc que x; > 0. On a donc z > 0.

5. Silamatrice A vérifie (1.6.46), alors la matrice A vérifie (1.6.45). On en déduit par les questions précédentes
que A® et A sont des IP-matrices.

6. Soit 1 le vecteur de IR™ dont toutes les composantes sont égales a 1. Si Az > 0, comme I’espace IR est
de dimension finie, il existe € > 0 tel que Az > €1. Soitn = eA~11 > 0:onaalors A(x —n) > 0etdonc
x > 1, car A est une IP-matrice.
Montrons maintenant que i > 0 : tous les coefficients de A~! sont positifs ou nuls et au moins ’un d’entre
eux est non nul par ligne (puisque la matrice A~! est inversible). On en déduit que 7; = € Zfil (A7), >0
pourtouti =1,...,N.Onadoncbienx > n > 0.

7. Soit A la matrice nulle,on a alors {z € R" t.q. Az > 0} = 0, etdonc {x € R" tq. Az > 0} C {z ¢ RY
t.q.z > 0}. Pourtant A n’est pas inversible, et n’est donc pas une IP-matrice.

8. Soit x tel que Az > 0, alors il existe ¢ > 0 tel que Az + €1 > 0. Soit maintenant b = A 1'1:0na
A(x 4 eb) > 0 etdonc x + b > 0. En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que = > 0.

9. Soit T' € L(E) défini par f € E — Tf,avec Tf(z) = f(2)siz # 0et f(0) = £, avec £ = limio f.
On vérifie facilement que T'f € E.Si T f > 0, alors f(%) > 0 pour tout « € IR ; donc f(x) > 0 pour tout
x € IR\ {0} ; on en déduit que f(0) > 0 par continuité. On a donc bien f > 0.
Soit maintenant g définie de IR dans IR par g(x) = |arctanz|. Ona g(0) = 0,donc g # 0.0r T'g(0) = 3
et Tg(x) = |arctan<| > 0si z > 0,donc T'g > 0.

Exercice 26 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres de A.)

1. Pour montrer que A est définie positive (car A est évidemment symétrique), on va montrer que Az - x > 0 si

x #0.
On a

=
L

1
Ax -x = ﬁ $1(21‘1 — .172) + xi(_-ri—l + 2x; — $i+1) + 21‘?\[ — IN_1TN

N
/|
N

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 71 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



1.8. CORRIGES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
On a donc

N-1 N
WAz -z = Qz% — x1X9 — E (zixi,l + Qxf) — E TiTi—1 + Qx?\, — TN_1TN
i=2 i=3

I
WE

N N
2 2 2
x; + E ri_; +ay —2 g TiTi—1
i=2 i=1

i=1

(z; —xi1)* + 25 + 2% >0.

Il
KMZ

I|
¥

3

Deplus, Az -2 =0= 22 =2y =0etz; =x;_1 pouri=22aN,doncz = 0.
Pour chercher les valeurs propres et vecteurs propres de A, on s’inspire des valeurs propres et vecteurs propres du
probléme continu, c’est—a—dire des valeurs \ et fonctions ¢ telles que

—o"(x) = Mp(z) x €]0,1]
{ @(%) = w(l)i 0 (1.8.83)

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n’importe quel cas.)

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle —p”" = A est un espace vectoriel d’ordre 2, donc ¢ est
de la forme ¢(z) = acosvVx + fBsin VAz (A > 0) et a et 3 dont déterminés par les conditions aux limites
©(0) = a = 0et p(1) = acos VX + fsinv/A = 0; on veut 3 # 0 car on cherche ¢ # 0 et donc on obtient
A = k?r%. Les couples (), ) vérifiant (1.8.83) sont donc de la forme (k%72 sin kmx).

2.Pour k =1a N, posons @gk) = sin kmx;, ot x; = th,pouri = 1 a N, et calculons Ak
(ADR)), = —sinkm(i — 1)h + 2sin kx(ih) — sin k(i + 1)h.

En utilisant le fait que sin(a + b) = sina cosb + cos a sin b pour développer sin k7 (1 — i)h et sin k7 (i + 1)h, on
obtient (apres calculs) :

(480) = @, =1, N,
92 k
ol N\, = — (1 —coskmh) = —(1 — cos -
A 3 1 kmh 1

h? N+1
On a donc trouvé N valeurs propres \; ... Ay associées aux vecteurs propres ®(1) .. ®(0V) de RY tels que
. kmi
o) —gin—"" i=1...N.
N +1
Remarque : Lorsque N — +oc (ou h — 0),0n a

2 2,212
A= 2 (11+ i gh +O(h4)) = K2¢% + O(h?)

==
Donc
Al(ch) — k2 2 _ >\k
h — 0.

by 1 — cos 2=
Calculons condz(A). Comme A est s.d.p.,on a condz(A) = AL 71\[:1

A 1 — cos NI
Ona:h*Ay = 2(1 — cos 455) — 4 et Ay — 72 lorsque h — 0. Donc h*condy(A) — =5 lorsque h — 0.
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Exercice 28 page 45 (Conditionnement “efficace")

Partie I
1. Soit u = (u1,...,ux)".Ona

1 1 .
Aub@{ ﬁ(uz—uz,l)Jrﬁ(uz—qu):bz, VZ:L,N,
UQZUN+1:0.

Supposons b; > 0,Vi =1,...,N,etsoitp € {0,..., N + 1} tel que u,, = min(u;, i =0,...,N +1).
Sip=0ouN + 1,alors u; > 0Vi=0,N + 1 etdoncu > 0.
Sipe{l,...,N},alors

1 1
ﬁ(up —up—1) + ﬁ(“p —Upt1) >0

et comme u, — u,—1 < 0etu, — upy1 < 0, 0n aboutit a une contradiction.

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors « > 0. On en déduit par
linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que ’application linéaire
représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2.S0it ¢ € C([0,1],R) tel que p(x) = 1/22(1 — z) et ¢; = p(x;), i = 1, N,ou a; = ih.
(A¢); est le développement de Taylor a ’ordre 2 de ¢ (x;), et comme ¢ est un polyndme de degré 2, ce dévelop-
pement est exact. Donc (A¢); = ¢”(x;) = 1.

3.Soient b € RY etu € R tels que Au = b.Ona:
(Au = [[blle))i = (Au)i £ [|bl(Ad)i = b; + [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b|| > 0, alors par la question (1),
w; + ||bl|¢s >0 Vi=1...N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b|| < 0, alors
u; — ||blj¢s <0 Vi=1,...,N.

On a donc —|[b]|¢; < ||b]| i

P 1. 1
On en déduit que [|ulloo < [[b]] [|¢lloc ; or [|¢lloc = g D0l fJufleo < <l0]]-
On peut alors écrire que pour tout b € IR,
N 1 | A= 10| 1 _ 1
A7)0 < =|1b]|, donc —=2 < = d'ou |47 < =.
470 < 1. done L < £ aron 471 < g
1
On montre que ||[A7!|| = g en prenant le vecteur b défini par b(z;) = 1,¥i = 1,..., N.On aeneffet A='b = ¢,

et comme N est impair, 3i € {1,..., N} tel que z; = % ;01 [[p]|oc = () =

4. Par définition, on a || A[| = supj, -1 [|Az[, et donc [|Al| = max;—1 n >_,_; y |ai;|, d’ ol le résultat.

”OO

5. Gréce aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || ||, cond(A4) = || A[|||A7}| =

1
2h2 "
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Comme A, = dp,ona:

15 12l 15 Al
1ull < 1A™ 105 B = 1A= [0l T
d’ou le résultat.
Pour obtenir I’égalité, il suffit de prendre b = Au ot u est tel que ||u|| = 1 et ||Aul| = || A||, et Jp tel que ||0p]| = 1
et ||[A=15,]| = ||AY||. On obtient alors

ool _ 1 dul

= €
ol 1Al

D’ou I’égalité.
Partie 2 Conditionnement efficace

1. Soient o) et f() les fonctions constantes par morceaux définies par

. . o Ap
o () :{ p(th) = <i>151x€]xz 2,z1+2[,z 1,...,N, o

Osiz €[0,%4]ouz €]l — 2 1]
| fGh)=1b;siz €l — b :171+@[,
fP () _{f(ih)—Om:ce[O bouz el b 1)

Comme f € C([0,1],IR) et p € C?([0,1],IR), la fonction f}, (resp. ¢p,) converge uniformément vers f (resp. ¢)
lorsque h — 0. On a donc

hz bipi = / FM ()™ (2)dz — / f(z)e(z)dz lorsque h — 0.

Comme b; > 0Oet f; >0Vi=1,...,N,onaévidemment
SNbechz>OetSNH/ f(x)p(x)dx = 5 > 0lorsque h — 0.
Donc il existe Ny € IN tel que si N > Ny, Sy > g,etdonc Sy > a=min(Sy, S ...Sn,, g) > 0.

N
2.0na Nllu| = Nsup;_q y |ui| > Zf;l u;. D’autre part, Ap = (1...1) doncu - Ap = Z“i soru - Ap =

N
Aty - = Au - @ car A est symétrique. Donc u - Ap = Z bipi > % d’apreés la question 1. Comme &, = A~ 14,
i=1

1hN 0o
on adonc ||0,] < [[A™Y| ||6]] ; et comme N||ul|| > %,on obtient : || ||| < ——|| Al ”ifl|)|| .Or hN = 1leton
u
a donc bien : 5 5
10ull [ Flleo 190l
l[ull = 8o [|b]|

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?, et donc tend vers I’infini lorsque le

pas de discrétisation tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative ”H%IIH est

inférieure a une constante multipliée par la variation relative de H‘ fb””” . Cette derniere information est nettement plus

utile et réjouissante pour la résolution effective du systeme linéaire.
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Exercice 30 page 46 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

— Sia = 0,alors A = Id,donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.
— Sia # 0, posons ap = (1 — ), et calculons le polyndme caractéristique de la matrice A en fonction de la
variable (.

ap a @ w11
P(p)=det| a ap a |=d’det| 1 p 1 |=d*(’—3u+2).
1 1 p

a a ap

On a donc P(u) = a®(u — 1)?(u + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont donc obtenues pour 1 = 1 et
w=2,c’est-a—dire: \; =1 —aet Ay =1+ 2a.
La matrice A est définie positive si Ay > 0 et Ay > 0, ¢’est—a—dire si —% <a<l.
La méthode de Jacobi s’écrit :
X0+ = p~Y(D — A)xX™),

avec D = Id dans le cas présent ; donc la méthode converge si et seulement si p(D — A) < 1.
Les valeurs propres de D — A sont de la forme v = 1 — A ol A est valeur propre de A. Les valeurs propres de

D — A sont donc v; == —a (valeur propre double) et o = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge
sietseulementsi —1 < —a <let—1<2a<1,ie 3 <a< 3.
La méthode de Jacobi ne converge donc que sur 'intervalle | — %, %[ qui est strictement inclus dans I’intervalle

- %, 1[ des valeurs de a pour lesquelles la matrice A est s.d.p..

Exercice 32 page 47 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte)

Pour montrer que A est inversible, supposons qu’il existe 2 € IR™ tel que Az = 0; on a donc

N
Zaij:rj = 0
j=1
Pouri € {1,...,N},onadonc
lasillzs] = laisws| = | Y asjas| < D lagglllello, Vi=1,...,N.
Ji#d Jyi#d

Six # 0,0n a donc
Zj;i;éj @i ;5|

|aiq

|zi] < [#lloo < fl#floc, Vi=1,...,N

, ce qui est impossible pour 7 tel que
|zi| = [l -

Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge : Avec le formalisme de la méthode II du cours, on a
M=D= ,et N =M — A.

0 aN_,N

La matrice d’itération est
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[ 0,17% 0 0 —Q45
J=M"'N=D"IN =
| 0 a;/,lN Qij 0
- a2
0 T
e 0
L aN,N

Cherchons le rayon spectral de J : soient z € IRY et A € IR tels que J = Az, alors

S By = Ay, etdonce |z < Y |ai,j|””””°°.
= Q4 — |ai,i|
J3i#] YREY]

Soit i tel que |z;| = ||#]|s et  # 0, on déduit de I'inégalité précédente que |A| < M < 1 pour toute

\a“\

valeur propre A. On a donc p(.J) < 1. Donc la méthode de Jacobi converge.

Exercice 34 page 47 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante forte)

1. Si A est symétrique définie positive alors Ae; - e; > 0 pour tout vecteur e; de la base canonique. Tous les
coefficients diagonaux sont donc strictement positifs, et donc aussi inversibles. On en déduit que la matrice
D est inversible et que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. (a) Soit A une valeur propre de J associée au vecteur propre z. On a donc Jz = Az, ¢’est-a-dire D1 (E +
F)z = Az, soit encore (E + F')z = ADz. On a donc

1> a5l = [Nlaii||2il.

J#

Soit 7 tel que |x;| = max;—; n |x;|. Notons que |z;| # 0 car x est vecteur propre, donc non nul. En
divisant I’égalité précédente par |z;|, on obtient :

par hypothese. On en déduit que p(J) < 1.
(b) Soit 2 € R™ tel que Jx = Az avec |\| = 1. Alors

| Z ai,jxj| = |ai7i||xi|, pourtouti =1,..., N. (1.8.84)
J#i
On a donc
D laisllzl < avallzil =1 aija;]
i i 1.8.85
< Z|ai_,j||xj|pourtouti:1,...,N. ( )
j#i
Si A est diagonale, alors en vertu de (1.8.84), x; = 0 pour tout ¢ = 1,..., N. Supposons maintenant

A non diagonale. On déduit alors de (1.8.85) que

|z ]

2] < 1 pour tout i # j.
J
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Donc |z;| = |z;| pour tout 4, j.

Comme de plus, par hypothese,

|Gig o] > Y [aig 51,

J#io0
on a donc, si |z;,| # 0,
Z |a’i07j||$io| < |ai0-,ioxi0| < Z |a’i07jxi0 )
J#io J#io
ce qui est impossible. On en déduit que z = 0.

On a ainsi prouvé que J n’admet pas de valeur propre de module égal a 1, et donc par la question
précédente, p(J) < 1, ce qui prouve que la méthode converge.

(¢) La matrice A de I’exercice 33 est a diagonale fortement dominante. Donc la méthode de Jacobi
converge.

Exercice 36 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation)

1. J = D7Y(E + F) peut ne pas étre symétrique, méme si A est symétrique :

Do) =1 5)(

2. On applique I’exercice précédent pour 1’application linéaire 7" de matrice D, qui est, par hypothese, définie
positive (et évidemment symétrique puisque diagonale) et S = F + F', symétrique car A est symétrique.
Il existe donc (fy ... fn) basede Eet (p1 ... un) € RY tels que

En effet, prenons A = ( ? i ) .

Alors

= O
o =
N—

Dol
[esFNTP

J:D‘l(E—i—F):(

donc J n’est pas symétrique.

Jf; =D NE+F)fi=pfi Yi=1,...,N, et(Dfi, f;) = dis.

N
3. Par définition de J, tous les éléments diagonaux de J sont nuls et donc sa trace également. Or T'rJ = Z i -
i=1
Sip >0Vi=1,...,N,alors T'rJ > 0, donc Jip; p; < 0etcomme 1 < pip,onap; < 0.Un
raisonnement similaire montre que py > 0.

4. La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1 (théoreme 1.27 page 28). Or, par la question
précédente, p(A) = maxz(—p1, pn). Supposons que 1 < —1,alors 1y = —a, avec @ > 1. On a alors
D YE+F)fi = —afiouencore (E+F)f; = —aDf1,cequis’écritaussi (D+E+F)fi = D(1—a) f
c’est-a—dire (2D — A) f1 = 8D f1 avec 8 < 0.On en déduit que ((2D — A) f1, f1) = 6 < 0, ce qui contredit
le fait que 2D — A est définie positive. En conséquence, on a bien p1 > —1.

Supposons maintenant que iy = a > 1.On a alors D~Y(E + F)f; = —afn, soitencore (E + F)fnx =
—aDfy. On en déduit que Afy = (D —E — F)fy = D(1 — a)fy = DBfny avec § < 0.0n a
alors(Afn, fn) < 0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

5. Par définition,on a:Di(" Vs = (E+ F)z(™ 4 bet 2"+t = wz("+1) 4+ (1 —w)z(™. On adonc 2(**t1) =
W[DYE+F)z™ +D71b]+(1—w)z™ c’est-a—dire ("t = [Id—w(Id— D~ (E+F))]z"™ +wD~'b,,
soit encore 2 Dz("*) = [LD — (D — (E + F))]z(™ +b. On en déduit que M,z("*D = N,z + b avec
M,=21DetN,=1D- A
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6. La matrice d’itération est donc maintenant J,, = M N, qui est symétrique pour le produit scalaire
(-,-)ar, donc en reprenant le raisonnement de la question 2, il existe une base (f1,..., fx) € (RV)Y

et (fi1, ... jin) € RY tels que

Jwﬁ:Mw—leﬁzle( D — A)f pif;, Vi=1,...,N,

1 - .
Ct—Dfi'fj:(Sij, Vi,=1,...,N,Vj,=1,...,N.
w

—afy, ou encore ip - Afy =

D — A)f1 f1 < 0. Ceci contredit

Supposons 13 < —1,alors iy = —a, avec o > letwD™! ( )f
1 - 2
—a—Df1. On a donc —D Af1 =(1- a) Dfl, ce qui entraine (—
w w
2
I’hypothése — D — A définie positive.
w
De méme, si iy > 1, alors iy = aavec a > 1. On a alors

(lD —A)fn = OélDfm
w w

et donc A f N =(1— a)%D f N ce qui entraine en particulier que A f N f ~n < 0; or ceci contredit ’hypothese
A définie positive.

7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que

2
<—DA)x~x>0, Vi # 0, (1.8.86)
w
ce qui est équivalent a
2
(—DA) fi-fi>0, Yi=1,...,N, (1.8.87)
w
ou les (f;)i—1,n sont les vecteurs propres de D~!(E + F). En effet, la famille (f;);—1,.. v est une base de
lRN,et
2 2
cp-aA)f, = (Zp-D+(E+F))
w w
2
= - — 1) Dfl + Mini (1 888)
w

2
w

On a donc en particulier (%D — A) fi- fj = 0isi # j,ce qui prouve que (1.8.86) est équivalent a (1.8.87).
De (1.8.87), on déduit, grace au fait que (D f;, f;) = 1,

<<§DA) fz-,fz—) = (%”‘“)'

On veut donc que % — 1+ p1 > Ocar pg = inf p;, c’est—a—dire : f% < p1 — 1, ce qui est équivalent a :

w < .
1-— M1
8. La matrice d’itération J,, s’écrit :

1 \"'/1 1
Jo,=|—-D —D—-A|=wl,, avecl, =D (=D — A).
w w

w
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Soit A une valeur propre de [, associée a un vecteur propre u ; alors :

1 1
D! (—D — A> u = A\u, ie. (—D — A> u = ADu.
w w
On en déduit que

1
(D —A)u+ (— - 1) Du = ADu, soit encore
w
1 1
DY E+Fu=(1-=+x|u
w

Or f; est vecteur prore de D~ !(E + F) associée a la valeur propre j; (question 2). On a donc :

D HE+F)fi=wfi= <1 - % +>\) fis

1
cequiestvraisipu; =1— % + A, c’est-a—dire A = p; — 1 — % Donc uz(-w) =w (ui —-1- —> est valeur
w

propre de J,, associée au vecteur propre f;.
On cherche maintenant a minimiser le rayon spectral

1
p(Jo) = sup |wlui —1 -~

On a . 1

wlpr —1= =) <w(pi—1- =) <wlpny —1-—),
et

1 1
oy 1= 1) <l —1 - 1) <~ —1- 1)

donc

o) = s (G = 1= D = ol ~1- 1))

dont le minimum est atteint (voir Figure 1.8) pour

2
wl—p1)—1=1—-w(l—py)cesta-direw = ——.
2— 1 —pN
Exercice 37 page 49 (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridiagonale)

Corrigé en cours de rédaction

Exercice 39 page 50 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulieres)

1. Soitz € RY, supposons que
N
llla =" asla:i| = 0.
i=1

Comme a;; > 0, Vi = 1,..., N, on en déduit que z; = 0, Vi = 1,..., N. D’autre part, il est immédiat
de voir que ||z + y|la < |lz|| + |ly]la pour tout (z,7) € RY x RY et que |[A\z||a = |\|||z||4 pour tout
(z,A) € RY x IR. On en déduit que || - || 4 est une norme sur IR,
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w1 — ) +1]
ffffffff w1 = ) + 1]
max(ew(1 — p) + 1], (1 = o) + 1)

1 2 1
1—p1 2—p1—pn 1—pn

FIGURE 1.6 — Détermination de la valeur de w réalisant le minimum du rayon spectral.

2. Posons A = AId + A et notons a;,j ses coefficients. Comme A € IR’ et grice aux hypothéses (1.6.57)-
(1.6.59), ceux-ci vérifient :

aij < 0,Vi,j=1,...,N,i#j, (1.8.89)
N

Qi > Zai,j,Vizl,...,N. (1.8.90)
1=1
J#i

La matrice A est donc 2 diagonale dominante stricte, et par I’exercice 32 page 47, elle est donc inversible.

3. La méthode de Jacobi pour la résolution du systeme (1.6.60) s’écrit :
Du* V) = (B 4+ F)u™ + b, (1.891)

avec D = M[d+D,et A=D—FE—Festla décomposition habituelle de A en partie diagonale, triangulaire
inférieure et triangulaire supérieure. Comme a;; > Oet A € IR’ , on en déduit que D est inversible, et que
donc la suite (u(*))cn est bien définie dans IR..

4. Par définition de la méthode de Jacobi,on a :

WD (k)
W = (X w0

j=1,N
i

On en déduit que

(k+1) _ (k) (k—1)
u; u; a”Jr)\ ;N i Uy )-

Ji

et donc

N
Qi k k—1
lul D — o ®) 4 < Z 5 2 aij(ul® —u{),
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[ 1
Or . <
aitA T 1+2 T 1+a

i,%

. On adonc

N

1 k k-1
a0 = u®a < 72 3w - ) 3wy
Jj=1 j=1,N

JFi
Et par hypothese, Y j—1,~ a;; = a; ;. On en déduit que
i

1
1+a

uE+D) — o ®) 4 < ) — B 4.

On en déduit le résultat par une récurrence immédiate.

5. Soientpetq = p+m € IN,avec m > 0. Par le résultat de la question précédente,on a :

ul® —u®|, < Z uPtd) — o P=i=1)| 4

i=1
L T o
- 14+« = 1+«
Or a > 0 donc la série de terme général (135)",etona:
(@) _ W O (S
q) _ (P < 1) _ p i
O Pl 5 O a0 S )
< @+ Dl - Oy ()
- « 14+«

—  0lorsque p — +o0.

On en déduit que pour tout € > 0, il existe N tel que si p, ¢ > N alors ||u(® —uP)||4 < ¢, ce qui montre
que la suite est de Cauchy, et donc qu’elle converge. Soit @ sa limite. En passant a la limite dans (1.8.91), on
obtient que u est solution de (1.6.60).

Exercice 41 page 51 (Une méthode itérative particuliere)

1.Det (A) = —1 et donc A est inversible.

1 1 /1 1 2
2.Det (—Id—E) = — (—2 - 2>.Orw €]0, 2[. Donc la matrice —Id — F est inversible si w # £
w w \w w 2

3. Les valeurs propres de £, sont les complexes ) tels qu’il existe x € C3,x # 0,t.q: L2 = Az, ¢’est-a—dire :
1- 1
<F+ —“’Id) z =\ <—Id E) z,
w w
soit encore M) ,x = 0,avec My, = wF + MAwE + (1 —w — \)Id.

Olget (Mrw) =0 —w—=2)((1-w-—XN)?-2)\0w?)

=(1-w-N1-w—(14+vV20)N (1 —w— (1 —+2w)\)
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2t

FIGURE 1.7 — Graphe des valeurs propres A; et A3

Les valeurs propres de £, sont donc réelles, et égales a
1—w 1—-—w
M=1l-w=——"+—c¢etd3=——+.
! 2 1+ \/ﬁw s 1-— \/ﬁw

Par définition, le rayon spectral p(L,,) de la matrice £, est égal a max(|\1], |Az|, |A3|). Remarquons tout d’abord
que |1 + v2w| > 1,Vw €]0,2[, et donc |A1| > |Aa|, Vw €]0,2[. Il ne reste donc plus qu’a comparer |\, | et [\3].

Une rapide étude des fonctions |A;| et |A3| permet d’établir le graphe représentatif ci-contre.

On a donc : )
—w .
p(Ly) = |A3(w)| = ‘m siw €]0,V?2]

p(Ly) = M(w) =1 —w|siw e [V2,2].
4. La méthode est convergente si p(£,,) < 1;Siw € [vV2,2],p(L,) =w —1 < 1;siw €]0,v2],

1—w
L,)=|———|<1
p(L.) ‘1@‘

1-w
désque — < 1,c’estadirew > ——.
% w1 1++v2
Le minimum de p(L,,) est atteint pour wy = 1, 0n a alors p(L,) =0

Exercice 43 page 52 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A)
1. Comme A est une matrice symétrique, A est diagonalisable dans IR. Soit (f1,..., fx) € (IR™)N une base
., An) € R™. On décompose

orthonormée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres (A1,
: ) — vazl Oézfz On a donc AI(O) = vazl )\ZOézfz et An$(0) = vazl )\;ZOéZfZ

On en déduit : N
(n) A"
o2 () e

)\n
N i=1
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Comme — Ay n’est pas valeur propre,

)\.
li Y =0si N\ £ Ay 1.8.92
n—1>I-‘:r-loo()\N) si A # AN (1.8.92)
Soient A1, ..., A, les valeurs propres différentes de Ay, et Ap+1,..., Ay = Ax.On a donc

. ) N
lim;, . 4 oo z/\—% = ips1 Qifi = @, avec Az = Ay .

De plus, z # 0 : en effet, 2(*) ¢ (Ker(A — AyId))* = Vect{fi,..., f,},et donc il existe i € {p +
1,...,N}tel que o; # 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

N N
[t =Y A g et 2] = > AP
i=1 i=1

car (f1,..., fn) est une base orthonormée. On a donc
[
[ A [l
—— = Ay ———— — Ay — = Ay lorsque n — +o00.
R T T
AN

2. a) La méthode I s’écrit a partir de (%) connu : ("1 = Ba(™) + ¢ pourn > 1,avec ¢ = (I — B)A~'b.

On a donc
2+t o = Bgp() 4 (Id— B)x —x

= B(z(") —x). (1.8.93)

Siy™ = (™ — 1z, onadonc y™ Y = By(") et d’aprés la question 1a) si y(©) } Ker(B — unId)
ol pu est la plus grande valeur propre de B, (avec |un| = p(B)et — pn non valeur propre), alors

[y 1
T p(B) lorsque n — +00,
[y
c’est—a—dire
[l — g
————— — p(B) lorsque n — +00.
[|x() — ||

b) On applique maintenant la) 2 y(™) = z(**1) — (") avec

YO = 20 _ 20 gy 20 = Az,

On demande que 2" — 29 ¢ Ker(B — uyId)* comme en a), et on a bien y*+1) = By donc
ly" V]

o p(B) lorsque n — +00.
lly™|

Exercice 45 page 53 (Méthode QR pour la recherche de valeurs propres)

En cours de rédaction.
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