Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systemes linéaires en dimension finie.
L’objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systemes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donne g € C(IR™, IR") et on cherche = dans IR solution de :

{erRN

20.1
g(z) = 0. 0.1

Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du systéme (2.0.1) dans le cas particulier g(z) = Ax — b,
A € Mpy(R),b € RY. On va maintenant étendre le champ d’étude au cas ol g n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du systeme (2.0.1) :

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et point fixe de monotonie

— les méthodes de type Newton .

2.1 Les méthodes de point fixe

2.1.1 Point fixe de contraction

Soit g € C(R™,IR"), on définit la fonction f € C(IR™,IR™) par f(z) = = + g(x). On peut alors remarquer
que g(z) = 0 si et seulement si f(x) = x. Résoudre le systéme non linéaire (2.0.1) revient donc a trouver un point
fixe de f.Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. ..

Théoreme 2.1 (Point fixe) Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et f : E — E une fonction
strictement contractante, ¢’est—a—dire telle qu’il existe k €0, 1] tel que d(f (), f(y)) < kd(z,y) pour tout x,y €
E.

Alors il existe un unique point fixe T € E qui vérifie f(z) = . De plus si 29 € E, et V) = (™)) vn >0,
alors ") — T quand n + co.

Démonstration :

Etape 1 : Existence de X et convergence de la suite
Soit (9 € Eet (™), e la suite définie par (") = f(2(™)) pour n > 0. On va montrer que :

1. (z(™),, est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

1. Isaac Newton (1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2. hIJIrl (™ = Z est point fixe de f.

Par hypothese, on sait que pour toutn > 1,

A, 1) = d(f@™), f@" D)) < Kd™, 2 ),
Par récurrence sur n, on obtient que
d(x("+1),:c(")) < k"d(z(l),x(o)), VYn > 0.

Soitn > 0etp > 1,onadonc:

IN

—~

d(x(nﬂo),z(n)) d x(n+p),x(n+p71)) N d(z(nﬂ),x(n))

d(x(n-kq) , x(n-i-q—l))

M=

1

=)
Il

knJrq*ld(z(l) , :E(O))

M=

q=1
<d@W, 2ONE (14 k4 ...+ kP71
kn
< d(zx™ 2(0) T 0 quand n — +oo car k < 1.

La suite (2(™)),,cy est donc de Cauchy, i.e. :
Ve>0, dn. e IN; Yn>n., V p>1 d(z("+p),:c(")) <e.

Comme E est complet, on a donc 2("™) — Z dans E quand n — +oc.
Comme la fonction f est strictement contractante, elle est continue, donc on a aussi f(z(™)) — f(Z) dans
E quand n + oo. En passant  la limite dans I’égalité (") = f(2(™), on en déduit que z = f(Z).

Etape 2 : Unicité
Soit Z et § des points fixes de f, qui satisfont donc Z = f(Z) ety = f(g). Alors d(f(Z), f(7)) = d(z,7) <
kd(Z,y) ; comme k < 1, ceci est impossible sauf si Z = §.

Remarque 2.2

1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, d(z™ D, z) = d(f(z™), f(2)) < kd(x"™), z); donc si x™ # &
d(z"D 5)
d(z (), z)
converge en général assez lentement).

alors < k (< 1). La convergence est donc au moins linéaire (méme si de fait, cette méthode

2. On peut généraliser le théoreme du point fixe en remplagcant I’hypothése “ f strictement contractante" par
il existen > 0 tel que f (") = fo fo...of eststrictement contractante ” ( reprendre la démonstration du
| —

n fois
théoréme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire si f n’est pas strictement contractante ? Soitg € C (]RN ,RY )
telle que f(x) = x + g(z). On aimerait déterminer les conditions sur g pour que f soit strictement contractante.
Plus généralement si w # 0, on définit f,,(x) = = + wg(x), et on remarque que x est solution du systeme (2.0.1)
si et seulement si x est point fixe de f, ().

On aimerait dans ce cas avoir des conditions pour que f,, soit strictement contractante.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

Théoreme 2.3 (Point fixe de contraction avec relaxation)
On désigne par |.| la norme euclidienne sur RY . Soit g € C(RY,RY) telle que

Ja > 0 tel que (9(x) — g(y)) - (x — y) < —ale —y|*,Va,y € RV, (2.12)
3IM > 0tel que |g(z) — g(y)| < M|z —y|, Yo,y € RY. (2.1.3)

2
Alors la fonction f,, est strictement contractante si 0 < w < VO;.
1l existe donc un et un seul T € RY tel que g(z) = 0 et 2" — T quand n + oo avec 2"+ = f, (z(") =
(™ 4 wg(x(+),

Remarque 2.4 Le théoréme 2.3 permet de montrer que sous les hypothéses (2.1.2) et (2.1.3), et pour w €]0, % [
on peut obtenir la solution de (2.0.1) en construisant la suite :

(n+1) — 1(n) (n)
x =2 +wg(x™) n >0,
{ 20 ¢ RV (2.1.4)
Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante :
gD = (2, ¥n >0 515
D = it 4 (1 —w)z™, 20 e RV, 2.15)

En effet si t" 1) est donné par la suite (2.1.5), alors 2"t = wi(" D) —(1—-w)z™ = wf(2™)+(1-w)2™ =
wg(x™) + ()| Le procédé de construction de la suite (2.1.5) est ’algorithme de relaxation sur f.

Démonstration du théoreme 2.3

. « . N - .
Soit 0 < w < ek On veut montrer que f est strictement contractante, c.a.d. qu’il existe & < 1 tel que |f,,(z) —

foW)| < klz —y| V(z,y) € (RY)2. Soit (z,y) € (R™)?, alors, par définition de la norme euclidienne,

[fu(@) = fu)PP = (z —y+w(gx) —9(¥)) - (x—y+wlg(z) —g(y)))
=l —y*+2(z—y) (wig(z) —9(v))) +wlg(z) — g(y)*.

Donc grace aux hypothéses (2.1.2) et (2.1.3),ona: |f,(z) — fu(y)]? < (1 — 2wa + w?M?) |z — y|?, et donc la
fonction f,, est strictement contractante si 1 — 2wa + w?M? < 1 ce qui est Vérifié si 0 < w < VO;.
Remarque 2.5 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Soit h € C2(R™,R). La fonction h est donc en particulier différentiable, c.a.d. que pour tout = € R, il existe
Dh(z) € LRYN R) telle que h(z + y) = h(z) + Dh(z)(y) + |yle(y) oi e(y) — (O). On a dans ce cas, par
y—?

définition du gradient, Dh(x)(y) = Vh(z) - y oit Vh(z) = (O1h(z), - ,dxh(z))t € RY estle gradient de h
au point x (on désigne par 0;h la dérivée partielle de f par rapport a sa i-éme variable).
Comme on suppose h € C*(RY,R), on a donc g = Vh € C*(R™,R"), et g est continiiment différentiable,
c’est—a—dire

Dg(x) € LIRY,RY), et g(z +y) = g(x) + Dg(x)(y) + lyle(v),

oue(y) — 0.
y—0

Comme Dg(x) € L(RY,RY), on peut représenter Dg(z) par une matrice de My (IR), on confond alors
Uapplication linéaire et la matrice qui la représente dans la base canonique, et on écrit par abus de notation
Dyg(x) € Mn(IR). On peut alors écrire, grace a cet abus de notation, Dg(x)(y) = Dg(z)y avec (Dg(x)y); =
Zi,j:l,N azz,jhj(x) o azg,jh = 0i(0;h)(x).

Comme h est de classe C?, la matrice Dg(x) est symétrique. Pour = € RN, on note (\;(z))1<i<n les valeurs
propres de Dg(x), qui sont donc réelles.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une fonction vérifie les hypotheses (2.1.2) et
(2.1.3).

Proposition 2.6 Soit h € C? (]RN7 IR), et (N\;)i=1,n les valeurs propres de la matrice hessienne de h. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifs 5 et -y tels que —3 < \j(z) < —v, Vi € {1...N}, Vx € RY . (Notons
que cette hypothese est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors la fonction
g = Vh (gradient de h) vérifie les hypotheéses (2.1.2) et (2.1.3) du théoréme 2.3 avec o = vy et M = [3.

Démonstration de la proposition 2.6
Montrons d’abord que I’hypothése (2.1.2) est vérifiée. Soit (z,y) € (IR")*, on veut montrer que (g(x) — g(y)) -
(z —y) < —v|z — y|?. On introduit pour cela la fonction ¢ € C* (IR, IR") définie par :

N2

p(t) =gz +ty — z)).

On adonc (1) — ¢(0) = g(y) — g(x) = [, ¢'(t)dt. Or ¢ (t) = Dg(x + t(y — x))(y — ). Donc g(y) — g(z) =
fol Dg(z + t(y — x))(y — x)dt. On en déduit que :

(9(y) — g(x)) - (y — x) = / (Dyle + tly — )y — ) - (y — ) dr.

Comme \;(z) € [-3,—7] Vi € {1,...,N},onadonc —fJy|> < Dg(2)y -y < —v|y|>. On a donc : (g(y) —
g(@) - (y—x) < fol —vly — z|?dt = —v|y — x|? ce qui termine la démonstration de (2.1.2).

Montrons maintenant que 1’hypothése (2.1.3) est vérifiée. On veut montrer que |g(y) — g(x)| < S|y — x|. On peut
écrire :

o(y) — g(z) = / Dy(a + t(y — 2))(y — z)dt,

et donc
9(y) — g(@)| < / Dy + t(y — 2))(y — 2)|dt

1
< [ 1pgla+ tly - )y - olat,
0

ol |.| est la norme sur M (IR ) induite par la norme euclidienne sur IR" .
Or, comme A;(x) € [, —~] pour tout i = 1,..., N, la matrice —Dg(z + t(y — x)) est symétrique définie
positive et donc, d’apres 1’exercice 5 page 37,

|Dg(x +t(y — z)| = p(Dg(z + t(y — x)) < 6.
On a donc ainsi montré que : |g(y) — g(z)| < Bly — x|, ce qui termine la démonstration. L]
Remarque 2.7 Dans de nombreux cas, le probléme de résolution d’un probléme non linéaire apparait sous la
forme Az = R(z) o A est une matrice carrée d’ordre N inversible, et R € C(IRY,IR™). On peut le réécrire
sous la forme v = A=Y R(x). On peut donc appliquer ’algorithme de point fixe sur la fonction f = AR, ce qui
donne comme itération : z("t1) = A’lR(x(”)). Si on pratique un point fixe avec relaxation, avec parameétre de
relaxation w > 0, alors Uitération s*écrit : "1 = A7 R(z(™), z(+D) = L+ 4 (1 — W)z,
2.1.2 Point fixe de monotonie

Théoreme 2.8 (Point fixe de monotonie)
Soient A € My(R) et R € C(R™ IR™). On suppose que :
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
1. Vz e RN, Az > 0= 2 > 0, ¢’est-a-dire ((A:c)Z >0,Vi=1,. ..,N)é(zi >0,Vi=1,. ..,N).
2. R est monotone, c.a.d. que si x > y (composante par composante) alors R(x) > R(y) (composante par
composante).

3. 0 est une sous-solution du probléme, ¢’est-a-dire que R(0) > 0 et il existe & € RY ;&> 0tel que T est une
sur-solution du probléme, c¢’est-a-dire que AT > R(ZT).
On pose (9 = 0 et Az("*tV) = R(2(™). On a alors :
1.0<z™ <z, Vnel,
2. 2t > (M) vy e IN,

3. 2" — T quand n — +oc0 et AT = R(Z).

Démonstration du théoreme 2.8
Comme A est inversible la suite (2("™)),,cy vérifiant

(0 =0,
Azt = R(z(™), n >0

est bien définie. On va montrer par récurrence sur n que 0 < (™) < Z pour tout n > 0 et que (™) < 2(**1 pour
tout n > 0.

1. Pourn = 0,ona 2(®) = 0etdonc0 < z(? < et Az() = R(0) > 0. On en déduit que ") > 0 grice
aux hypotheses 1 et 3 et donc z(1) > 2(0) = 0.

2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) que 0 < z() < 7 et z(P) < z®*+D pour tout p €
{0,...,n—1}.
On veut montrer que 0 < z(™) < 7 et que () < z("*+1)_ Par hypothése de récurrence pour p = n — 1,
on sait que z(™ > z(»~1 et que 2(*~Y > 0. On a donc (™ > 0. Par hypothése de récurrence, on a
également que z("~1) < i et grice a I’hypothese 2, on a donc R(z("~1)) < R(Z). Par définition de la
suite (2("),cnv, on a Az(™) = R(2("~1) et grice a I’hypothése 3, on sait que A% > R(Z). On a donc :
Az — 2™) > R(Z) — R(z~Y) > 0. On en déduit alors (grace a I’hypothese 1) que z(™) < 7.
De plus, comme Az = R(z(»V) et Azt = R(z(™), on a A(z(™*tV) — (M) = R(z(™) —
R(x("~1)) > 0 par I’hypothése 2, et donc grice a I’hypotheése 1, z("+1) > 2(7),

On a donc ainsi montré (par récurrence) que
0<z™ <z VYn>0
() < z("+1), Vn > 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, c.a.d. que si z(™) = (z&") e :cg\?))t e RN etz =
(F1...35)' € RN, alors 0 < 2'™ < & eta!™ < 2" vie {1,...,N},et¥n > 0.

Soit i € {1,...,N}; la suite (aci"))nem C IR est croissante et majorée par z; donc il existe ; € IR tel que
(

Z; = lim z;

i ™) Sion pose T = (T1...Zn)t € RY, onadonc z(™ — Z quand n — +o0.
n—-—1+0oo

Enfin, comme Az("*+1) = R(z(")) et comme R est continue, on obtient par passage a la limite lorsque n — 400
que AT = R(Z)etque 0 <z < Z.

|
L’hypothese 1 du théoreme 2.8 est souvent appelée “principe du maximum". Elle est vérifiée par exemple par
les matrices A qu’on a obtenues par discrétisation par différences finies des opérateurs —u” sur I'intervalle |0, 1]

(voir page 23) et Aw sur ]0, 1[x]0, 1[ (voir page 27). Le principe du maximum est aussi caractérisé de la maniére
suivante (plus difficile a utiliser en pratique) :
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

Proposition 2.9 (CNS de monotonie) L’hypothése 1 du théoréme 2.8 est vérifiée si et seulement si A inversible
et A=t a des coefficients > 0.

Démonstration :

Supposons d’abord que I’hypothese 1 du théoréme 2.8 est vérifiée et montrons que A inversible et que A~ a des
coefficients > 0. Si x est tel que Az = 0, alors Ax > 0 et donc, par hypotheése, x > 0. Mais on a aussi Az < 0,
soit A(—z) > 0 et donc par hypothese, 2z < 0. On en déduit x = 0, ce qui prouve que A est inversible.

L’hypothése 1 donne alors que y > 0 = A~'y > 0. En prenant y = e; on obtient que la premiére colonne de
A~1 est positive, puis en prenant y = e; on obtient que la i-¢me colonne de A~! est positive, pouri = 2,..., N.
Donc A1 a tous ses coefficients positifs.

Supposons maintenant que A est inversible et que A~! a des coefficients positifs. Soit z € IR” tel que Az =y >
0, alors x = A~'y > 0. Donc A vérifie I’hypothese 1.
(]

Théoreme 2.10 (Généralisation du précédent)
Soit A€ My(R), Re CY(RY,R"™), R=(Ry,...,Ry)" tels que

1. PourtoutﬁZOetpourtoutxGIRN,Ax—i—Bx >0=2>0

OR;
2. 3 L > 0,Vi,jt.q.i # j (Ri est monotone croissante par rapport a la variable x; si j # i) et Iy > 0,
Ly
— < 3 : <0,vzeRY, Vie {1,..., N} (R; est monotone décroissante par rapport a la variable x;).
L

3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) et AT > 0 tel que A(Z) > R(Z) (T est sur-solution).

Soient 2°) = 0, B8 > ~, et (") e la suite définie par Az + Bzt = R(z(™) 4 B2, Cette suite
converge vers T € RY er Az = R(Z). De plus, 0 < 2™ <& Vn e Netz™ < 2D vn e N.

Démonstration : On se rameéne au théoréme précédent avec A+ (31d au lieude A et R+ au lieu de R. ]

Remarque 2.11 (Point fixe de Brouwer) On s’est intéressé ici uniquement a des théoréemes de point fixe “construc-
tifs", i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Il existe aussi un théoréme de point fixe dans R avec des
hypothéses beaucoup plus générales (mais le théoréme est non constructif), c’est le théoréme de Brouwer? : si f
est une fonction continue de la boule unité de R”™ dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la boule
unité.

2.1.3 Vitesse de convergence

Définition 2.12 (Vitesse de convergence) Soif (2("),cn € RY etz € RN . On suppose que ™) — & lorsque
n — 400, avec £\ # T pour tout n € IN. On s’intéresse a la “vitesse de convergence" de la suite (ac("))ne]N.
On dit que :

1. la convergence est au moins linéaire s’il existe § €)0, 1] et il existe ny € N tels que si n > ng alors
[ — 2| < Bl — ]|

2. La convergence est linéaire si il existe 3 €]0, 1] tel que
|zt —

— — [ quand n — +o0,
() — z|

2. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
3. La convergence est super linéaire si

=Y — a

— — 0 quand n — o0,
) — z

4. La convergence est au moins quadratique si il existe § €]0, 1] et il existe ng € IN tels que si n > ng alors
o) — 7)) < Bllat™ — 7%,

5. La convergence est quadratique si

=Y — z|

48>0 ———
P>0 e —ap

— B quand n — +oo.

Remarque 2.13 La convergence quadratique est évidemment plus “rapide" que la convergence linéaire.
Proposition 2.14 Soit f € C1(IR,IR) ; on suppose qu’il existe T € R tel que f(T) = . On construit la suite

z©® e R
x(D) = f(x(),

1. Si on suppose que f'(T) # 0 et |f'(Z)| < 1, alors il existe a > 0 tel que si z'°) € I, = [T — o, T + @

(n+1) _ 7
o~z \f'()| = B, oi B €]0,1[. La

alors (™ — 7 lorsque n — +00, et si () # T, alors ﬁ
x\") —x

convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant que f'(z) = 0 et f € C*(R,R),alors il existe a > 0 tel que si 0 € I, =
[T — o, T + «, alors SO quand n + oo, et si 2 # Z, Yn € IN alors

|zt — 7| 1

— B =@l

2 — 72 )

La convergence est donc au moins quadratique.

Démonstration

1. Supposons que |f'(Z)| < 1, et montrons qu’il existe o > 0 tel que si 2(*) € I, alors (™ — Z. Comme
f € CHIR,IR) il existe o > 0 tel que v = maxzey, |f'(x)| < 1 ( par continuité de f').

On va maintenant montrer que f : I, — I, est strictement contractante, on pourra alors appliquer le théoreme du
point fixe a f;, (/o étant fermé), pour obtenir que (") — Z ol Z est I’unique point fixe de fira-

Soit 2 € I, ; montrons d’abord que f(z) € I, : comme f € C*(IR,IR), il existe £ €]z, Z[ tel que |f(z) — Z| =
() = f(@)] = [ (llz — | < |z — 7| < a, ce qui prouve que f(z) € Ia.

On vérifie alors que f|;, est strictement contractante en remarquant que pour tous z,y € I, x < y, il existe
§ €lz,y[(C Lo) tel que | f(z) = f(y)| = |[/(E)llz —y| < ylz—ylavecy < 1.

On a ainsi montré que (™ — Z si 2% € I,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite. Supposons que f/(Z) # 0 et (™) # Z pour tout
n € IN. Comme ("t = f(z(™) etz = f(z),ona [z"+D) — z| = |f(z(™) — f(z)|. Comme f € C'(R,R),
il existe &, €]z(™, [ ou ]z, 2 [, tel que f(z™) — f(Z) = f'(&,)(z™ — Z).On a donc

[a(m+D) — |

o = (@) — 1@ car ) — 7 et festcontinue.

On a donc une convergence linéaire.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 90 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



2.2. METHODE DE NEWTON CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2. Supposons maintenant que f'(Z) = O et f € C%(IR,R). On sait déja par ce qui précéde qu’il existe o > 0 tel
que si (%) € I, alors (™) —— Z lorsque n — +o00. On veut estimer la vitesse de convergence. On suppose pour
cela que (") # Z pour tout n € IN.

Comme f € C?(IR,IR), il existe &, €]z, z[ tel que f(z™) — f(z) = f'(z)(x™) —z) + %f”(&n)(m(”) — )%

Onadonc: z("*Y) —z = 1 #7(¢,) (2™ — )2 ce qui entraine que

—_

2t _ 3 1
| L L e — L

— (=
™ —z2 2 5 /7 (@)l quand n = +oo.

La convergence est donc quadratique.
(]

On étudie dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution d’un systéme non linéaire. Donnons
I’idée de la méthode de Newton dans le cas N = 1 a partir des résultats de la proposition précédente. Soit g €
C*(R,IR) et Z € IR tel que g(Z) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite (z(™),, € RY qui
converge vers  de maniere quadratique. On pose

f(z) = 2+ h(z)g(x) avec h € C*(IR,R) tel que h(z) # 0 Vr € R.

on a donc
flz) =2 & g(x) =0
Si par miracle f/(Z) = 0, la méthode de point fixe sur f va donner (pour z(®) € I, donné par la proposition 2.14)
(), en tel que (") — Z de maniére au moins quadratique. Or on a f'(x) = 1 4 h/(x)g(x) + ¢'(z)h(z) et
1

9'(7)
En résumé, si g € C3(IR, IR) est telle que ¢’ (T) # 0 Vz € IR et g(Z) = 0, on peut construire, pour  assez proche
de 7, la fonction f € C?(IR, IR) définie par

donc f'(z) = 1+ ¢'(Z)h(Z). 1l suffit donc de prendre h tel que h (Z) = — . Ceci est possible si ¢'(Z) # 0.

Grice a la proposition 2.14, il existe o > 0 tel que si #(?) € I, alors la suite définie par z("+1) = f(x(")) =

(n) _ N . .
(™) — g,(z (n)) converge vers T de maniere au moins quadratique.
g’ (x(m)

Remarquons que la construction de la suite de Newton s’écrit encore (dans le cas N = 1) ¢/(z(™))(z("+1) —
™) = —g(z(™) ou encore g(z(™) + ¢/ (z™) (21 — (M) = 0.

2.2 Meéthode de Newton

2.2.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton a partir du point fixe de monotonie en dimension
N = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le cas N quelconque. Soient g € C'* (]RN7 RY)etz e RY
tels que g(Z) = 0.

On cherche une méthode de construction d’une suite (2(™)),, € RY qui converge vers T de maniere quadratique.
L’algorithme de Newton de construction d’une telle suite s’écrit :

{ z© e RY

2.2,
Dg(z™)(z*) — 2 = —g(2(™), ¥n > 0. (2.26)
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(On rappelle que Dg(z(™)e My (IR) est la matrice représentant la différentielle de g en (™))

Pour chaque n € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :
1. Calcul de Dg(x(™),
2. Résolution du systeéme linéaire Dg(x(™)(z(" D) — z(™)) = —g(2(™).
Remarque 2.15 Si la fonction g dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. si g est définie par g(x) = Ax — b avec

A€ My(R) et b € RY, alors la méthode de Newton revient & résoudre le systéme linéaire Ax = b. En effet
Dg(z(™) = A et donc (2.2.6) s’écrit Ax"+t1) =,

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on va chercher maintenant a répondre aux questions
suivantes :

1. la suite (2(™),, est—elle bien définie ? A~t—on Dg(z(™)) inversible ?
2. A—-t—on convergence (™) — Z quand n + co ?

3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.16 (Convergence de la méthode de Newton, I) Soient g € C*(R™ ,RY) er # € RY tels que
g(Z) = 0. On munit RY d’une norme || - ||. On suppose que Dg(Z) est inversible. Alors il existe b > 0, et
B > 0 tels que
1. si 2 € B(z,b) = {x € R, ||z — Z|| < b} alors la suite ("), est bien définie par (2.2.6) et
™ € B(z,b) pour tout n € IN,
2. si (%) € B(z,b) et si la suite (x'™)) e est définie par (2.2.6) alors ™) — T quand n — 400,
3. siz®) € B(z,b) et si la suite (™) e est définie par (2.2.6) alors ||z*+Y —z| < B|lz™ —z||?> Vn € IN.

Pour démontrer ce théoréme, on va commencer par démontrer le théoreme suivant, qui utilise des hypotheses plus
faibles mais pas tres faciles a vérifier en pratique :

Théoreme 2.17 (Convergence de la méthode de Newton, IT)
Soient g € C* (RN, R™) etz € RY tels que g(z) = 0. On munit R™ d’une norme || - || et My (IR) de la norme
induite. On suppose que Dg(Z) est inversible. On suppose de plus qu’il existe a, a1, az € R’ tels que :

1. six € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et | Dg(z)) 7| < a1 ;
2. siz,y € B(z,a) alors ||g(y) — g(z) — Dg(z)(y — 2)| < azlly — =[|*.

Alors, si on pose : b = min (a, ) >0,8=aasetsiz® ¢ B(z,b),ona:

aiaz
1. (™), e est bien définie par (2.2.6),
2.2 7 lorsque n — 400,

3. Hx(”“) —z|| < ﬁHx(") —Z||* Vn € IN.

Démonstration du théoreme 2.17

Soit 2(°) € B(z,b) C B(%,a) ot b < a.On va montrer par récurrence sur n que =™ € B(z,b) Vn € IN (et que
(™), est bien définie). L hypothése de récurrence est que (™ est bien défini, et que 2(™) € B(z,b). On veut
montrer que (" +1) est bien défini et ("1 € B(z,b).

Comme b < a, la matrice Dg(x(”)) est inversible et ("1 est donc bien défini; on a : gt — () —

Dg(z(™)=1(—g(2™)). Pour montrer que 2("*1) € B(z, b) on va utiliser le fait que b <

aian
Par hypothese, on sait que si ,y € B(Z,a),on a

lg(y) — g(x) — Dg(z)(y — z)|| < azlly — =|*.
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Prenons y = Z et = (") € B(Z, a) dans ’inégalité ci-dessus. On obtient alors :

lg(@) — g(=™) = Dg(a™)(z — 2™)]| < az|lz — 2%
Comme ¢(Z) = 0 et par définition de 2"+, on a donc :
IDg(™) (2 "+ — 2™) — Dg(a™)(z — 2™)| < asl|z — ™|,

et donc
[ Dg(z™)(z+D) — 2)|| < ag|z — 2™ |2 (227)

Or 2"t — & = [Dg(x™)]"(Dg(x™)) (™)) — z), et donc
l2" D — 2| < [ Dg(e") M| [|Dg(=™) (@Y — ).
En utilisant (2.2.7), les hypothéses 1 et 2 et le fait que (™ € B(Z,b), on a donc

n+1)

[|¢ Z|| < arag|z™ — &) < ajagb®. (2.2.8)

Orajash?® < bearb < . Donc z("*1) € B(z,b).

a1az
On a ainsi montré par récurrence que la suite (")), v est bien définie et que (™ € B(z, b) pour tout n > 0.
Pour montrer la convergence de la suite (:v(") JnelN Vers I, on repart de I’inégalité (2.2.8) :

araz |zt — 7| < (a1a2)?(|7 — 2™ |* = (araz]2™ — Z|))%, ¥n € N,

1
aiaz’

et donc par récurrence a1 as|| 2™ — || < (araz)|z® — #||)° Vn € N.Comme 2(©) € B(z,b) etb < on

a (aaz||z® — z||) < 1 etdonc ||z(™ — Z|| — 0 quand n — +oo.

La convergence est au moins quadratique car Iinégalité (2.2.8) s’écrit : [|z("T) — z|| < B[z — 2||? avec
B = aias. ]
Démonstration du théoréme 2.16
Soient g € C2(IRY,IR") et Z € IN tels que g(Z) = 0. Par hypothése, Dg(Z) est inversible. Il suffit de démontrer
(pour se ramener au théoréme 2.17) qu’il existe a, a1, az € IR’ tels que

1. six € B(z,a) alors Dg(x) est inversible et || (Dg(z)) 7| < az,

2. siz,y € B(z,a) alors ||g(y) — g(z) — Dg(z)(y — 2)| < azlly — =[*.
Remarquons d’abord que Dg(z) = Dg(z) — Dg(z) + Dg(z) = Dg(z)(Id + S) ou S = Dg(z) ! (Dg(x) —

1

Dg(z)). Orsi ||S|| < 1, la matrice (Id + S) est inversible et ||(Id + S) 71| < 757 - Nous allons donc essayer

de majorer ||.S||. Par définition de S,on a:
IS < 1Dg(@)~*|| [[Dg(x) — Dg(@).|
Comme g € C?>(RY,RY), ona Dg € C*(R", My(IR))); donc par continuité de Dg, pour tout ¢ € IR*,
il existe a € R} tel que si [l — Z[| < aalors [[Dg(x) — Dg(7)|| < e. En prenant e = 5pp-to—rp, il existe
donc a > 0 tel que si z € B(Z,a) alors ||Dg(z) — Dg(z)|| < W’ et donc si € B(Z,a), alors
1
IS < 3 On en déduit que si z € B(Z, a) alors Id + S est inversible et donc que Dg(z) = Dg(z)(Id + S) est
inversible (on rappelle que Dg(Z) est inversible par hypothése). De plus, si x € B(Z,a) ona: ||(Id+ S)7!| <

m < 2 et comme (Id + S)™' = (Dg(z))"'Dg(z), on a || Dg(x)"*Dg(z)|| < 2, et donc ||Dg(z)~!| <

1(Dg(@))~H[I(Dg())~* Dg(@)Il < 2[(Dg(@)~*||-
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En résumé, on a donc prouvé I’existence de a et de a1 = 2||Dg(z) || tels que si x € B(Z,a) alors Dg(z) est
inversible et ||Dg(z)~!|| < a;. 1l reste maintenant a trouver a tel que si z,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(x) —
Dy(x)(y — )| < azlly — oIl
Comme g € C*(IR™,IR"),onadonc Dg € C*(R™, Mx(IR))) (remarquons que jusqu’a présent on avait utilisé
uniquement le caractére C de ¢). On définit la fonction p € C1(IR, R™) par p(t) = g(z + t(y — x)) — g(x) —
tDg(x)(y — x). Onadonc (1) = g(y) — g(z) — Dg(x)(y — x) (c’est le terme qu’on veut majorer en norme) et
©(0) = 0. On écrit maintenant que ¢ est I’intégrale de sa dérivée :

(1) — p(0) = / o (t)dt = / Dy(a +t(y — 2))(y — z) — Dy(a)(y — x)dt.

On a donc
e(1) —0)] = llg(y) — g9(x) — Dg(z)(y — )|

</ IDgta-+ 1ty =)y ~ ) = Dyla)y o)l 029,
<y / |Dg(a + t(y — x)) — Dg(a)]dt.

Pour majorer || Dg(x + t(y — x)) — Dg(z))||, on utilise alors le théoréme des accroissements finis* (parfois aussi
appelé “théoréme de la moyenne") appliqué a Dy ; de I’inégalité (2.2.9), on tire donc que pour z,y € B(Z,a) et
t €]0,1[:

| Dyl + t(y — ) — Dyg(x)] < tly =l _sw IDOYems sy @210
ceB(x,a

Comme D(Dg) = D?g est continue par hypothése, et comme B(Z, a) est inclus dans un compact, on a

az = SI;P )HD(DQ)(C)”L(]RN,MN(IR)) < o0.
ceB(x,a

De plus, ¢ < 1 et on déduit de (2.2.10) que :
[1Dg(x +t(y — x) — Dg(x))|| < azlly — =,

et de I’inégalité (2.2.9) on déduit ensuite que

lg(y) — g(x) — Dg(x)(y — =)|| S/O aslly — x||dt ||y — x| = aslly — =||>.

On a donc ainsi démontré que g vérifie les hypotheses du théoréme 2.17, ce qui termine la démonstration du
théor¢me 2.16.

Remarque 2.18 On ne sait pas bien estimer b dans le théoreme 2.16, et ceci peut poser probléme lors de I’im-
plantation numérique : il faut choisir itéré initial ) “suffisamment proche" de T pour avoir convergence.

3. Théoréme des accroissements finis : Soient £ et F' des espaces vectoriels normés, soient h € C1(E, F) et (z,y) € E2. On définit
Jo, y[= {te + (1 — )y, ¢ €]0,1[}. Alors : [[h(y) — h(z)|| < lly — z[[sup. ez, IPR()| 22, F)-
(Onrappelle que si T € L(E, F) alors [|T||{£(m,F) = SUPseE, || g=1 I TZlF|)
Attention : Si dim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :3¢ €]z y[t.q. h(y) — h(xz) = Dh(§)(y — ).
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2.2.2 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport a une méthode de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si
Iitéré initial (9 n’a pas été choisi “suffisamment proche" de 7, alors la méthode diverge tres vite. ..

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son cofit : on doit d’une part calculer la matrice jacobienne
Dg(z(™) a chaque itération, et d’autre part la factoriser pour résoudre le systeme linéaire Dg(x(™))(z("+1) —
x(”)) = fg(x(”)). (On rappelle que pour résoudre un systéme linéaire, il ne faut pas calculer I'inverse de la
matrice, mais plutot la factoriser sous la forme LU par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systemes
avec matrice triangulaires faciles 4 inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce cofit.

“Faux quasi Newton”

Soient g € C*(RY,IR™) et Z € IR tels que g(Z) = 0. On cherche a calculer Z. Si on le fait par la méthode de
Newton, 1’algorithme s’écrit :

2z e RV,
D) (@) — 20) = —g(z™), n>0.

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste a remplacer le calcul de la matrice
jacobienne Dg(x(”)) a chaque itération par un calcul toutes les “quelques" itérations. On se donne une suite
(ni)iew,avec ng = 0 et n;41 > n; Vi € IN, et on calcule la suite (z(”) Jnenw de la maniére suivante :

{ z©® e RY

2211
Dg(z(™)) (2D — 2 = —g(x(™) sin; <n < niqq. ( )

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice jacobienne Dg(x) a effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cette méthode n’est donc pas tres utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose que g s’écrit sous la forme : g(x) = Az + Fi(z) + Fa(z), avec A € My(R) et [y, F» €
Ct (]RN, IRN). L’algorithme de Newton (2.2.6) s’écrit alors :

0 e RY
(A+ DFy (z(™) + DFQ(JU("))) (z(*D) — () =
— Az — Fy(2) — Fy(2(™).

La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir compte de la jacobienne de F5.

{ z©® e RY

(A + DF (M) (@D — gy = — Az _ By () — Fy(z™). (22.12)

On dit qu’on fait du “Newton sur F}” et du “point fixe sur F5”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calcul de DF»(x), donc on peut I’'employer si Fy € C(IRN7 IRY)) n’est pas
dérivable.

— On peut choisir F; et F» de maniére a ce que la structure de la matrice A + D[} (x(”)) soit “meilleure” que
celle de la matrice A + DF; (™) + DF,(x(™); si par exemple A est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette structure et choisir I} et F» de maniere a
ce que la matrice A + DF; (x(")) ait la méme structure que A.
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— Dans certains problemes, on connait a priori les couplages plus ou moins forts dans les non-linéarités : un
couplage est dit fort si la variation d’une variable entraine une variation forte du terme qui en dépend. Donnons
un exemple : Soit f de IR? dans IR? définie par f(x,y) = (z + sin(10~°y), exp(x) + y), et considérons le
systéme non linéaire f(z,y) = (a,b)! ot (a,b)! € IR? est donné. Il est naturel de penser que pour ce systéme,
le terme de couplage de la premiere équation en la variable y sera faible, alors que le couplage de deuxiéme
équation en la variable x sera fort.

On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la partie “couplage fort" et une méthode de point
fixe sur la partie “couplage faible".

L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode de Newton incomplet est cependant

assez souvent employée en pratique en raison des avantages énumérés ci-dessus.

Remarque 2.19 Si F» = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement la méthode de Newton. Si
Fy = 0, la méthode de Newton incomplet s’écrit A(x"+D) — (M) = — Az — By (™) elle s°écrit alors
Azt = —Fy(2(™), ou encore x"Y) = — A1 Fy(2(™) si A inversible. C’est donc dans ce cas la méthode
du point fixe sur la fonction — A~ F,.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose ici N = 1 et g € C (IR, IR). La méthode de Newton pour calculer T € IR tel que g(Z) = 0 s’écrit :

2@ e R
¢ (@) (@) — ) = —g(a), V> 0.

£ ¢

On aimerait simplifier le calcul de g/ (x("™)), ¢’est—a—dire remplacer g’ (x(™)) par une quantité “proche” sans calculer
¢’ . Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :

2 2z e R

g(™) — g(a"~1)
;L'(") — ;p(”*l)

(2.2.13)

(2D — 2y = —g(z™) n>1.
Remarquons que dans la méthode de la sécante, z("*1) dépend de (™) et de 2("~Y : on a une méthode 2 deux
pas ; on a d’ailleurs besoin de deux itérés initiaux z(?) et (1) L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite
pas le calcul de ¢’. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On peut toutefois montrer (voir
exercice 64 page 105) que si g(Z) = O et g'(Z) # 0, il existe > 0 tel que si (9, 2N € [z — 0.7 + a] = I,
la suite (2(™)),cv construite par la méthode de la sécante (2.2.13) est bien définie, que (™), e C I, et que

(") — % quand n — +oo. De plus, la convergence est super linéaire, i.e. si (™ # Z pour tout n € IN, alors
(n+1) _ 5

s 0 quand n — +o0. On peut méme montrer (voir exercice 64 page 105) que la méthode de la
") — 7

sécante est convergente d’ordre d, ou d est le nombre d’or.

Méthodes de type “Quasi Newton"

On veut généraliser la méthode de la sécante au cas N > 1. Soient donc g € Cl(]RN JRY ). Pour éviter de
calculer Dg(z(™)) dans la méthode de Newton (2.2.6), on va remplacer Dg(z(™)) par B € My(IR) “proche
de Dg(z(™)”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matrice B qui, (")
et ("= étant connus, vérifie la condition :

B (2™ — =Dy = g(2(M) — g(x(*~ 1) (22.14)

, gla™) — g(atnD
o x(") — x("—l)
ne permet pas de déterminer complétement B(™) . 11 y a plusieurs fagons possibles de choisir B(™), nous en verrons

Dans le cas ou N = 1, cette condition détermine entie¢rement B (n) . gn .Si N > 1,ceci
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en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce cas la fonction g est un gradient),
nous donnons ici la méthode de Broyden®.. Celle-ci consiste a choisir B("™) de la maniére suivante : a (") et
(=1 connus, on pose 5 = (M) — 2=V et (") = g(2() — g(x(=); on suppose B"~Y € My (IR)
connue, et on cherche B ¢ My (IR) telle que

B §n=1) — ¢ (n=1) (2.2.15)
(c’est la condition (2.2.14), qui ne suffit pas a déterminer B(™) de maniére unique) et qui vérifie également :
BMe¢ =BM Ve vee RY tel que & L 6™, (2.2.16)
Proposition 2.20 (Existence et unicité de la matrice de Broyden)

Soient y™ € RN, 60V € RN er BV € My(IR). Il existe une unique matrice B™ € M y(IR) vérifiant
(2.2.15) et (2.2.16); la matrice B™ s’exprime en fonction de y("), 8 et B"=1) de la maniére suivante :

Y — Bn=1)5(n)

(n) — pr=1) (n)yt
B B + 500 3 (6'™)". (2.2.17)
Démonstration : L’espace des vecteurs orthogonaux 2 (™) est de dimension N — 1. Soit (71, ..., vy _1) une base
de cetespace, alors (1, ..., YN—1, 6(")) est une base de R et si B(™) vérifie (2.2.15) et (2.2.16), les valeurs prises

par I’application linéaire associée a2 B(™) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui détermine 1’application
linéaire et donc la matrice B(™) de maniére unique. Soit B(") définie par (2.2.17),0n a :

(™ — Bn=1)5(n)
5 . ()

B — gn=15(n) §MEsm) — )

et donc B(™ vérifie (2.2.15). Soit ¢ € R™ tel que & L §(™), alors & - 6(") = (6(M)t¢ = 0 et donc

(y™ — B=15m)
5m) - ()

B¢ =pBr-Ye 4 (6Myte = B¢ we 1 6™,

L’algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : (9, () € RY By € My (RR)
A (") 2(=1) et B(=1) connus, on pose
6 = 2 — g(n=D et y() = g(2x(M) = g(x(»=1);
n)\t

Calcul de B = B(=1) 4 w=BY 80 (5(n
Itération n : résolution de : B (21 — (M) = —g(2(").

Une fois de plus, I’avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le calcul de Dg(x), mais I’inconvénient est
la perte du caractere quadratique de la convergence .

4. C. G.Broyden, ”A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations." Math. Comput. 19, 577-593, 1965
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2.3 Exercices

Exercice 46 (Calcul différentiel) Suggestions en page 105, corrigé détaillé en page 108

Soit f € C*(R™,R).
1. Montrer que pour tout = € IR™, il existe un unique vecteur a(z) € R tel que D f(z)(h) = a(x) - h pour tout
heRN.
Montrer que (a(x)); = 0; f(z).
2.0n pose Vf(z) = (01 f(x),...,01f(x))t. Soit ¢ "application définie de RY dans RY par ¢(z) = Vf(z).
Montrer que ¢ € C' (RN, R™Y) et que Dip(x)(y) = A(z)y, ot A(x));; = 97 f (x).
Exercice 47 (Calcul différentiel, suite)

1. Soit f € C2(IR2, IR) la fonction définie par f(z1,x2) = axq + bxa + cxrix2, Ol a, b, et ¢ sont trois réels fixés.
Donner la définition et I’expression de D f(z), V f(x),Df, D*f(z), Hs(x).
2. Méme question pour la fonction f € C2?(IR®,IR) définie par f(z1,z2, x3) = 25 + 2329 + x5 sin(x3).

Exercice 48 (Méthode de monotonie) Suggestions en page 105, corrigé détaillé en page 108.

On suppose que f € CH(IR,IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse, pour A > 0, au systéme non
linéaire suivant de N équations a /N inconnues (notées w1, ..., uyN) :

(AU)Z = aif(uz-) + A\b; Vi € {1, Ce ,N},

2.3.1
u=(up,...,uy) € RY, (2.3.18)
ol o; > Opourtouti € {1,...,N},b; > Opourtoutsi € {1,...,N}et A € My (IR) est une matrice vérifiant

weRY, Au>0=u>0. (2.3.19)

On suppose qu’il existe 2 > 0 t.q. (2.3.18) ait une solution, notée u*), pour A = 1. On suppose aussi que u*) > 0.
Soit 0 < A < . On définit la suite (v("))nem cRY par v =0 et,pourn > 0,

(Av™HD), =y F(0™) + Ab; Vi € {1,...,N}. (2.3.20)

Montrer que la suite (v(”))nem est bien définie, convergente (dans RY ) et que sa limite, notée u®™ , est solution
de (2.3.18) (et vérifie 0 < u < (W),

Exercice 49 (Point fixe amélioré) Suggestions en page 106,

Soitg € C3(IR,IR) et T € IR tels que g(T) = Oetg (%) # 0.
On se donne ¢ € C(IR, R) telle que p(T) =
On considere I’algorithme suivant :
zo € IR,
(2.3.21)
ZTpy1 = h(xy),n > 0.

g9()
g (p(z))

1) Montrer qu’il existe « > 0 tel que si zg € [T — o, T + o] = I,, alors la suite donnée par I’algorithme (2.3.21)
est bien définie ; montrer que z,, — T lorsque n — +00.

avec h(z) = x —
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On prend maintenant zo € I, ou a est donné par la question 1.

2) Montrer que la convergence de la suite (x,, ),en définie par I’algorithme (2.3.21) est au moins quadratique.

1
3) On suppose que ¢’ est lipschitzienne et que ¢’ (T) = ok Montrer que la convergence de la suite (x,,),cn définie
par (2.3.21) est au moins cubique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR ; tel que

|1 — Z| < |z, —E|3, Vn > 1.
4) Soit # € IR, tel que ¢'(x) #0 Vo € Ig =]T — 3,7 + ([ ; montrer que si on prend ¢ telle que :

g(z)
plo) == 29/ (x)

alors la suite définie par I’algorithme (2.3.21) converge de manicre cubique.

siz € Ig,

Exercice 50 (Méthode de Newton pour un systéeme 2 x 2)

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systeme suivant :

z? 4 2zy = 0, (2.3.22)
zy+1=0. (2.3.23)

2. Calculer les solutions de ce systeme.

3. Soit (Z, 7) une solution du probléme (2.3.22)-(2.3.23). Montrer qu’il existe £ > 0 tel que si (2, yo) est dans la
boule B. de centre (T,7) et de rayon ¢, alors la suite (x,,, Yn )nen construite par la méthode de Newton converge
vers (T, 7) lorsque n tends vers +00.

Exercice 51 (Newton et les échelles...) Corrigé en page 2.5 page 110

4m
Soient deux échelles de longueurs respectives 3 et 4 m, posées contre
deux murs verticaux selon la figure ci-contre. On sait que les échelles
se croisent a 1m du sol, et on cherche a connaitre la distance d entre les 3m
deux murs. !
« |

11m

|

y

A . g

d

1. Montrer que le probléme revient a déterminer x et y tels que
1627 = (2 + 1)(x + y)? (2.3.24)

9y% = (y* + 1)(z +y)* (2.3.25)
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2. Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution du systeme (2.3.24)-(2.3.25).

3. Calculer les premiers itérés (1) = 1 et y(!) = 1 construits par la méthode de Newton en partant de 2(*) = 1 et
0) =1
Y .

Exercice 52 (Nombre d’itérations fini pour Newton) Corrigé détaillé en page 110

1. Soit f la fonction de IR dans IR définie par : f(x) = e* — 1. Pour (9 € IR, on note (z(™)),,c1y la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la recherche d’un point ot f s’annule.

1.1 Montrer que pour tout z(°) € IR, la suite (x(”))nem est bien définie.

1.2 Montrer que si (9 # 0, alors (") = z(") pour tout n € IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement si f(z(?)) = 0.

1.3 Montrer que :
1.3 (a) si 2(®) < 0 alors z(M) > 0.
1.3 (b)si z(® > 0alors 0 < (M) < z(0),

1.4 Montrer que la suite (x(”) )nen converge lorsque n tend vers I’infini et donner sa limite.

2. Soit F : R — TRY une fonction continiment différentiable et strictement convexe (N > 1) et dont la
différentielle ne s’annule pas. Soit (9 ¢ RY le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si [’ (x(o)) =0.

Exercice 53 (Newton et logarithme) Suggestions en page 106

Soit f la fonction de IR’ dans IR définie par f(z) = In(z). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
de 7 tel que f(T) = 0 converge si et seulement si le choix initial () est tel que #(9) €]0, ¢[.

Exercice 54 (Méthode de Newton pour le calcul de I’inverse) Corrigé en page 110

1
1. Soit @ > 0. On cherche a calculer — par I’algorithme de Newton.
a

(a) Montrer que I’algorithme de Newton appliqué a une fonction g (dont % est un zéro) bien choisie s’écrit :

() donné
2% donné,

(b) Montrer que la suite (z(™)), e définie par (2.3.26) vérifie

1 2
' - —siz® €)o, 2,
lim z\" = a a

2
nohee —oosi z(? €] — 00,0[U] =, +oo]
a

2. On cherche maintenant a calculer I’inverse d’une matrice par la méthode de Newton. Soit donc A une matrice
carrée d’ordre N inversible, dont on cherche a calculer I’inverse.

(a) Montrer que I’ensemble GL v (IR) des matrices carrées inversibles d’ordre N (ot N > 1) est un ouvert
de I’ensemble My (IR) des matrices carrées d’ordre N.

(b) Soit T I’application définie de GLy(IR) dans GLy(IR) par T(B) = B~!. Montrer que 7T est déri-
vable, et que DT(B)H = —B"'HB™!.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculer A~! en cherchant le zéro de la fonction g de My (IR) dans
My (IR) définie par g(B) = B~' — A. Soit B("™ la suite ainsi définie.
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(d) Montrer que la suite B(™) définie dans la question précédente vérifie :

Id — AB"Y = (1d — AB™)2.
En déduire que la suite (B(™)),,ciy converge vers A~ si et seulement si p(Id — AB(®)) < 1.
Exercice 55 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine)

1. Soit A € R et f) la fonction de IR dans IR définie par fy(z) = 22 — \.
1.1 Soit (9 € TR fixé. Donner I’algorithme de Newton pour la résolution de 1’équation f () =0.
1.2 On suppose (¥ > 0.
(i) Montrer que la suite (z(*) )k>1 est minorée par V.
(ii) Montrer que la suite (z(*));>( converge et donner sa limite.
Soit N € IN* et soit A € My (IR) une matrice diagonalisable dans IR ; on note \;,7 = 1,..., N les valeurs
propres de A. On suppose que A\; > 0 pour touti =1,..., N.
2. Montrer qu’il existe au moins une matrice B € My (IR) telle que B? = A. Calculer une telle matrice

Bdanslecasou N =2et A = ( (1) ; )

3. On suppose de plus que A est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice
symétrique définie positive B telle que B2 = A. Montrer par un contre exemple que I’unicité n’est pas
vérifiée si on ne demande pas que B soit symétrique définie positive.

Soit F' I’application de M (IR) dans My (IR) définie par F'(X) = X? — A.

4. Montrer que F' est différentiable en tout X € My (IR), et déterminer DF(X)H pour tout H €
Mny(R).

Dans la suite de 1’exercice, on considere la méthode de Newton pour déterminer 5.

5. On suppose maintenant N > 1. On note (X (*)),cy la suite (si elle existe) donnée par I’algorithme de
Newton & partir d’un choix initial X (*) = I, ol1 I est la matrice identité de My (IR).

5.1 Donner le procédé de construction de X *+1) en fonction de X *), pour k& > 0.

52 Onnote \; < --- < Ay les valeurs propres de A (dont certaines peuvent étre égales) et P la
matrice orthogonale telle que A = P~tdiag(\1, -+, An)P.

(i) Montrer que pour tout & € IN, X (¥) est bien définie et vaut X ¥) = P~1diag(u\" .- u(¥)P
ou [LZ(-k) est le k%™ terme de la suite de Newton associé a la fonction f, avec comme choix
initial ;{” = 1.

(ii) En déduire que la suite X *) converge vers B quand k — +00.

Exercice 56 (Valeurs propres et méthode de Newton)
Suggestions en page 106, corrigé détaillé en page 113

Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Soient  une valeur propre simple de A et 7 € IR™ un vecteur propre
associé t.q. T - T = 1. Pour calculer (A, Z) on applique la méthode de Newton au systeme non linéaire (de RN

dans RV 1) suivant :

Ax — \x =0,

o (2.327)

Montrer que la méthode est localement convergente.
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Exercice 57 (Modification de la méthode de Newton) Suggestions en page 106.

Soient f € C*(RY,IRY) et Z € RY tq. f(Z) = 0. On considere, pour A > 0 donné, la méthode itérative
suivante :

— TInitialisation : z(® € R".

— Iterations : pour n > 0,

2D = 2 (D (™) D f(2™) + AL DF ™) f ™).

[Noter que, pour A = 0, on retrouve la méthode de Newton.]
1. Montrer que la suite (2(™)),,civ est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, que N = 1 et que f/(Z) # 0. Montrer que la méthode est localement
convergente en .

3. On suppose que le rang de D f(T) est égal a N. Montrer que la méthode est localement convergente en T.
[Noter que cette question redonne la question précédente si N = 1.]

Exercice 58 (Convergence de la méthode de Newton si f'(Z) = 0)
Suggestions en page 106, corrigé détaillé en page 113

Soient f € C?(IR,IR) etT € R t.q. f(T) = 0.
1. Rappel du cours. Si f/(T) # 0, 1a méthode de Newton est localement convergente en T et la convergence est
au moins d’ordre 2.

2. On suppose maintenant que f'(Z) = 0 et f(ZT) # 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le cas o = 7...) et que la convergence est d’ordre 1. Si on suppose f de classe
C?, donner une modification de la méthode de Newton donnant une convergence au moins d’ordre 2.

Exercice 59 (Point fixe et Newton)

Soitg € C3(IR,R) et T € IR tels que g(T) = O et ¢'(T) # O et soit f € CH(IR, R) telle que f(T) = T.
On considere I’algorithme suivant :

zo € IR,
(2.3.28)
ZTpy1 = h(xy),n > 0.
g(x)
avec h(r) =0 — ————.
A R )
1. Montrer qu’il existe « > 0 tel que si g € [T — «,T + ] = I,, alors la suite donnée par 1’algorithme

(2.3.28) est bien définie ; montrer que z,, — T lorsque n — +00 (on pourra montrer qu’on peut choisir o
de maniere a ce que |h/(z)| < 1six € I,).
On prend maintenant o € I, ol v est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la suite (z,),cn définie par I’algorithme (2.3.28) est au moins quadratique.

1
3. On suppose de plus que f est deux fois dérivable et que f'(Z) = 5 Montrer que la convergence de la suite
(Zn)new définie par (1) est au moins cubique, ¢’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR tel que
| Tyt — T < ¢z, — T3, Vn > 1.
4. Soit € R tel que ¢'(z) # 0 Va € Iz =|T — 3, T + B[; montrer que si on prend f € C*(IR, R) telle
que :
_ g
To == 59w

alors la suite définie par ’algorithme (1) converge de manicre cubique.

siz € Ig,
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Exercice 60 (Variante de la méthode de Newton)
Corrigé détaillé en page 114

Soit f € C*(R,IR) et z € IR tel que f(Z) = 0. Soient zo € IR, ¢ € R, A € IR’}.. On suppose que les
hypotheses suivantes sont vérifiées :
() zel=[xo—c,x0+d,
(i) [f(zo)| < 55,
(i) [f'(2) = f'(W)] < 55, V(z,y) € I?
(iv) |f'(z)] > Vo el

On définit la suite ((™)),,cy par :

20 = g,
f(z™) (2.3.29)
f(y)

x(n"'l) = x(n) —

ol y € I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.3.29) satisfait (™) € I pour tout n € IN.

_FET)—f(xe)
f/

(On pourra remarquer que si ") est donné par (2.3.29) alors "tV —zy = 2™ —x )

f(zo)
THOR

2. Montrer que la suite (z(™),c définie par (2.3.29) vérifie [z — Z| < £ et qu’elle converge vers Z de
maniere au moins linéaire.

3. On remplace I’algorithme (2.3.29) par

L) — () _ f@) (2.3.30)

ol la suite (y(™),,cv est une suite donnée d’éléments de 7. Montrer que la suite (™)), e converge vers
Z de maniére au moins linéaire, et que cette convergence devient super-linéaire si f/(y,) — f'(Z) lorsque
n — +00.

4. On suppose maintenant que N > 1 et que f € C* (IRN, IRN). La méthode définie par (2.3.29) ou (2.3.30)
peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles modifications des hypothéses, a la dimension NV ?

Exercice 61 (Méthode de Newton pour un systéme semi-linéaire) Suggestions en page 106.

On suppose que f € C%(IR,IR) et que f est croissante. On s’intéresse au systéme non linéaire suivant de N
équations a NV inconnues (notées uy, ..., uy) :

u=(ui,...,uy)" € RY, (2.3.31)

ot A € My(IR) est une matrice symétrique définie positive, o; > 0 pour touti € {1,..., N} et b; € IR pour
touti € {1,...,N}.
On admet que (2.3.31) admet au moins une solution (ceci peut étre démontré mais est difficile).

1. Montrer que (2.3.31) admet une unique solution.

2. Soit u la solution de (2.3.31). Montrer qu’il existe ¢ > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la
solution de (2.3.31) converge lorsque le point de départ de la méthode, noté u(?), vérifie |u — u(0)| <a.
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Exercice 62 (Méthode de Steffensen)
Suggestions en page 107, corrigé détaillé en page 116

Soient f € C?(IR,IR) etT € R t.q. f(T) = O et f/(T) # 0. On considere la méthode itérative suivante :
— Initialisation : z(®) € R,
— Itérations : pour n > 0,si f(x(™ 4 f(2(™)) # f(x™),

(n+1) _ .(n) _ (f(x(n)))2
2t — T T F@™) = Fam)’ (2.3.32)

etsi f(z™ + f(z™)) = fa™), 2D = g

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si (") € B(7T, ), alors f(x(™ + f(z(™)) # f(z(™) si (™ # F.En
déduire que si 2o € B(Z, ), alors toute la suite (2(™),,ey Vérifie (2.3.32) pourvu que (") # T pour tout
n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe une fonction a continue sur un
voisinage de 7 telle que si xg € B(Z, ), alors

2D — 7 = q(2) (") — ), pour tout n € N tel que (™) # T. (2.3.33)
3. Montrer que la méthode est localement convergente en Z et la convergence est au moins d’ordre 2.
Exercice 63 (Méthode de Newton-Tchebycheff)

1. Soit f € C3(IR,IR) et soit T € IR tel que T = f(Z) et f'(z) = f"(Z) = 0. Soit (z,,)nen la suite définie par :

{ oD )

(a) Justifier I’appellation “(PF')” de I’algorithme.
(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |y — | < a alors | f/(y)| < 1.
(c) Montrer par récurrence sur n que si zg € B(Z, a) alors z,, € B(Z, 5% ).

(d) En déduire que la suite construite par (PF') converge localement, ¢’est-a—dire qu’il existe un voisinage V'
de z tel que si g € V alors x,, — & lorsque n — +o0. .

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite construite par (PF’) est au moins cubique (c’est-a-dire
qu’ il existe 3 € R tel que |21 — Z| < Bz, — Z|? si la donnée initiale o est choisie dans un certain
voisinage de z. On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange).

2. Soit g € C*(IR,IR), et soit 7 € IR tel que g(Z) = 0 et ¢'(z) # 0. Pour une fonction h € C3(IR,R) a
déterminer, on définit f € C3(IR,IR) par f(z) = = + h(x)g(x). Donner une expression de h(Z) et h'(Z) en
fonction de ¢'(Z) et de g”(Z) telle que la méthode (PF') appliquée a la recherche d’un point fixe de f converge
localement vers  avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3.S0it g € C°(IR,IR), et soit 7 € IR tel que g(Z) = 0 et ¢’(Z) # 0. On considere la modification suivante (dfie a
Tchebychev) de la méthode de Newton :

9(zn)  g"(wn)lg(zn)]?
Tpgl = Ty — o () — 2 ()P (2.3.34)

Montrer que la méthode (2.3.34) converge localement et que la vitesse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas ol ¢’ ne s’annule pas].
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Exercice 64 (Méthode de la sécante) Corrigé en page 2.5 page 118

Soient f € C?(R,IR) etT € R t.q. f(ZT) = 0 et f/(ZT) # 0. Pour calculer 7, on considére la méthode itérative

suivante (appelée “méthode de la sécante") :
f(zn)(@n — 2p-1)

— Initialisation : zg, z; € IR.
si f(z,) #0etxper = oy, si f(x,) =0.
Fan) — Flans) ) ' (o)

Si la suite (z,)neN est bien définie par cette méthode, on pose e,, = |z, — Z| pour tout n € IN.

— Itérations : pourn > 1, 2,41 = T, —

1. Montrer qu’il existe € > 0 t.q. pour xg, 21 €]T — &, T + €[, zp # x1, la méthode de la sécante définit bien
une suite (2, )new et 'on a e, 11 < (1/2)e, pour tout n > 1. [Raisonner par récurrence : on suppose
Ty Tp—1 EJT — &,T + €[, Xy # Tp—1 et x,, # T.Montrer, grice a un choix convenable de ¢, que f(x,,) #
f(xn—1) et que f(x,) # 0. En déduire que x,,41 est bien défini et x,, # x,1. Puis, toujours grice a un
choix convenable de ¢, que e,,41 < (1/2)e,,. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on suppose que o, z1 €]T — &,T + €[, g # 21 (¢ trouvé a la premilre
question) et que la suite (2, ), donnée par la méthode de la sécante vérifie x,, # T pour tout n € IN. On
posed = (1 + \/3) /2 et on démontre que la convergence est en général d’ordre d.

2. Pour z # T, on définit (x) comme la moyenne de f’ sur I'intervalle dont les extrémités sont = et .

(a) Montrer que e,+1 = epe,_1 M, pour toutn > 1, avec M,, = |%|

(b) Montrer que la fonction p est dérivable sur IR \ {Z}. Calculer lim, 7 1/ ().
(c) Calculer la limite de la suite (M, ),>1 lorsque n — oo. En déduire que la suite (M, ),>1 est bornée.
3. Soit M > 0, M > M, pour tout n > 1 (M, donné a la question précédente). On pose ap = Mey,
a; = Me; etay4+1 = anpan—1 pourn > 1.

(a) Montrer que Me,, < a, pourtoutn € IN.

(b) Montrer qu’il existe e1 €]0, €] t.q. la suite (a,)n>1 tend en décroissant vers 0 lorsque n — 400, si
X0, L1 E]f — €1, + 81[.

(c) Dans cette question, on prend xg,z1 €]T — €1, T + £1[. Montrer qu’il existe « > 0 et 5 €]0, 1] t.q
Me, <a, < a(ﬂ)dn pour tout n € IN (ceci correspond a une convergence d’ordre au moins d). [On
pourra utiliser la relation de récurrence Ina, +; = Ina,, +1na,_; pourn > 1].

(d) (Question plus difficile) Si f”(Z) # 0, €nt1 = €nen_1.M,,, montrer que M, — M, quand n — oo,
avec M > 0. En déduire qu’il existe v > 0 tq. (ee";f)ld — v quand n — oo (ceci signifie que la
convergence est exactement d’ordre d). [Considérer, par exemple, 3, = Ine, 1 — dIne,, et montrer
que (3, converge dans IR quand n — 00.]

(e) Comparer I’ordre de convergence de la méthode de la sécante a celui de la méthode de Newton.

2.4 Suggestions

Exercice 46 page 98 (Calcul différentiel)

1. Utiliser le fait que D f () est une application linéaire et le théoréme de Riesz. Appliquer ensuite la différentielle
a un vecteur / bien choisi.
2. Mémes idées...

Exercice 48 page 98 (Méthode de monotonie)

Pour montrer que la suite (U(n))nE]N est bien définie, remarquer que la matrice A est inversible. Pour montrer
qu’elle est convergente, montrer que les hypothéses du théoreme du point fixe de monotonie vu en cours sont
vérifiées.
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Exercice 49 page 98 (Point fixe amélioré)

1) Montrer qu’on peut choisir o de maniére a ce que |h/(z)| < 1siz € I, et en déduire que ¢'(¢o(xy,) # 0 si zg
est bien choisi.
2) Remarquer que

g1 — T| = (2 —T)(1 — G % . (2435)

En déduire que
1 _
|Zn+1 — T < —Jzn — 7| sup [¢' (2)] sup |g"(2)].
€ z€l, z€l,

3) Reprendre le méme raisonnement avec des développements d’ordre supérieur.

4) Montrer que ¢ Vvérifie les hypotheses de la question 3).

Exercice 53 page 100 (Newton et logarithme)

Etudier les variations de la fonction ¢ définie par : ¢(z) = x — zInz.

Exercice 56 page 101 (Valeurs propres et méthode de Newton)

Ecrire le systéme sous la forme F'(z, \) = 0 ol F est une fonction de R ™" dans IR ™! et montrer que DF (X, 7)
est inversible.

Exercice 57 page 102 (Modification de la méthode de Newton)
1. Remarquer que si A € My (IR) et A > 0, alors A*A + \Id est symétrique définie positive.
2. En introduisant la fonction ¢ définie par o(t) = f(tz,, + (1 — ¢)T), montrer que f(z,) = (z,, — T)g(zy), ol
g(x) = fol f'(tx + (1 — t)T)dt. Montrer que g est continue.
Montrer que la suite (z,, )peN Vérifie ,11 — T = a, (2, — T), 0l

f'(@n)g(@n)
f/(xn)Q + by ’

et qu’il existe « tel que si x,, € B(ZT, ), alors a,, €]0,1[. Conclure.

ap = 1 —

3. Reprendre la méme méthode que dans le cas N = 1 pour montrer que la suite (z,,),en Vérifie z,41 — T =
D(zy)(z, —T), 00 D € C(RY, My(IR)). Montrer que D(ZT) est symétrique et montrer alors que | D(Z)|2 < 1
en calculant son rayon spectral. Conclure par continuité comme dans le cas précédent.

Exercice 58 page 102 (Convergence de la méthode de Newton si f/'(T) = 0)

Supposer par exemple que f(Z) > 0 et montrer que si x est “assez proche" de T la suite (,,),eN est croissante
majorée ou décroissante minorée et donc convergente. Pour montrer que 1’ordre de la méthode est 1, montrer que

[£nt1 — 7|

1
—— — — lorsque n — +o0.
|z — 2| 2

Exercice 61 page 103 (Méthode de Newton)
1. Pour montrer I’unicité, utiliser la croissance de f et le caractére s.d.p. de A.

2. Utiliser le théoréme de convergence du cours.
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Exercice 62 page 104 (Méthode de Steffensen))

1. Utiliser la monotonie de f dans un voisinage de T.
2. Developper le dénominateur dans I’expression de la suite en utilisant le fait que f(zn + f(zn)) — flz,) =

fo t)dt ou (t) = f(xn + tf(xy)), puis que f'(x, + tf zn fo s)ds ou &(t) = f'(zn + tf(xn)).

Developper ensuite le numérateur en utilisant le fait que — fo o' ( dt ot ¢(t) = f(tT+ (1 — t)zyp), et

que f'(tT + (1 — t)xy,) fo ds+x(0),0f1x(t):f( (17t)n).
3. La convergence locale et I’ordre 2 se déduisent des résultats de la question 2.
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2.5 Corrigés

Exercice 46 page 98

1. Par définition, T = Df(z) est une application linéaire de IRY dans IR™, qui s’écrit donc sous la forme :

T(h) = vazl a;h; = a - h. Or ’application 7" dépend de z, donc le vecteur a aussi.

Montrons maintenant que (a(x)); = d;f(z), pour 1 < i < N Soit ) € RY défini par h§i) = hé; j,ouh >0
et §; ; désigne le symbole de Kronecker,i.e. d; ; = 1si¢ = j et d; ; = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle avec h(¥), on obtient :

fl@+nD) = f(x) = Df(x)(h(i) + [|BD|e(h?),
c’est—a—dire :
f(zla ey Lj—1, T4 + h/,l'ifl, e ,I’N) — f(l'l, .. .7.§CN) = (a(;p))zh]+ hE(h(z))

En divisant par & et en faisant tendre h vers 0, on obtient alors que (a(x)); = 0; f(z).

2. Comme f € C*(RY,IR),ona (9;f(z) € C'(IRY,R), et donc ¢ € C'(IR™,RY). Comme Di(z) est une
application linéaire de IR” dans IR™, il existe une matrice A(x) carrée d’ordre N telle que Dip(z)(y) = A(z)y
pour tout y € IR™ . Tl reste 2 montrer que (A(x));; = 97 f (x). Soit R e RY défini a la question préceédente,
pouri, j=1,...,N,ona

N

(De(@)(hD))i = (A@)hD)i = Y ain(@)hD)y = hai ().
k=1

Or par définition de la différentielle,
pila + 1) = pi(a) = (De()(hD)); + |9 [lei(RD),
ce qui entraine, en divisant par h et en faisant tendre h vers 0 : 0j¢;(x) = a; ;(x). Or p;(z) = 0, f(z), et donc
(A(2))ij = aij(z) = 07, f(2).
Corrigé de I’exercice 48 page 98 (Méthode de monotonie)
Montrons que la suite v(") est bien définie. Supposons v("™) connu ; alors v("+1) est bien défini si le systeme
Apt) = g
ol d®) est défini par : dE") = aif(vlg")) + Ab; pour ¢ = 1,..., N, admet une solution. Or, grace au fait que
Av > 0= v > 0,la matrice A est inversible, ce qui prouve I’existence et ’unicité de pntl)
Montrons maintenant que les hypothéses du théoreme de convergence du point fixe de monotonie sont bien satis-

faites.

On pose r™

4

(u) = a f(u;) + Ab;. Le systéme a résoudre s’écrit donc :
Au = R (u)

Or 0 est sous—solution car 0 < «; f(0) + Ab; (grice au fait que f(0) = 0, A > 0 et b; > 0).
Cherchons maintenant une sur—solution, ¢’est-a—dire & € IR™ tel que

@ > RM(a).
Par hypotheése, il existe 1z > 0 et u(*) > 0 tel que

(Au); = af (W) + b,

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 108 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



2.5. CORRIGES CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
Comme A < peth; > 0,0ona

(Au(“))i > aif(uz(-“)) +A\b; = Rg)‘) (u(u))_

Donc u(") est sur—solution. Les hypothéses du théoréme dont bien vérifiées, et donc v(™) — @ lorsque n — +00,
ol @ est tel que Au = R(u).
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Corrigé de I’exercice 50 page 99 (Méthode de Newton pour un systeme 2 x 2)

En cours de rédaction

Corrigé de I’exercice 51 page 99 (Newton et les échelles...)

En cours de rédaction

Corrigé de I’exercice 52 page 100 (Nombre d’itérations fini pour Newton)

1.1 Comme [’ est définie sur tout IR par f/(x) = e” et ne s’annule pas, on en déduit que la suite construite par la
méthode de Newton, qui s’écrit :

n z(™
L) g S@) et -1
fram)

ez(n)

est bien définie.
+(1)
-1
o0
2 £ 0,0onaz(™tD = (™ pourtout n € IN. De plus, si f(z(?)) = 0 (c.a.d.siz(?) = 0),1a suite est stationnaire.
On en déduit que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si f (x(o)) =0.
ez(o) -1
e“”(0

2O (1 — == avec § €]z, 0[si 2@ < 0et 6 €]0, 2O [si 2@ > 0.8i 2 < 0,0na e " > 1 et donc
21 > 0. En revanche, si 2(® > 0,ona e " < ¢/~ < 1 etdonc0 < (V) < z(0,

= 0 ssi (™ = 0. Donc par récurrence sur 7, si

1.2 Par définition de la suite, on a z(*T1) — () = —

1.3 Par définition, on a : z(1) = 2O — . Par le théoréme de accroissements finis, on a donc : (1) =

1.4 On a vu a la question 1.2 que si (%) = 0 la suite est stationnaire et égale 2 0. On a vu 2 la question 1.3 que
si 29 < 0alors z() > 0. 11 suffit donc d’étudier le cas (%) > 0.O0rsi z(® > 0,ona 0 < z( < 2@, Par
récurrence sur 7, on en déduit que si 2@ > 0, la suite (x(”))nem est décroissante et minorée par 0, donc elle

converge. La limite ¢ de la suite vérifie : £ = £ — 61—71, soit encore £ = 0 (unique solution de I’équation f(z) = 0).

2. Soient (™) et 2("*t1) deux itérés successifs donnés par la méthode de Newton, tels que F'(z(™)) # 0. On a

donc :
DF(z™) (2t — (M) = — (™), (2.5.36)

et en particulier, z("*1) = 2(") Or, la condition de stricte convexité pour une fonction continiment différentiable
entrai; 2ne que :
DF(z™) ("D — 2y < Pz — F(2™),

et donc, avec (2.5.36), F((z("*1)) > 0. On montre ainsi, par récurrence sur 1, que si F(z(?)) # 0,alors F'(z(™)) >
0 pour tout n > 0, ce qui montre que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement
si F(z(®) = 0.

Corrigé de I’exercice 54 page 100 (Méthode de Newton pour le calcul de I’inverse)

1. (a) Soit g la fonction définie de IR* dans IR par g(x) = % — a. Cette fonction est continue et dérivable

pour tout z # 0,eton a: g'(z) = — . L’algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro de cette
fonction s’écrit donc bien :

{ 2(© donné, (2.537)

z(+D) = () (2 — gg(™),
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(b) Soit (z("))nem définie par (2.3.26). D’apres le théoréme du cours, on sait que la suite (z("))nem
converge de localement (de maniere quadratique) dans un voisinage de % On veut déterminer ici
I’intervalle de convergence précisément. On a (" 1) = (2(™) oll ¢ est la fonction définie par de IR
dans IR par ¢(z) = 2(2 — az). Le tableau de variation de la fonction ¢ est le suivant :

z | 0o ; 2
¢ (z) | + 0 - (2.5.38)
p(x) | —o0o / 2 N\, —o0

11 est facile de remarquer que I’intervalle ]0, 1] est stable par ¢ et que ¢(]1,2[) =]0, L[ Donc si
2 €)1 2Talors 1) €]0, L[, et on se ramene au cas z(*) €]0, 1.

On montre alors facilement que si z(© €]0, é[, alors z("+1) > z(™) pour tout n, et donc la suite
(x("))ne]N est croissante. Comme elle est majorée (par %), elle est donc convergente. Soit £ sa limite,

onal=/{(2—al),etcommel > z(® >0,0nal= L

Il reste maintenant & montrer que si z(*) €] — oo, 0[U] 2, +o0 alors lim,, ;.o (™) = —oc. On montre
d’abord facilement que si (?) €] — oo, 0[, la suite (2,,),en est décroissante. Elle admet donc une
limite finie ou infinie. Appelons ¢ cette limite. Celle-ci vérifie : £ = ¢(2 — al). Si £ est finie, alors £ = 0
oul = % ce qui est impossible car £ < z(9) < 0. On en déduit que £ = —co.

Enfin, 1’étude des variations de la fonction ¢ montre que si z(?) €] 2, 4o0f, alors (] — 00,0, et on
est donc ramené au cas pécédent.

2. (a) L’ensemble GLx(IR)(IR) est ouvert car image réciproque de I’ouvert IR™ par I’application continue
qui a une matrice associe son déterminant.
(b) L’application T est clairement définie de GLy (IR)(IR) dans GL (IR)(IR). Montrons qu’elle est dé-

rivable. Soit H € GLy(IR)(IR) telle que B + H soit inversible. Ceci est vrai si || H ||| B~!|| < 1, et
on a alors, d’apres le cours :

+oo
(B+H)' = (BUId+B'H)) =Y (-B'H)"B".
k=0
On a donc : .
T(B+H)-T(B) = » (B™'H*B™'-B"!
k=0

+oo
= (Id+) (-B7'H)* - 1d)B~*
k=1

—+o0
= > (-B'H)*B.
k=1
On en déduit que
—+o0
T(B+H)-T(B)+B 'HB™' =) (-B'H)*B™".
k=2

L application qui 2 H associe —B~!H B! est clairement linéaire, et de plus,

+oo
IT(B+H)=T(B)+ B HBY| < B~ Y_(IB ' IIH|)".
k=2
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Or ||B~|||H|| < 1 par hypothése. On a donc

|T(B+ H)—T(B)— B-'HB~! |
IH||

+oo

< IBHPIEIY (B IE)
k=0

— 0 lorsque | H|| — 0.

On en déduit que 1’application 7T est différentiable et que DT(B)(H) = —B~'HB™%.

(c) La méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction g s’écrit :

{ B% € GLy(R)(R),
Dg(B") (B — B") = —g(B").

Or, d’apres la question précédente, Dg(B™)(H) = —(B")~'H(B")~!. On a donc
Dg(Bn)(BnJrl _ Bn) _ 7(Bn)71(Bn+1 _ Bn)(Bn)fl.

La méthode de Newton sécrit donc :

B e GLy(R)(RR),
{ —(B™' — B") = (Id — B"A)B". (2.5.39)
soit encore 0
BY € GLy(IR)(IR),
{ P (2.5.40)

(d) Par définition,on a :
Id — AB""' = Id — A(2B™ — B"AB™) = Id — 2AB™ + AB" AB".
Comme les matrices Id et AB™ commutent, on a donc :
Id— AB" ™' = (Id — AB™).

Une récurrence immédiate montre alors que Id — AB™ = (Id — AB°)?". On en déduit que la suite
Id — AB™ converge (vers la matrice nulle) lorsque n — +oo ssi p(Id — AB®) < 1, et ainsi que la
suite B™ converge vers A~ si et seulement si p(Id — AB°) < 1.
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Corrigé de I’exercice 56 page 101 (Valeurs propres et méthode de Newton)

On écrit le systeme sous la forme F'(x, \) = 0 ol F’ est une fonction de RN+ dans RV ! définie par

rz-xr—1

o) =rFen = (25,

et on a donc

pF(E = (47,

Supposons que DF (%, \)(z,v) = 0,on a alors Az — Az — vZ = 0 et 27 - z = 0. En multipliant la premiére
équation par T et en utilisant le fait que A est symétrique, on obtient :

2- AT — A2 T—vZ-T=0, (2541)

etcomme AT = \T et T-T = 1, ceci entraine que v = 0. Enrevenanta (2.5.41) on obtient alors que Az — Az =0,
cad.que x € Ker(A — Md) = IRZ car \ est valeur propre simple. Or on a aussi Z - z = 0, donc z | Z ce qui
n’est possible que si z = 0. On a ainsi montré que D f(Z, \) est injective, et comme on est en dimension finie,
Df(z, \) est bijective. Dnc, d’aprés le théoréme du cours, la méthode de Newton est localement convergente.

Corrigé de I’exercice 58 page 102 (Convergence de la méthode de Newton si f/'(Z) = 0)

Comme f”(T) # 0, on peut supposer par exemple f”(Z) > 0; par continuité de f”, il existe donc > 0 tel que
f'(z) < 0siz €]z —n,T[et f'(x) > 0siz €T, T+ n[, et donc f est décroissante sur | — 1), Z[ (et croissante sur
7,7 + ).
Supposons g €|T, T + 0|, alors f'(z) > 0et " (x¢) > 0.
On a par définition de la suite (2, )neN,
fl(@o)(z1r —@0) = —f(xo)
= f(@) — f(xo)
F(0)(T — 20), ot & €]T, w0

Comme f’ est strictement croissante sur |Z, Z + n[,on a f'(£) < f'(x0) et donc 1 €]T, x|
On montre ainsi par récurrence que la suite (2, )nenN Vérifie

To>T1 >To...> Ty > Tpg1 > ... > X
La suite (2, )nen est donc décroissante et minorée, donc elle converge. Soit « sa limite ; comme
f(xp)(ps1 — xn) = —f(xy,) pour tout n € IN,

on a en passant a la limite : f(z) = 0, donc x = 7.
Le cas f”(T) < 0 se traite de la méme maniere.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définition, la méthode est d’ordre 1 si

[Znt1 — 7]

— — e RE.
|zn — ] "

Par définition de la suite (2, )nen,ona:

f/(xn)(-rn-l—l - xn) - _f(xn) (2542)
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Comme f € C*(R) et f(Z) = 0, il existe &, €]T,xn] et n, €]T, x,| tels que f/'(x,) = f"(&n) (2 — T) et

1
—f(xn) = -5 f" (7)) (T — x,,)%. On déduit donc de (2.5.42) que

FU(€) s —m) = =30 ) @ — ),
soit f//(gnxxn-l-l - f) = (_%fﬂ(nn) + f“(fn))<$n - f)
”szrl - fH - 1 f”(nn) 1
Donc T =7 1 — 3 () | — 5 lorsque n — +00.

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la méthode de Newton a f”.
Corrigé de I’exercice 60 page 103 (Variante de la méthode de Newton)

1. Onaévidemmentz(®) = x4 € I. Supposons que (™ € I et montrons que z("*1) € I. Par définition, on
peut écrire :

L) _ () _ f@™) = f(zo)  f(xo0)
f'() ')
Donc
F/(&) @4 = o) — f(wo)
f'(y)

e SN ) B

,oug, € [zo,z(")].

On en déduit que

L) f'€n) ) o) — f(xo)
0= (=T ot ) = Ty
Ceci entraine :
(n+1) _ b ey n) |f (zo)|
T sl = gy ) = P Wl = ol + g
1 c
~ )\564’ ﬁA =C

Donc 2"tV ¢ T,
2. 0na:

LD g = ) g fa™) - f@  f(@

f'(y) f'(y)

1
Donclz!" 1) —z| < |2 —z||f'(y) - f'(ﬁn)|m o, € [z,2);
Y
Par hypothese, on a donc
1
(n+1) _ 5 < (n) _ zl—
| ) < |z x|2)\
< E|:c(”) — .
- 2
On en déduit par récurrence que
(n) € 1,.0 _ 3
" = 2| < 5ol — 2|
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Ceci entraine en particulier que

AN
n — 4oo.

Il reste a montrer que la convergence est au moins linéaire. On a :

|'T(n+1) _jl / 10 1
e =f'ly) - f'(@™
7 3] 7o)
|$(n+1) 7 f/ 7
Donc (N)—*| — - /()|:ﬁZO
|2 z| f'(y)
n — +oo

La convergence est donc au moins linéaire, elle est linéaire si f/'(Z) # f'(y) et super-linéaire si f'(z) =
f'(y)-

3. Le fait de remplacer y par (") ne change absolument rien a la preuve de la convergence de (™) vers z. Par
contre, on a maintenant :

|1.(n+1) — i'| / / 1
ECET | (yn) = f (Un)|m
- f' () |
f'(yn)
Or f/ (nn)n o f(z) etdoncsi f’ (yn)néj-oo /(%) la convergence devient superlinéaire.

4. L’algorithme pour N > 1 se généralise en :

x(o) = X0
2 = 2 — (DF(y) " f(2).

On a donc
2 — g = 2™ — 2 — (DF(y)) " (f(2™) = f(z0)) + (DF(y))~" f(=0).
Or f(z(™) — (&) = (1) — (0) = ; ¢'(t)dt, ot
o(t) = f(ta™ + (1 — 1))
et donc
@' (t) = Df(tz™ 4+ (1 — )2 (2™ — (),
Donc

2D . (0)
(" — 2) (1 — (Df(y))_l/0 Df(ta") + (1 — t)xw))dt)
+(Df(y) "' fxo) = )

:C(n) — SC(O) —1 - - n B

( )(Df(y)) </O (Df(y) Df(tz™ + (1 —1¢) <o>) dt)
+(Df(y)) " f (o).

On en déduit que :

D — 2O <
1
[~ O] [ 1D50) = Diea™ + (1= 02 )
HIDF ) 1 o)

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 115 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 20 aoiit 2010



2.5. CORRIGES CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
Si on suppose que (™ € I, alors tz(™) + (1 — t)z(%) € I. L’hypothese (iii) généralisée a la dimension N
s’écrit :

1
IDf(@) = DI < 55 Viwy) € 12
si on suppose de plus que
&
. < C
(i) | (o) < 5 et

() [[(Df(z))"Y < X Va € I, alors 2.5.43 donne que

IN

1 c
(n+1) _ ,(0) () _ 2O — 4 N\—
oD — 2O < gt - O s+

2

IN

C.

ce qui prouve que z("t1) € T,

1
On montre alors de la méme maniére que 2 o — T, (car |2+ — | < 5 2™ — z|)).

Corrigé de I’exercice 62 page 104 (Méthode de Steffensen)

1. Comme f/(T) # 0, il existe @ > 0 tel que [ soit strictement monotone sur B(Z, &) ; donc si f(z) = 0 et
x € B(T, &) alors ¢ = T. De plus, comme x + f(z) — T lorsque @ — T, il existe « tel que si z € B(T, a),
alors f(x + f(z) € B(Z,a).Orsiz € B(x,a),ona:f(x) # 0siz # T,donc z + f(x) # x et
comme x + f(x) € B(T,&) ou f est strictement monotone, on a f(z) # f(xz + f(x)) siz # T.On
en déduit que si z,, € B(T, ), alors f(z, + f(z,)) # f(xn) (si &, # T) et donc x,41 est défini par
o )P

2. Montrons maintenant que la suite (2, )penN Vérifie :

. Ceci est une forme de stabilité du schéma).

2

Tnt1 — T = a(xzy)(x, —T)° siz, #T etz € B(T,a),

ol a est une fonction continue. Par définition de la suite (2, ),ecn,ona:

2
Tyl —T =Ty — T — (f(zn)) . (2.543)

f(@n + f(2r)) — f(zn)

Soit 1, : [0,1] — IR la fonction définie par :

"/’n(t) = f(wn + tf(wn))
Onay, € C2(]0,1[,IR), ¥, (0) = f(zn) et ¥, (1) = f(zp + f(20)).

On peut donc écrire :

F(n + F(@n) = F(n) = (1) — $a(0) = / (bt

Ceci donne :

F(an + flan)) — Flon) = /0 £ (2 tf (@) f ()t

t
On pose maintenant &, (t) = f'(x, + tf(x,)), et on écrit que &, (t) = /0 & (s)ds + &,(0).

On obtient alors :
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f@n + f(zn)) — f(zn) = f(zn) [f(xn)/o /0 f//($n+5f(xn))d5+f/(zn) . (2.5.44)

Soitb € C(IR,IR) la fonction définie par :

bz) = /01 (/Ot Fla+ sf(x))ds) dt.

1
Comme f € C(IR,IR),onab(z) — Ef”(f) lorsque z — T
L’égalité (2.5.44) s’écrit alors :

f(@n + f(wn)) — f(zn) = (f(wn))Qb(xn) + f(zn) ' (xn). (2.545)

Comme zy € B(T,a),onax, € B(T,«a)etdonc f(z,) # 0siz, #T.
Donc pour x,, # T,on a grice a (2.5.43) et (2.545):

. _ fan)
Tptl —T =Ty —T — Fanblmn) + @) (2.5.46)

1
On a maintenant —f(z,,) = f(T) — f(zn) = / ¢’ (t)dt ou p € C*(IR,IR) est définie par ¢(t) =
0

FUT+ (1 —t)zy).
Donc

f(:cn)/o FUT+ (1 = O)an)(T — zn)dt.

Soit x € C!(IR, IR) la fonction définie par x(¢) = f'(tT + (1 — t)xn),
onax(0) = f'(z,) etdonc:

~fe) = [ 1 [ / T4 (L= 8))(F — ) + () ds(F — m} "

Soit ¢ € C(IR,IR) la fonction définie par

o(z) = /O 1 ( /O s (1 s)x)ds) dt,

1
onac(z) — if”(f) lorsque z — T et :

—f(xn) = c(@)(@ — 20)* + ['(20)(T — 20) (2.5.47)
De (2.5.47) et(1.6.62), on obtient :

Cr (g c(@n)(@n — ) — f'(xn)
Tt (@ () ) 7 Gen)
= bl + g @)@ = an)blan)

*f/(xn)(f = Tn)b(Ty) + f/(zn) + c(zn)(Tn —T) — f/(zn))

On en déduit :
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(ps1 —T) = (zn — T)%a(z,) (2.5.48)

a(z) = c(x)b(z)(x —T) + f'(2)b(x)b + c(z)
f(@) + f'(x)

La fonction a est continue en tout point x tel que

D(z) = f(@)blx) + J'(x) # 0.

Elle est donc continue en T puisque D(Z) = f(Z)b(Z) + f'(T) = f/(T) # 0.
De plus, comme f, f’ et b sont continues, il existe un voisinage de Z sur lequel D est non nulle et donc a
continue.

3. Par continuité de a, pour tout ¢ > 0, il existe 7. > 0 tel que si z € B(T, 1. ) alors
(1) a(z) —a(@)| <e.

Calculons
o) = LD
 Lpeiie
Soit 7 = min(7;. m) si @ € B(T, ), alors |a(z)] < B+ 1 grice a (7), et |o — 7 < ﬁ.

On déduit alors de (6) que si x,, € B(Z, ), alors

1
|Zn1 — 7| < §|$n — .
Ceci entraine d’une part que x,+1 € B(ZT,~) et d’autre part, par récurrence, la convergence de la suite
(Zn)neN Vers T.
Il reste a montrer que la convergence est d’ordre 2.
Grace a (6),on a :
|Znt1 — 7|
—5 = la(zn)|-
|z — 7|
Or on a montré a I’étape 3 que a est continue et que a(z) — ( € IR. On a donc une convergence d’ordre au
moins 2.

Corrigé de I’exercice 64 page 105 (Méthode de la sécante)

1. Supposons x,,_1 et x,, connus.
Pour que 11 soit bien défini, il faut et il suffit que f(x,) # f(z,—1). Or par hypothese, f'(Z) # 0. On
en déduit qu’il existe un voisinage de T sur lequel f’ est monotone, donc bijective. Donc il existe ¢ tel que
Sl Ty, Tp—1 €EJT — 1, T + 1], T # Tp—1 et &, # T, alors f(x,) # f(x,-1). De méme, toujours par
injectivité de f sur |T —e1,T 4+ e1[,ona f(x,) # 0.
En choisissant x et x; dans I'intervalle |T — &1,Z + £1[, on a par une récurrence immédiate que la suite
(Zn)nen est bien définie.
Par définition, si f(x,) # 0,ona:

__ f@n) = f(7)

—_ — Tpn — Tp—1
Tpt1 — T =@y — T — ————(x, — T)

LTp — X f(xn) - f(xn—l)'
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En notant I (a, b) U'intervalle d’extrémités a et b, il existe donc 0,, € I(Z,x,,) et (, € [(xn—1,x,) tels que

f"(0n) f"(0n)
f'(Gn) f'(Gn)

Or f’ est continue, il existe g5 tel que zy,, Tp—1 €T — €2,T + o[, alors 1 —

Tpt1 — T = (zp —T)(1 — ), ,etdonc: e 1 = |1 — len.

~

/(Hn
'(Gn

~—

< 1/2, et donc

—

€n+1 < %en-
En posant ¢ = min(eq,e2), on a donc par récurrence le fait que si o et x; appartiennent a ’intervalle
|T — &,T + ¢, la suite (2, )nen est bien définie et la méthode de la sécante est localement convergente.

2. (a) Par définition,

kL= f(wn) - f(xn—l

(T — Tp—1)-
)
Donc :

(f(zn) - f(xnfl)enJrl - enf(xn) - enf(xnfl) - f(zn)en + f(l'n)enfl (2549)

= *enf(xnfl) + f(l'n)enfl (2550)
= enen—l(f(xn) - f(xn_l) ) (2.5.51)
€n En—1
or L (;l") =1 (z"i;f @) (resp. L éi:’;l =1 (zne;:f @ )est 1a valeur moyenne de f’ sur I'intervalle

d’extrémités T, x,, (resp. T, £,—1). On en déduit que (f(x,) — f(Tn—1)en+1 = enen—1(ftn — fin—1),
d’ou le résultat.

(b) Siz > 7, la fonction p vérifie : .,
(@-Tl) = | o
on en déduit que la fonction ;. est continue et dérivabl: et sa dérivée 1’ vérifie :
(=T (@) + p(a) = f'(x), Va > .

soit encore

p(z) = w Vz > 7. (2.5.52)

Or
p) = —=(f@) - S@) (2559
= (@)~ (@) + @0 @) + 5@ @) F -~ 2)e(e). 2554

On en déduit que
1
pz) = f'(2) + 5@ =3) (@) + (v = 7)%(2).
Et finalement, en reportant dans (2.5.52) :

1

§f”(x) + (z —T)e(x), Vo > 7. (2.5.55)
On en déduit que ' admet une limite lorsque x tend vers T par valeurs positives. Le méme raisonne-
ment pour z < T donne le méme résultat.

Enfin, comme f € C?(IR,IR), on peut passer a la limite dans (2.5.55) et on obtient :

p(z) =

lim 4/ (z) = lf”(f) (2.5.56)

r—T 2
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(c) Par définition, on a

|M($n) — (Tn—1) Xy — Tp1 = ()
T —Tn-1 flan) = flan-1)  f(&)

ou ¢, et &, sont compris entre x,,_ et z,, (par le théoreme des accroissements finis). Comme la suite
(zn)nen tend vers T, comme f est continue et grice a (2.5.56),0on a :

1 ")

w2 ()

M, =

Notons que cette limite est finie car f'(Z) # 0 par hypothese. On en conclut que la suite (M, )N est
bornée.

3. (a) Larelation a démontrer est vérifiée pour n = 0 et n = 1. Supposons-la vérifiée jusqu’au rang n. On a
par définition : a,,+1 = anan—1 > Me,Me,_1.Or parlaquestion2a,ene,—1 = Mpeni1 < Mejyq.
On en déduit que la relation est encore vérifiée au rang n + 1.
(b) Par définition,a; = Me; = M (x; —T),pouri = 0,1,doncsi zg, 21 €]JT—e1,T+¢e1[avece; < 1/M,
alors ap < 1 eta; < 1. On en déduit alors facilement par récurrence que la suite a,, < 1, et donc que
la suite (ay,)nen est strictement décroissante. Elle converge donc vers une limite a qui vérifie a = a’
et a < 1.On en déduit que la limite est nulle.

(c) On pose b,, = Ina, on adonc
bn+1 =by +bp_1,Vn >1 (2.5.57)

L’ensemble de suites (b, )nen Vérifiant (2.5.57) est un espace vectoriel de dimension 2. Pour trouver
une base de cet espace vectoriel, on cherche des éléments de cet espace sous la forme b,, = r",n > 0.

Une telle suite vérifie (2.5.57) si et seulement si 7> = r + 1, c.ad.r = %‘/5 Si la suite (by,)new
vérifie (2.5.57), il existe donc C' € IR et D € IR tels que

1++5 1-5
9

by, = In(ay,) = C( )"+ D( 5

)"

On en déduit que a,, < af?",avec d = ”2\/5, a =elPlet = e Notons qu'onabien 0 < 3 < 1

car C' < 0 puisque In(a,,) < 0, pour tout n € IN.

(d) Par la question 2(c) et I’hypothése f”(Z) # 0, on déduit que M > 0.Comme e, 11 = M,epe,_1,0n
alne,y1 =InM, +1Ine, +1ne,_1;sionpose 3, =Ine,+1 —dlne, (pourn > 0,on a donc

Bn = (1—d)lne,+1ne,_1 +1Inh,
= (1-d)(Bp-1+dne,—1)+1ne,—1 +1nM,
= 1-d)(Bp-1+ (1 —d)dlne,_1)+1Ine,—1 +1InM,.

Or (1 — d)d = —1 car d est racine de I’équation : d> — d — 1 = 0. On obtient donc finalement
ﬁn = (1 - d)ﬁn—l +1n M.

On pose maintenant 3, = C,,(1 — d)™ (obtenu par “variation de la constante" C' pour la solution de
I’équation homogene 3,, = (1 — d),,—1). On obtient alors

Crn(1—d)"=(1—d)Cp_1(1 —d)" ' +1nM,.

Ceci entraine : I M
n M,

C,=0C,_ —_—.

e
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Donc

. p . 2 In M,
et comme la suite (M, )new est bornée, la série de terme général d:—dfp est convergente. Comme

(1—d)™ tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini, on en déduitque 3,, — 0.OnadoncIne, 1 —dIne, —

0,ie. 4+ — 1lorsque n — +oo0.
(e) L’ordre de convergence de la méthode de la sécante est d = % < 2, donc plus petit que 1’ordre de

convergence de la méthode de Newton.
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