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Premiere partie

Cours et exercices



Chapitre 1

Motivation et objectifs

Nous commencons par donner ici un apercu des motivations de la théorie de I’intégration, en montrant d’abord les
limitations de 1’intégrale des fonctions continues (sur un intervalle compact de R). L’intégrale de Riemann possede
essentiellement les mémes limitations.

1.1 Intégrale des fonctions continues

Nous présentons ici quelques rappels sur ’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de R. Nous

montrons pourquoi cette théorie de I’intégrale des fonctions continues semble insuffisante.

Nous nous limitons & I’étude des fonctions définies sur I'intervalle [0, 1] & valeurs dans R. Nous allons en fait

définir I’intégrale des fonctions réglées (on appelle fonction réglée une fonction qui est limite uniforme d’une

suite de fonctions “en escalier"). Ceci nous donnera I’intégrale des fonctions continues car toute fonction continue

est réglée (voir I’exercice 1.2). La définition de I’intégrale des fonctions réglées (comme celle de 1’intégrale de

Riemann, qui sera rappelée dans 1’exercice 5.3, et celle de I’intégrale de Lebesgue) peut étre vue en 3 étapes, qui,

ici, s’écrivent :

1. Mesurer les intervalles de [0, 1]. Pour 0 < o < 8 < 1, on pose m(]a, 5]) = 5 — a.

2. Intégrer les fonctions en escalier. Soit f : [0, 1] — R, une fonction en escalier. Ceci signifie qu’il existe p € N*,
une famille (;)ieqo,... p}» avec : ag = 0, a; < 41, pour tout i € {0,...,p — 1}, a, = 1, et une famille
(ai)ieqo,...p—1} C Rtels que:

f(z) = a;, Vx €lay, ai41], Vie{0,...,p—1}. (1.1

On pose alors :
1 p—1
/ f(x)dz = Zaim(]ah ait1]). (1.2)
0 i=0

On montre que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que 1’intégrale de f ne dépend que du
choix de f et non du choix des «; (voir I’exercice 1.2).

3. “Passer a la limite". Soit f : [0,1] — R, une fonction réglée, il existe une suite (f,,)ncn de fonctions en escalier
convergeant uniformément vers f. On pose :

1
In:/ Sfn(x)dz. (1.3)
0



On peut montrer que la suite (I, ),y est de Cauchy (dans R). On pose :

1
/ f(z)dz = lim I,. (1.4)
0 n—oo

On montre que cette définition est cohérente car lim,, ., I, ne dépend que de f et non du choix de la suite
(fn)nen (voir I’exercice 1.2).

Remarque 1.1 Un des intéréts de la méthode présentée ci dessus est qu’elle permet aussi de définir (sans travail
supplémentaire) I’intégrale de fonctions continues de [0, 1] (ou d’un intervalle compact de R) dans E, o E est un
espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet sur R ou C). Les méthodes de Riemann (voir
I’exercice 5.3) et de Lebesgue (présentée dans ce cours) sont “limitées" a des fonctions prenant leurs valeurs dans
R car elles utilisent fortement la relation d’ordre dans R (elles redonnent, dans le cas de fonctions continues de
[0, 1] dans R, la méme intégrale que ci-dessus). Pour Iintégrale de Lebesgue, il faut alors un travail supplémentaire
pour développer une théorie de I’intégration pour des fonctions prenant leurs valeurs dans un espace de Banach
(lorsque cet espace est de dimension infinie, le cas ou 1’espace est de dimension finie reste simple car on est alors
amené a considérer un nombre fini d’intégrales a valeurs dans R).

1.2 Insuffisance de I’intégrale des fonctions continues

s . . PP |
On note E I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. On a ainsi défini [ f(x)dx pour tout f € E (car
I’ensemble des fonctions continues est contenu dans I’ensemble des fonctions réglées).

1. Théoremes de convergence Un inconvénient important de la théorie de 1’ intégration exposée ci-dessus est que les
théorémes “naturels" de convergence pour cette théorie sont peu efficaces. A vrai dire, le seul théoreme “simple”
est le théoréme suivant : Soient (f,,)neny C E et f € E. On suppose que f,, — f uniformément quand n — oo.

On a alors lim,, o0 fol fo(z)dz = f01 f(x)dx.

On rappelle que (f,,)nen converge simplement vers f si :

Ve > 0,Vz € [0,1],3N(e,z);n > N(g,z) = |fu(z) — f(z)| <€

et que (fy,)nen converge uniformément vers f si :

Ve > 0,3N(e);n > N(e),z € [0,1] = |fulx) — f(z)| <e.

Ce théoreme est assez “faible". Une conséquence de la théorie de I’intégrale de Lebesgue est le théoreme suivant
(beaucoup plus fort que le précédent) : Soient (f,,)nen C E, et f € E. On suppose que que f,, — f simplement,
quand n — oo, et qu’il existe M € R t.q. |fn(x)] < M pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N. On a alors

lim,, 00 fol fo(z)dz = fol f(x)dx.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréeme de “convergence dominée", il peut étre démontré sans
utiliser la théorie de I’intégrale de Lebesgue, mais cela est difficile, c’est I’objet de ’exercice 1.11.

2. Espaces non complets. Pour f € E on pose (en remarquant que |f| € E et f2 € E):

Ni(f) = / () d, (L.5)

Nao(f) = ( /O (f(x))%dz)?. (1.6)



Les applications N; et N, sont des normes sur E (voir ’exercice 1.6). Malheureusement 1’espace E, muni de
la norme N7 (ou de la norme N), n’est pas vraiment intéressant en pratique, en particulier parce que cet espace
n’est pas complet (c’est-a-dire qu’une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente). Ce n’est pas un
espace de Banach (un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet). La norme N, sur E est induite
par un produit scalaire mais, muni de cette norme, E n’est pas un espace de Hilbert (un espace de Hilbert est un
espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire, pour tous ces résultats voir I’exercice 1.6).
En fait I’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R est intéressant lorsqu’il est muni de la norme
de la convergence uniforme, c’est-a-dire || ||, = sup,¢o,1) [f(2)], avec laquelle il est complet, c’est donc alors
un espace de Banach.

Si I’on travaille avec 1’ensemble des fonctions réglées plutdt que I’ensemble des fonctions continues, on n’échappe
pas vraiment aux inconvénients cités précédemment (N7 et Ny sont d’ailleurs alors des semi-normes). On peut
aussi généraliser la définition de I'intégrale ci-dessus en améliorant un peu I’étape 3 (passage a la limite), cette
généralisation se fait en introduisant les “sommes de Darboux" (alors que I’intégrale des fonctions continues peut
étre définie en utilisant seulement les “sommes de Riemann"). On obtient ainsi la définition de I’intégrale des
fonctions dites “Riemann-intégrables" (voir 1’exercice 5.3). En fait cette généralisation est d’un intérét limité, les
inconvénients sont les mémes que pour I’intégrale des fonctions continues (ou des fonctions réglées).

1.3 Les probabilités

La théorie des probabilités s’est développée dans le but de “modéliser” les phénomenes aléatoires, c’est a dire de
développer un formalisme mathématique pour exprimer les problemes posés par ces phénomenes. En particulier,
I’un des problemes est de mesurer “la chance" d’un certain “événement” de se réaliser. Une partie importante de
ces phénomenes est de nature “discrete”, c’est a dire qu’il existe une injection de 1’ensemble des “cas possibles”
dans N. Lorsque de plus I’ensemble des “cas possibles" ou des “€ventualités" est fini, le calcul des probabilités se
ramene a des problemes de dénombrement. Par contre, lorsque 1’ensemble des “éventualités" est de nature infinie
non-dénombrable, on aura besoin, pour définir une probabilité, de la théorie de la mesure. Les liens qui existent
entre la théorie des probabilités et la théorie de la mesure et de I’intégration sont nombreux, mais malheureusement,
le vocabulaire est souvent différent. Nous essaierons ici de montrer clairement les liens entre les deux théories et

de donner un “dictionnaire" probabilités-intégration.

1.4 Objectifs

L’objectif est de construire une théorie de 1’intégration donnant des théorémes de convergence efficaces et de
“bons" espaces fonctionnels, comme, par exemple, I"espace L% (E, T, m) qui est un espace de Hilbert. La démarche
pour construire cette théorie va étre tres voisine de celle que 1’on a utilisée pour 1’intégrale des fonctions réglées
(ou pour I'intégrale de Riemann, cf. Exercice 5.3). Elle va suivre 3 étapes, que nous pouvons (dans le cas, par
exemple, des fonctions de R dans R) décrire ainsi :

1. Mesurer “presque toutes" les parties de R (et pas seulement les intervalles).

2. Définir ’intégrale des fonctions étagées, c’est-a-dire des fonctions de R dans R ne prenant qu’un nombre fini de
valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un “passage a la limite", définir I’intégrale des fonctions limites (en un sens convenable) de fonctions étagées.

Pour étre plus précis, dans I’étape 1 ci-dessus, on cherche une application A : P(R) — R, ot P(R) désigne
I’ensemble des parties de R, t.q. :

M, B]) = B — a, pourtout v, 5 € R, < . (1.7)



/\(UnENAn) = Z A(An)a
neN (1.8)

pour toute famille (A, )neny C P(R) t.q. A, N Ay = 0 sin # m.

(Dans toute la suite de ce cours, la notation ) est identique 2 >~ )

Une telle application sur P(R) n’existe pas (voir I’exercice 2.28), mais elle existe si on se limite & une partie
“convenable" de P(RR), par exemple, la tribu de Borel définie dans la suite.

194

Pour I’étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombre fini de valeurs et pour lesquelles chaque “étage" est

“wz

dans la tribu de Borel. De telles fonctions seront dites “étagées".

Enfin, a I’étape 3, I’idée principale est de définir I’intégrale des fonctions positives qui sont “limites croissantes"
d’une suite de fonctions étagées (on remplace donc la convergence uniforme utilisée pour la définition de I’intégrale
des fonctions réglées par une convergence “simple, en croissant").

La théorie de I'intégration que nous allons ainsi obtenir contient (pour les fonctions d’un intervalle compact de R
dans R) la théorie de I’intégrale de Riemann (cf. Exercice 5.3) qui contient elle-méme la théorie de I’intégrale des
fonctions réglées (et donc la théorie de I’intégrale des fonctions continues).

1.5 Structure du cours

Ce cours est divisé en 2 parties, la premiere partie contient le cours et les exercices, la seconde partie contient
des corrigés d’exercices. La premiere partie est formée de 10 chapitres (sans ce chapitre introductif), selon de
découpage suivant :

— Le chapitre 2 est une introduction a la théorie de la mesure ; on y définit en particulier I’application A nécessaire

pour mesurer les parties de R. On y introduit aussi les premiéres notions de probabilités.

Dans le chapitre 3, on introduit le concept de fonction mesurable, et son synonyme “probabiliste”, i.e. le concept

de “variable aléatoire", qui est une notion fondamentale pour le calcul des probabilités. On y définit les notions

de convergence “presque partout” et son synonyme probabiliste “presque slire", et de convergence “en mesure"
et son synonyme probabiliste convergence “en probabilité".

— On définit au chapitre 4 I’intégrale sur un espace mesuré (suivant les étapes 1 & 3 définies plus haut), et I’espé-
rance des variables aléatoires réelles en théorie des probabilités. On définit également dans ce chapitre la notion
de convergence en moyenne.

— On s’intéresse au chapitre 5 aux mesures définies sur les boréliens de R et aux propriétés particulieres de I’inté-
grale définies sur R. On y étudie les lois probabilités “de densité".

— On étudie au chapitre 6 les espaces “L”", ensembles des (classes de) “fonctions mesurables de puissance p-ieme
intégrable, et plus particulierement 1’espace L2, qui est un espace de Hilbert. On donne des résultats de dualité
et on introduit les notions de convergence “faible" et de convergence “étroite" (pour les probabilités).

— Le chapitre 7 est consacré au produits d’espaces mesurés, a 1’intégration de fonctions de plusieurs variables, au
produit de convolution.

— Dans le chapitre 8, on revient sur 1’étude des espaces LP dans le cas particulier de la mesure de Lebesgue sur les
boréliens d’un ouvert de RY. On donne des résultats de densité, de séparabilité et de compacité.

— Le chapitre 9 est consacré aux vecteurs aléatoires. On y généralise des notions vues pour les variables aléatoires
réelles.

— Le chapitre 10 est consacré a I’étude de la transformée de Fourier des fonctions de L' (classes de fonctions

mesurables intégrables au sens de Lebesgue sur RM) et de L? (classes de fonctions mesurables “de carré inté-

grable" au sens de Lebesgue sur R™) et des mesures. On introduit la “fonction caractéristique” de la théorie des
probabilités.

Le chapitre 11 est conscré a I’espérance conditionnelle et aux martingales.
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1.6 Exercices

Exercice 1.1 (Convergences simple et uniforme) Corrigé I page 271
Construire une suite (f,)neny € C([0,1],R) et f € C([0,1],R) t.q. f, — f simplement, quand n — oo, et
fn 7 f uniformément, quand n — oc.

Exercice 1.2 (Intégrale d’une fonction continue) Corrigé 2 page 271

Une fonction g : [0,1] — R est dite “en escalier" s’il existe n > let zg,..., o, t.q. 0 = 29 < 1 < ... <
Zp—1 < T, = 1 et g constante sur chaque intervalle |x;, 2;41[, 0 <7 <n — 1.

Pour g en escalier et xy, . . ., x, comme dans la définition ci dessus, on pose

1 n—1
/ g(x)dx = Z a;i(Tit1 — i),
0 i=0
ol a; est la valeur prise par g sur |x;, Z;4+1].
1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que I’intégrale de g ne dépend que du choix

de g et non du choix des ;. Montrer que 1’application qui a g associe I’intégrale de g est linéaire de I’ensemble
des fonctions en escalier dans R.

2. Soit f € C([0,1],R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier (f,, )nen t.q. f soit limite uniforme de (f,,),en lorsque n — +o0.

(b) Soit (f)nen une suite de fonctions en escalier t.q. f soit limite uniforme de (f,,)nen lorsque n — +oo.
Montrer que la suite (I,)nen C R, obt I, est I'intégrale de la fonction en escalier f,, converge. Enfin,
montrer que la limite 7 = lim,,_,, I,, ne dépend que de f, et non de la suite ( f,,),en. On pose alors

/01 f(z)dx =1.

3. Montrer que I’application qui a f associe 1’intégrale de f est linéaire de C([0, 1], R) dans R et que, pour tout

1 1
Feco.RLonal [ sl < [ 17@)ds < max 11l

Exercice 1.3 (Sur ’intégrale des fonctions continues) Corrigé 3 page 273
Soit (¢n)neny C C([0,1],R) et ¢ € C([0,1],R). On suppose que ¢,, — ¢ simplement quand n — co.

1
1. Montrer que si lim / lon(z) — @(z)| dz — 0, on a alors
n— oo 0

1 1
lim on(z)dx = / o(x) du.
0

n—oQ 0

1

1
2. Montrer que si (@5, )nen converge uniformément vers ¢, alors lim on(z)dx = / o(x) du.
n—oo 0 0

3. Donner un exemple de suite (¢, )nen qui converge vers ¢ simplement, mais non uniformément, t.q.
1 1
lim on(z)dx = / o(x) du.
0

n—oo 0
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4. Donner un exemple de suite (@, )nen qui converge simplement vers ¢ t.q.

n—o0

1 1
lim on(z) dx # / o(x) du.
0 0

5. Si la suite (p,, ) nen satisfait les deux conditions :
(a) Pour tout &, 0 < £ < 1, (¢n)nen converge uniformément vers ¢ sur [e, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1, +1],
1 1
montrer que lim on(x)de = / o(z) dx.

/1
1+ na?
Donner I’allure générale du graphe de ces fonctions pour des petites valeurs de n ; que devient le graphe lorsque
n—o00?

6. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢, () = satisfait les conditions énoncées a la question 5.

7. On suppose maintenant que la suite (¢, ), en vérifie ’hypothese suivante :

1
lim / lon () — o(2)|?dx = 0. (1.9)
n— oo 0
1
A-t-on lim / |on () —¢@(x)|dx dz = 0? [On pourra par exemple utiliser (aprés I’avoir démontrée) 1’inégalité
n—oo 0
suivante : pour tout € > 0, il existe ¢, > 0, ne dépendant que de e,t. q. a < € + cea?.]

8. Méme question que ci dessus en remplacant I’hypothese (1.9) par :

1
B> 1 lim [ fgala) - pla)Pds =0,
n— oo 0

9. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que
1
/ lon(x)|?dr < C,¥n € N, (1.10)
0

et que la suite (¢, )nen converge uniformément sur [, 1], pour tout € > 0. Montrer que

1
lim / lon(z) — @(z)|dx = 0.
0

n—oo

10. Construire un exemple de suite (,,)nen qui satisfasse aux hypotheses de la question précédente et qui ne soit
pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypotheses de la question 5).

11. Peut-on remplacer I’hypothese (1.10) par :

1
Ilexistep > 1let C' > 0t.q. / |on (z)|Pdz < C, pour tout n € N?
0

1
12. Peut-on remplacer ’hypothese (1.10) par : Il existe C' > 0 t.q. / |on(x)|dx < C, pour toutn € N ?
0

Exercice 1.4 (Discontinuités d’une fonction croissante)
Soit f une fonction croissante de R dans R.

1. Montrer que f a une limite a droite et une limite & gauche en tout point. On note f(z™) et f(z~) ces limites au
point x.
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2. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable. [On pourra considérer, pour
n € N, les ensembles A, = {z € [0,1], f(zT) — f(x7) > (f(11) — £(07))/n}.]

Exercice 1.5 (Fonctions réglées)

Une fonction réelle définie sur [a, b] (—oco < a < b < 400) est dite réglée si elle est 1a limite uniforme d’une suite
de fonctions en escalier sur [a, b].

1. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est au plus dénombrable.
2. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est réglée sur [a, b] si et seulement si elle admet des limites a droite et
a gauche en tout point de |a, b[, & droite en a, & gauche en b.

Exercice 1.6 (Normes définies par I’intégrale) Corrigé 4 page 277
Soit E = C(]—1,1],R) I’espace vectoriel des fonctions continues de [—1, +1] dans R. Pour ¢ € FE, on pose

1
1 1 2
el = 5 el dt et llz = (S5 o) at) "

1. Montrer que (E, |

- ||1) est un espace normé.

2. Pour n € N, on définit ¢,, € E par

on(z) = nr st 0<x<
1 st

(a) Montrer que si (¢n,)nen converge vers o dans (E, || - [|1), alors ¢(z) = 0siz < 0etp(x) =1siz > 0.
(b) En déduire que (E, || - ||1) n’est pas complet.

3. Montrer que (E, || - ||2) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est induite par un produit scalaire)
mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

Exercice 1.7 (Rappels sur la convergence des suites réelles) Corrigé 5 page 278

1. Soit 4 = (uy, )nen une suite a valeurs dans R. On rappelle que lim sup,,_, .. Un = lim, o0 SUP, >y, Up- Montrer
que lim sup,,_, .. Un est la plus grande valeur d’adhérence de u.

2. Siu = (uy)nen est une suite a valeurs dans R, on sait (conséquence du résultat de la question précédente) qu’il
existe une suite extraite de v qui converge vers lim sup,,_, . %, . Donner un exemple d’une suite de fonctions
(fn)nen de R dans R t.q. aucune sous suite ne converge simplement vers lim sup,,_, . f» (qui est définie par
(imsup,,_, o fn)(x) = limsup,,_, . (fn(x)) pour tout z € R).

3. Trouver I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (u,, )nen t.q. :
liminf, o0 un = 0, limsup,,_, . U, = 1 et lim, o0 |Unt1 — un| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

Exercice 1.8 (Fonctions caractéristiques d’ensembles) Corrigé 6 page 279
Soit F un ensemble. Lorsque A est une partie de F, on définit14 : F — R par:

1a(z) =1, siz € A,
1a(z) =0, siz ¢ A.

1 4 est appelée “fonction caractéristique de A" (elle est souvent aussi notée x 4).

(1.11)
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1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de F, alors 14,5 = 14 + 1p. En déduire que si
(A )nen est une suite de sous-ensembles de £ deux a deux disjoints,ona ) 14, = 1y, .4, (onprécisera
aussi le sens donné a ) 14,”).

2. Montrerque si B C AC E,onalqyp =14 —1p.

3. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de F,onal,np = 1415.

4. Soit f : E — R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrer que f s’écrit comme combi-
naison linéaire de fonctions caractéristiques.

Exercice 1.9 (Intégrale “impropre'' de fonctions contlnues)
Soit f € C(R,R4). On suppose que limg—s 400 fo x) dzx existe dans R (on a utilisé I’intégrale des fonctions

continues sur [0, a] pour définir [J f(z) dx).
1. A-t-on lim, o f(2) =07
2. Montrer que si f admet une limite en +oo, alors lim,_, 1 o, f(z) = 0.

3. Montrer que si f est uniformément continue, alors f admet une limite en +oc et donc que :

lim f(z) =

xr——+00

4. Donner un exemple de fonction f t.q. f(z) 4 0 gand z — oo (et qui vérifie les hypotheses de I’exercice !).

5. On suppose, dans cette question, que f € C'(R,R) et que limg ;4o fo t) dt existe dans R. Montrer que
limg 400 f(z) = 0.

6. Montrer que pour tout & > 0, limg o [ vt g

f(t)dt =0.

Exercice 1.10 (Limite uniforme dans R) Corrigé 7 page 280

Soit (fn)nen C C(R4, Ry ). On suppose que (fy,)nen converge uniformément vers f (de sorte que f est continue
de R, dans R,).

1. On suppose que pour neN, limgio0 foa fn(x) dx existe dans R.

Onnote [, f,(x) dz cette limite.

Montrer, en donnant un exemple, que limaHJroo foa x) dzx peut ne pas exister dans R.

2. On suppose de plus que lim,, .o f () dx etlimg 4 o0 fo x) dx existent dans R.

On note alors fo f(z) dx cette derniére limite. A-t-on

+oo +oo
lim folz)de = / f(z)dx 7
Exercice 1.11 (Convergence dominée et intégrale des fonctions continues)
(Cet exercice est extrait de I’examen d’analyse du concours d’entrée a ’ENSL, 1993)
On note E = C([0,1],R) I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles. Pour f € E, on pose
| flloo = supgefo,1) |.f(x)]- Noter que I'application f — [ f||o est bien une norme.
Pour f : [0,1] — R, on définit f* par f*(z) = max(f(x),0) (pour tout x € [0,1]), et f~ = (—f)* (de sorte
que f(z) = fH(z) — f~(z) et|f(z)] = fT(x) + f~(x)). Soient f et g deux applications de R dans R (ou dans
R U {+00}), Ondit que f > g si f(x) > g(x) pour tout = € [0, 1]. On désigne par 0 la fonction (définie sur R)
identiquement nulle. On pose ET = {f € E, f > 0}. Soit T : E — R une application linéaire. On dit que T est
positive si :
fEE f>0=T(f)>0.

Soit T' : ' — R une application linéaire positive.
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. Montrer que T est continue de (E, ||.||») dans R. [Indication : On pourra remarquer que, pour tout f € FE,
T(f) <TQ)|If|loo, ot 1 désigne la fonction constante et égale a 1 sur [0, 1].]

. Soient (f,)neny C E et f € E telles que f,+1 > fn, pour tout n € N et, pour tout € [0, 1], limy,—, oo fr ()
= f(x). Montrer que f, tend vers f uniformément sur R.
[Indication : Soit e > 0, on pourra introduire, pour n € N, O,, = {z € [0,1]; f(z) — fn(z) < £} et utiliser la
compacité de [0, 1].]
En déduire que T'(f,,) — T'(f), quand n — +o0.

. Soient (f,)nen C Eetg € E telles que f,+1 > fn, pourtoutn € N, et g(z) < ngg}oo fo(x) (€ RU{+00}),

pour tout z € [0, 1].
Montrer que T'(g) < liT T(fn)-
n——+0o0o

.Soit f : R — R U {400}, on dit que f € AT si il existe (fn)neny C E t.q. fnt1 > fn, pour tout n € N,
lim,, 4+ oo fru(x) = f(2), pour tout = € [0,1] et lim,,—, 1 oo T(f5) < +00.

. Soit f € AT, montrer que sup (7(g)) < +oc.
geE, g<f

On définit T'sur A par T(f) = sup (T(g)) (noter que ceci est compatible avec la définition de T sur E.)
geEE, g<f
Noter aussi que si f,g € AT, alors: f > g = T(f) > T(g).

. (“Convergence croissante.") Soient (f,)nen C AT et f : R — R U {400} telles que f,11 > fn, pour tout
n €N, lirf fn(z) = f(z), pour tout € [0,1] et 11111 T(f,) < +oo. Montrer que f € AT et T(f) =
n—+o0 n—+00

lim T(fn).

n—-+o0o

[Indication : Considérer g, = sup (fp ), avec, pourtoutn € N, (f, n)pen C E t.q. fpt1,n > fp.n, pour tout
0<n<p

peN, pginoo Jpn(x) = fn(x), pour tout z € [0,1].]

. (“Convergence décroissante.") Soient (f,)neny C AT et f € E telles que fry1 < fn, pour tout n € N, et
lirf fn(z) = f(x), pour tout x € [0, 1]. Montrer que T'(f) = 1ilf T(fn)-
n——+00o n——+0o0o

[Indication : On pourra montrer que, pour tout € > 0 et pour tout n € N, il existe h,, € AT t.q. hyy > fro — fri1
et T'(hn) < T(fn) =T(fnt1)+ 57 Puis, enremarquant que ) hn(z) > fo(x) — f(x), pour tout z € [0, 1],
et en utilisant la question III 4, montrer que T'(f) > lilf T(fn)]

n—-+oo

. (“Convergence dominée.") Soient (g, )neny C F et g € E telles que :
1. gn(z) — g(x), quand n — +oo, pour tout x € [0, 1].
2. |gn(x)| <1, pour tout € [0, 1] et pour tout n € N.
Montrer que T'(g) = nETOO T(gn)-

[Indication : On pourra utiliser la question III 5 avec f,, = sup g, — ir>1f gp €t remarquer que g — g, < fy et
p>n p=m
In —9 = fn'l
. (Exemple.) En choisissant convenablement 7', montrer le résultat suivant :
Soient (f,)neny C Eet f € E telles que :
1. fo(x) — f(x), quand n — o0, pour tout z € [0, 1].
2. |fn(x)|] < 1, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N.
1 1
alors/ fn(x)dz —>/ f(z)dz, quand n — 4o0.
0 0

Donner un contre exemple & ce résultat si la deuxieme hypotheése n’est pas vérifiée.
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Exercice 1.12 (Théoréme de Bernstein)
On veut démontrer ici le théoréme suivant :

Théoreme 1.1 (Bernstein) Soient E et F' deux ensembles. Alors, il existe une bijection de E dans F si et seule-
ment si il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans E.

Bien siir, I’existence d’une bijection de E dans F' donne I’existence d’une injection de E dans F’ et d’une injection
de F dans F. Il s’agit maintenant de montrer la réciproque. On suppose donc qu’il existe une injection F dans F’,
notée f, et une injection de F' dans E, notée g. A partir de f et g, on va construire une bijection de E dans F.
Soit z € E donné. On va construire, par récurrence, ¢(x) € Z U {—oo}, p(z) < 0, et une suite (zx)ken, avec
N, ={k€Z,k > p(x)}, vo =z, x, € Esi |k| est pair et x;, € F si |k| est impair. Puis, on construit h(z) € F.
Récurrence pour k£ > 0. Soit k£ > 0.

— Si k est pair ou k = 0, on prend z11 = f(xx) (de sorte que z11 € F).

— Si k est impair, on prend xx1 = g(xy) (de sorte que xx41 € E).

Récurrence pour £ < 0. Soit k < 0,

— Si |k| est pairou k = 0, on prend ;1 t.q. g(xx—1) = 2 si zx € Im(g) eton pose p(z) = k—1sixy, & Im(g).
— Si |k| est impair, on prend z5—; t.q. f(zr—1) = xi si xp € Im(f) et on pose p(x) =k — 1 si xp & Im(f).
Enfin, si la récurrence précédente n’a pas défini ¢(z), on pose ¢(x) = —oo. On a bien ainsi construit p(x) et la
suite @rk)ker.

On définit maintenant h(x) dans F'. On distingue 3 cas.

1. Si p(z) € Z avec |p(x)| impair, on prend h(z) = f(z) (c’est-a-dire h(x) = x1)

2. Si p(x) € Z avec |¢(x)| pair, on prend h(x) =y, avec g(y) = = ((c’est-a-dire h(x) = x_1)

3. Si ¢p(x) = —o0, on prend h(z) = f(x).

Montrer que I’application h ainsi définie est une bijection de E dans F'.

Exercice 1.13 (Limites sup et inf d’ensembles) Corrigé 8 page 281
Soit (A, )nen une suite de parties d’un ensemble E. On note

linrgioréfAn: U ﬂ A, et liririsotipAn: ﬂ U Ap.

neENp>n neENp>n

1. On suppose la suite (A,,),cny monotone, c’est-a-dire que A,, C A, 11, pour tout n € N, ou que A, ;1 C A,,
pour tout n € N.
Que sont lim inf,,_,~, A, etlimsup,,_,., An?
2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : A, = Aet Ag,11 = B, p € N, A et B étant deux
parties données de E.
3. Montrer que :
limsup,_,._ A, = limsuply, ,

n—o0

liminf A,, C limsup 4, ,

n—00 n— 00
“+o0
hnrgloréfAn ={z e E;Z:OlA%(x) < oo},

“+oo
limsup A,, = {z € E; Z 1a,(z) = oo} .
n=0

n— oo
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Exercice 1.14 (Caractérisation des ouverts de R) (%)

On va montrer ici que tout ouvert de R est une union au plus dénombrable (c’est-a-dire finie ou dénombrable)
d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (la démonstration de ce résultat est donnée dans la démonstration du
lemme 2.4 page 35). Soit O un ouvert de R . On définit, pour z,y € O, larelation : x =< y si {tz + (1 — t)y,t €
[0,1]} C O. Vérifier que < est une relation d’équivalence. Pour z € O, on pose : A(z) = {y € O;z < y}.

1. Montrer que si A(x) N A(y) # 0, alors A(z) = A(y).

2. Montrer que, pour tout z € O, A(x) est un intervalle ouvert.

3. Montrer qu’il existe I C O dénombrable tel que O = |J,.; A(x), avec A(x) N A(y) = Dsiz,y € Tetx #y.
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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction... par les probabilités

2.1.1 Cas d’un probleme “discret"

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commencons par quelques exemples, tirés du calcul des pro-
babilités. Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la “chance" qu’un certain “événement", résultat d’une
expérience, a de se produire. Considérons par exemple “I’expérience” qui consiste a lancer un dé. On appelle
“éventualité" associée a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et “univers des possibles”
I’ensemble E' de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités peuvent étre 1,2, 3,4, 5 ou 6 ; on pourrait
choisir aussi comme éventualités les résultats correspondant au “dé cassé". On peut donc tout de suite remarquer
que ’ensemble £ des univers du possible dépend de la modélisation, c’est a dire de la formalisation mathématique

que I’on fait du probleme. Notons qu’il est parfois difficile de définir I’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont, par définition, les éléments de 1’univers des possibles E, on définit les “événe-
ments", qui forment un ensemble de parties de E. Dans notre exemple du lancer de dé, I’ensemble des événements
est I’ensemble des parties de F, noté P(FE). Dans I’exemple du dé, la partie {2,4,6} de E est I’événement : “le
résultat du lancer est pair". On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre exemple
du lancer de dé, événement certain I’ensemble E tout entier, et I’événement “vide" I’ensemble vide () (qui a donc
une “chance" nulle de se réaliser). Pour mesurer “la chance" qu’a un événement de se réaliser, on va définir une
application p de I’ensemble des événements (donc de P(FE) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles...). La “chance" (ou probabilité) pour un événement A C E de se
réaliser sera donc le nombre p(A), appartenant a [0, 1].

L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probleme discret fini, au sens ou 1’ensemble
E est fini. On peut aussi envisager des problemes discrets infinis, I’ensemble F est alors infini dénombrable (on
rappelle qu'un ensemble I est “dénombrable” s’il existe une bijection de I dans N, il est “au plus dénombrable" s’il

£ G

existe une injection de I dans N), ou des problemes (parfois appelés “continus") ol £ est infini non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant “I’expérience” qui consiste a lancer une balle de ping-pong sur une table de ping-pong.
Soit E I’ensemble des points de la table de ping-pong, on peut voir £ comme un sous-ensemble de R?, un évé-
nement élémentaire est alors un point (z,y) € E (le point d’impact de la balle), et un événement semble &tre une
partie quelconque A de P(E). On suppose qu’on a effectué le lancer “sans viser", c’est a dire en supposant que
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174

“n’importe quel point de la table a une chance égale d’étre atteint" (les événements élémentaires sont “équipro-
bables"), et que la balle tombe forcément sur la table (on est trés optimiste. .. ). On se rend compte facilement que
la probabilité pour chacun des points de E' d’étre atteint doit étre nulle, puisque le nombre des points est infini. On
peut aussi facilement “intuiter” que la probabilité pour une partie A d’étre atteinte (dans le modele “équiprobable")
est le rapport entre la “surface de A" et la surface de F. La notion intuitive de “surface" correspond en fait a la
notion mathématique de “mesure" que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on ’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible de définir une application
convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (1.7)-(1.8) et qui “mesure” toutes les parties de R, ou R2, ou méme du
sous-ensemble E de R? (voir 2 ce sujet I’exercice 2.27). On va donc définir un sous-ensemble de P(E) (qu’on
appelle “tribu") sur lequel on pourra définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en
général, P(FE) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire, I’ensemble des
événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou o —algeébre

Définition 2.1 (Tribu ou o —algébre) Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (i.e. T C P(E)). La
famille T' est une tribu (on dit aussi une o—algebre) sur E si T vérifie :

1.0eT ,EcT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (Ay)nen C T, on a
Unend, € T.

3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (Ap,)nen C T, on
a ﬂnENAn cT.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a A° € T (On rappelle que
A°=FE\ A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partie 7' de P(E) est une tribu, il est inutile de vérifier les propriétés 1-4 de la
proposition précédente. Il suffit de vérifier par exemple ) € T' (ou E € T'), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus sur E : {(), E'} et P(E) sont des tribus sur .

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (“l’univers des possibles") et T une
tribu; on appelle “éventualité” les éléments de E et “événements” les éléments de T. On appelle “événement
élémentaire" un singleton de T'.

On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles si AN B = ().

Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus)
Soient E et I deux ensembles. Pour tout i € I, on se donne une tribu, T;, sur E. Alors, la famille (de parties de E)
Nie1T; ={A C E; A €T, pourtouti € I} est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait I’objet de la premiére question de I’exercice 2.2.
L]

Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.3 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée par C la
plus petite tribu contenant C, c’est-a-dire la tribu T (C) intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette
intersection est non vide car P(E) est une tribu contenant C).
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11 est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est indentique a celle de tribu en remplacant “dénombrable”
par “finie".

Définition 2.4 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e. A C P(FE)). La famille A est
une algebre sur E si A vérifie :

1.0e A Ec A,
2. A est stable par union finie, c’est-a-dire que pour tout A,B € Aona AUB € A.
3. A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A,B € Aona AN B € A

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, ona A¢ € A.

Remarque 2.1 Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour les tribus, on peut définir I’algébre engendrée
par C. C’est la plus petite algébre contenant C, c’est-a-dire I’intersection de toutes les algébres contenant C (voir
[’exercice 2.9).

Soit E un ensemble, C C P(E) et T'(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.3 et I’exercice 2.2). Il est
important de remarquer que, contrairement a ce que 1’on pourrait étre tenté de croire, les éléments de la tribu
engendrée par C ne sont pas tous obtenus, a partir des éléments de C, en utilisant les opérations : “intersection

dénombrable”, “union dénombrable" et “passage au complémentaire". Plus précisément, on pose :

R'(C) = {ACEtq A= []J A, A, €Coudfecy,
neN

R*C) = {ACEtq A= () A, A, €CoudfecCl,
neN

R(C) = RYC)UR*C).

Prenons F = R et C I’ensemble des ouverts de R (donc T'(C) est la tribu borélienne de R, voir définition ci-apres).
11 est facile de voir que R(C) C T(C), mais que, par contre (et cela est moins facile & voir), R(C) n’est pas une

tribu. En posant : Sy = C, et S,, = R(S,_1), pour n > 1, on peut aussi montrer que S = U S, n’est pas une

_ neN
tribu (et que S C T'(C)).

Remarque 2.2 Soit E un ensemble et C; C Cy C P(E). Il est alors facile de voir que T(C1) C T(Cz) (cf.
Exercice 2.2).

Soit E un ensemble. On rappelle qu'une “topologie” sur E est donnée par une famille de parties de E, appelées
“ouverts de E", contenant ) et E, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble E,
muni de cette famile de parties, est alors un “espace topologique".

Définition 2.5 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un espace métrique, par exemple).
On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de F, cette tribu
sera notée B(E). Dans le cas E = R, cette tribu est donc notée B(R).

Remarque 2.3

1. L objectif de la section 2.5 est de construire une application A : B(R) — R, t.q.:
(@ Ao, B]) =B — a,pourtout a, S € R < 3,
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() A(UnenAn) = >, cn A(An), pour toute suite (A, )nen C B(R) t.q. A, N Ay, = 0 sin # m. (Noter que
UnenA, € B(R) grice a la stabilité d’une tribu par union dénombrable.)

2. On peut se demander si B(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.27 et 2.28). On peut méme
démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P(R)) > card(R)). On donne ci-aprés un rappel rapide
sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects difficiles de la théorie des ensembles, et donc de maniere peut-étre
un peu imprécise).

3. Rappel sur les cardinaux. Soit A et B deux ensembles.

(a) On dit que card(A) = card(B) si il existe une application ¢ : A — B, bijective.

Pour montrer que deux ensembles ont méme cardinaux, il est souvent tres utile d’utiliser le théoréeme de
Bernstein (voir I’exercice 1.12) qui montre que s’il existe une injection de A dans B et une injection de B
dans A, alors il existe une bijection de A dans B (et donc card(A) = card(B)). Le théoréme de Bernstein
motive également la définition suivante.

(b) On dit que card(A) < card(B) s’il existe p : A — B, injective.

(c) Un autre théoréme intéressant, dii & Cantor, donne que, pour tout ensemble X, on a card(X) < card(P (X))
(c’est-a-dire card(X) < card(P(X)) et card(X) # card(P(X))). On a donc, en particulier, card(P(R)) >
card(R). La démonstration du théoréme de Cantor est trés simple. Soit ¢ : X — P(X). On va montrer que
 ne peut pas étre surjective. On pose A = {z € X; x & p(x)} (A peut étre I’ensemble vide). Supposons
que A € Im(yp). Soitalors a € X t.q. A = ¢(a).

Sia € A= p(a), alors a & A par définition de A.
Sia ¢ A= p(a),alors a € A par définition de A.

On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ) et donc ¢ n’est pas surjective.

Proposition 2.2 On note Cy ’ensemble des ouverts de R, Co = {]a,b], a,b € R, a < b} et C3 = {]a, 0],
a € R}. Alors T(Cy) = T(C2) = T'(C3) = B(R). (Noter que d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont
possibles.)

DEMONSTRATION : On a, par définition de B(R), T'(C;) = B(R). On va démontrer ci-apres que T'(C1) = T'(Cs)
(le fait que T'(C2) = T'(C3) est laissé au lecteur).

Comme C; C Cy, on a T(C2) C T(Cy). Il suffit donc de démontrer I'inclusion inverse. On va montrer que
C1 C T(Cs), on aura alors que T'(C1) C T(Cs).

Soit O un ouvert de R. On suppose O # ) (on sait déja que ) € T(Cs)). Le lemme 2.1 ci-aprés nous donne
I’existence d’une famille (I,,),c4 d’intervalles ouverts t.q. A C Net O = U,ecal,. Noter qu'on a aussi O =
UnenIy, en posant I,, = @ sin € N\ A. Comme I,, € Co C T'(Cz) pour toutn € Aet) € T(Cz), on en déduit, par
stabilité dénombrable d’une tribu, que O € T'(C). Donc, C; C T'(C3) et donc T(C1) C T'(C2). On a bien montré
que T'(Cy) = T(C2).

[

Lemme 2.1 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.

DEMONSTRATION : Soit O un ouvert de R, O # (). On pose A = {(3,v) € Q?; 8 < v, ]8,7]C O}. On a donc
U,y ealB,¥[C O. On va montrer que O C Ug.yealfB,7| (et donc que O = Ug 4)calB, 7).

Soit z € O, il existe o, > 0t.q. |& — g, ¢ + a,[C O. En prenant 3, € QN]z — o, [ et v, € QN)x, x + o, [ (de
tels 3, et 7, existent) on a donc = €]f3,,7,[C O et donc (B,,7z) € A. Dol & €]f:,72[C Ug,yealB;7[- Ona
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bien montré que O C U(g,4)ca]3, 7] et donc que O = U3 )c 4] 3, 7[. Comme Q? est dénombrable, A est au plus
dénombrable et le lemme est démontré. ]

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints
deux a deux (cf. le lemme 2.4 page 35).

Définition 2.6 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)

Soient E un ensemble, et T' une tribu sur E. Le couple (E,T) est appelé “espace mesurable" ou (en langage
probabiliste !) “espace probabilisable”. Les parties de F qui sont (resp. ne sont pas) des éléments de T sont dites
mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables, non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité

Définition 2.7 (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une application m : T — R,
(avec Ry =Ry U (+00)) vérifiant :
1. m(0) =0,
2. m est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,,)nen C T de parties disjointes deux a deux (i.e. t.q. A,
NA,=0sin#£m)ona:
m(J An) =D m(A,). Q2.1

neN neN

Remarque 2.4

1. Dans la définition précédente on a étendu a R, I’addition dans R . On a simplement posé x + (4+00) = +00,
pour tout z € R Noter également que la somme de la série dans la définition précédente est a prendre dans

R et que, bien siir, a = ) a,, signifie simplement que ZZZO ap, — a (dans Ry ) quand n — oo.

2. Soient x, 7, z € R . Remarquer que = + y = = + 2 implique y = 2 si x # +oo.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut étre remplacée par la condition : 3 A € T, m(A) < oc. La
vérification de cette affirmation est laissée au lecteur attentif.

4. 11 est intéressant de remarquer que, pour une série a termes positifs, I’ordre de sommation est sans importance.
Plus précisément, si (a,)nen C Ry et si o est une bijection de Ndans N,ona )y an = >, oy Gp(n)- Cest
I’objet du lemme 2.2.

5. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I’additivité, c’est-a-dire que
m(Up—oAp) = Zm(Ap)

pour toute famille finie (A,)p—o,... » d’éléments de T, disjoints 2 a 2. L’additivité se démontre avec la o-addi-
tivité en prenant A, = () pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E = Ret T = P(R), il est facile de construire des mesures sur 7', mais il n’existe pas de mesure
sur 7', notée m, telle que m(]a, b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b (voir les exercices 2.28 et 2.27). Une telle
mesure existe si on prend pour 7' la tribu borélenne de R, c’est I’objet de la section 2.5.

Lemme 2.2 Soif (an)nen C Ry et soit ¢ : N — N bijective. Alors Y-, .y an = Y, cx Gy (n)-
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DEMONSTRATION :
On pose

A= Z an (= nhﬂn;Q Z ap) et B = Z Apn) (= nl;rr;o Z Ay (p))-
neN p=0 neN p=0

Noter que A, B € R,. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit n € N. On pose N = max{y(0),...,¢(n)}. Comme a, > 0 pour tout

g€ N,ona ZZ:O Ayp(p) < Z;V:O ap < A. On en déduit, faisant tendre n vers co que B < A.

En raisonnant avec I’inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B.

Définition 2.8 (Mesure finie) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle mesure finie une mesure m
sur T telle que m(E) < oo.

Définition 2.9 (Probabilité) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle probabilité une mesure p sur
Ttq p(F)=1

Définition 2.10 (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient E un ensemble, T une tribu sur E et m une mesure

(resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E, T, m) est appelé “espace mesuré" (resp. “espace probabilisé”).
Définition 2.11 (Mesure o-finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est o-finie (ou que (E, T, m) est
o-fini) si :
3(Ap)nen C T, m(A,) <oo, VneN, et E=|] A, (2.2)
neN

Exemple 2.1 (Mesure de Dirac) Soient £ un ensemble, 7" une tribu sur ' et a € E. On définit sur 7' la mesure
0q par (pour A € T):
0,(A) =0, sia¢ A, 2.3)

J.(A) =1, sia € A. 2.4)

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.5 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T') un espace probabilisable, on peut évidemment dé-
finir plusieurs probabilités sur 7'. C’est tout I’art de la modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte
du phénomene aléatoire que 1’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui est
une notion expérimentale a 1’origine. Soit A € T un événement, dont on cherche a évaluer la probabilité p(A).
On effectue pour cela IV fois I’expérience dont ’univers des possibles est I, et on note N4 le nombre de fois ol
I’événement A est réalisé. A N fixé, on définit alors la fréquence f4(N) de I’événement A par :

faN) =

Expérimentalement, il s’avére que fn(A) admet une limite lorsque N — +oo. C’est ce qu’on appelle la “loi
empirique des grands nombres". On peut donc définir “expérimentalement” p(A) = limy o fn(A). Cependant,
on n’a pas ainsi démontré que p est une probabilité : il ne s’agit pour I’instant que d’une approche intuitive. On
démontrera plus loin la loi forte des grands nombres, qui permettra de justifier mathématiquement la loi empirique.
On peut remarquer que fy(E) = % =1...
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Exemple 2.2 (Le cas “équiprobable') Soit (E, T, p) un espace probabilisé .On suppose que tous les singletons
de E appartiennent 2 la tribu et que les événements élémentaires sont équiprobables. . On a alors : p({z}) = —7
pourtout z € E.

Définition 2.12 (mesure atomique) Soit (E, T, m) un espace mesuré tel que : {x} € T pour tout x de E. On dit
que m est portée par S € T si m(S€) = 0. Soit © € E, on dit que x est un atome ponctuel de m si m({x}) # 0.
On dit que m est purement atomique si elle est portée par la partie de 2 formée par I’ensemble de ses atomes
ponctuels.

Définition 2.13 (Mesure diffuse) Soient (E,T') un espace mesurable et m une mesure sur T . On dit que m est
diffuse si {x} € T et m({z}) = 0 pour tout x € E. (Cette définition est aussi valable pour une mesure signée sur
T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.14 (Partie négligeable) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A C E. On dit que A est négligeable
s’il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.15 (Mesure compléte) Soir (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est compléte (ou que I’espace
(E,T,m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent a T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.

Proposition 2.3 (Propriétés des mesures) Soit (E, T, m) un espace mesuré. La mesure m vérifie les quatre pro-
priétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, B € T, A C B, alors

m(A) < m(B) (2.5)

2. o-sous-additivité : Soit (A )nen C T, alors

m( U Ap) < Z m(A,). (2.6)

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (Ap)nen C T, t.q. A, C Ay, pour tout n € N, alors

m(|J 4n) = lim (m(4,)) = sup(m(A4,)) 2.7

neN neN

4. Continuité décroissante : Soit (Ap)nen C T, t.q. Any1 C Ay, pour tout n € N, et t.q. il existe ng € N,
m(Ap,) < 00, alors

m([) An) = lim (m(A,)) = inf (m(A,)) (2.8)

n— 00 neN
neN

DEMONSTRATION :
La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent toutes du caractere positif et du caractere o-additif

de la mesure. Attention : ces propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons a la section
24.

1. Monotonie. Soit A,B € T, A C B.OnaB = AU(B\ A)et An(B\ A) = 0. Comme A € T et
B\ A= Bn A € T, 'additivité de m (voir la remarque 2.4) donne m(B) = m(A) + m(B\ A) > m(A), car
m prend ses valeurs dans R .

Noter aussi que m(B\ A) = m(B) —m(A4) si 0 < m(A) < m(B) < oo (mais cette relation n’a pas de sens si
m(A) = m(B) = o).
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2. o—sous additivité. Soit (A, )neny C T'. On veut montrer que

m(UnenAn) < 3 m(An).

neN

On pose By = Ay et, par récurrence sur n, B, = A, \ (U?;& B;) pour n > 1. Par récurrence sur n on montre
que B,, € T pour tout n en remarquant que, pourn > 1, B,, = A, N (ﬂf;ol Bf). La construction des B,, assure
que B, N B,, = 0 sin # m et UpenA,, = UpenDB,. Pour vérifier cette derniére propriété, on remarque que
B, C A, donc Up,enB,, C UpenAy. Puis,siz € A, etx & U;L:_OIBi, onaalorsz € A, N (ﬁ?:_ole) = B,.

Ceci prouve que UpenA, C UpenB, et donc, finalement, U, en A, = UpenBi.

On utilise maintenant la o —additivité de m et la monotonie de m (car B,, C A,,) pour écrire m(UpenA,) =
m(UpenBy) = ZnEN m(B,) < ZnEN m(Ay).

3. Continuité croissante. Soit (A, )neny C T, t.q. A, C Ay 41, pour tout n € N. Par monotonie de m, onam (A1)
> m(A,), pour tout n € N, et donc lim,,_,» m(A;,) = sup, ey m(A,) € Ri. On pose A = Uy,enA,, et on
définit la suite (B, )nen par Bo = Ag et B, = A,, \ A,_1 pour tout n > 1 (noter que 4,1 C A,).Ona A =
UnenApn = UpnenBn, B, € T pour toutn € Net B, N By, = sin # m.

La o —additivité de m nous donne

m(A) = m(UnenBy) = Y m(B,) = lim_ > m(By).

neN p=0

Puis, comme A,, = Uy_ B, I'additivité de m (qui se déduit de la o—additivité) nous donne ZZ:O m(B,) =
m(A,) etdonc m(A) = lim,, 0o m(A,).

4. Continuité décroissante. Soit (A, )nen C T, t.q. Ant1 C Ay, pour tout n € N, et telle qu’il existe ng € N,
m(Ap,) < 0.

Par monotonie, on a m(A, 1) < m(A4,) pour tout n € N et donc lim,, o, m(4,) = inf,enm(A,) € R,.
On a aussi, par monotonie, m(A) < m(A,,), pour tout n € N, avec A = N enA,,. Comme m(A,,) < oo, on a
aussi m(A,) < oo pour tout n > ng et m(A4) < co. On pose B, = An, \ 4, = A,, N AS € T, pour tout n >
no. La suite (B, )n>n, est croissante (B,, C By41 pour tout n > ng) et B = Up>0B8, = Up>p, (Ang \ An) =
An, \ Na>noAn = Any \ A

La continuité croissante donne

m(Ap, \ A) =m(B) = lim m(B,) = lm m(A4,, \ 4n). (2.9)
n— oo n— oo
Comme A C A, onam(A,, \ A) = m(A4,,) —m(A) (car m(A) < m(A4,,) < oo, on utilise ici la remarque
a la fin de la preuve de la monotonie). De méme, comme A,, C A, (pour n > ng), on a m(A,, \ 4,) =
m(An,) — m(A4,) (car m(A,) < m(4,,) < o). En utilisant une nouvelle fois que m(A,,) < oo, on déduit
de (2.9) que m(A) = lim,, 0o m(A,).

Théoréme 2.1 (Mesure complétée) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on note N, I’ensemble des parties négli-
geables. On pose T = {AUN, A e T, N € N, }. Alors T est une tribu, et il existe une et une seule mesure,
notée m, sur T, égale a m sur T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E,T,m) si et seulement si elle
est négligeable pour (E, T, m). la mesure m est compléte et ’espace mesuré (E,T,m) s appelle le complété de
(E,T,m). La mesure T s appelle la mesure complétée de la mesure m.
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DEMONSTRATION : Cette démonstration est 1’objet de 1’exercice 2.32. |

Définition 2.16 (Mesure absolument continue, mesure étrangere)
Soient (E,T) un espace mesurable, et m et |1 des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure | est absolument continue par rapport a la mesure m (et on note | << m) si pour tout
A € T tel que m(A) = 0, alors u(A) = 0.

2. On dit que la mesure | est étrangére a la mesure m (et note pLm) s’il existe A € T tel que m(A) = 0 et
n(A€) =0

Proposition 2.4 Soient (E,T) un espace mesurable, et m et 1 des mesures (positives) sur T ; on suppose de plus
que la mesure i est o-finie. Alors il existe une mesure |, absolument continue par rapport a m et une mesure [Le
étrangere am (et d jig) 1.q. (b = g + Ue.

DEMONSTRATION :

On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose o = sup{u(A); A € T,m(A) = 0}. 1l existe
donc une suite (Ap,)neny C T t.q. m(A4,) = 0, pour tout n € N, et u(A4,,) — «, quand n — oo. On pose alors
C = Upen4p.

OnaCeT,0<m(C) <y cnym(A,) = 0 (par o-sous additivité de m), u(C) > pu(Ay) pour tout n € N (par
monotonie de ) et donc, en passant a la limite quand n — oo, u(C') > «. Enfin, la définition de o donne alors
#(C) = . On adonc trouvé C € T t.q. m(C) = 0et u(C) = a.

Pour A € T, on pose pe(A) = u(ANC) et ue(A) = p(ANC*).

Il est clair que p. et p, sont des mesures sur T et que g = e + pig. Comme pe(C¢) = 0 et u,(C) = 0, les
mesures (i, et fi. sont étrangeres. Comme m(C) = 0 et p.(C¢) = 0, les mesures ji. et m sont aussi étrangeres. 11
reste a montrer que i, est absolument continue par rapport a m.

Soit B € T t.q. m(B) = 0. On veut montrer que u,(B) = 0, c’est-a-dire que u(B N C°) = 0. On pose
D=BnC¢etF=CUD.Comme DNC = 0,0nam(F)=m(C)+ m(D) < m(C)+m(B) =0et
w(F) = p(C) + u(D) = o+ p(D). Comme m(F') = 0, la définition de o donne que p(F) < «. On a donc
a+ pu(D) < a, d’ou I’on déduit, comme « € R (et c’est ici que I’on utilise le fait que 4 est une mesure finie), que
u(D) =0, c’est-a-dire p1,(B) = 0. On a bien ainsi montré que i, est absolument continue par rapport a m.

On consideére maintenant le cas général ol p est o-finie. Il existe une suite (E,)neny C T t.q. E = UpenFn,
w(E,) < ocopourtoutn € Net F,, UFE,, =0 sin # m.

Pour n € Net A € T, on pose (™) (A) = u(AN E,). ™ est donc une mesure finie sur 7. Le raisonnement

précédent donne donc I’existence de u((ln) absolument continue par rapport a m et de ,ug") étrangere a m (et a ,ugn))

tq. p™ = ™ + u&™ . On pose alors, pour A € T :

pe(A) = ul(A); pa(A) = ulM(A).
neN neN
e €t 1, sont bien des mesures sur 1" (voir ’exercice 4.2) et il est clair que p = e + ftq, fio absolument continue

par rapport a m et u. étrangere a m (et a ). |

11 est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait aussi dans le section 2.5 et
dans le chapitre 7) de montrer I’unicité d’une mesure ayant des propriétés données. La proposition suivante donne
une méthode pour montrer une telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.4
dans le chapitre 5).
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Proposition 2.5 Soit (E,T') un espace mesurable et m, y deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C C T t.q.
1. C engendre T,

2. C est stable par intersection finie (c¢’est-a-dire A,B € C = AN B € (),

3. N existe (Ep)pnen C Ctq. E, N E, =0sin#m, m(E,) < oo, pour toutn € N, et E = UpenFy,

4. m(A) = u(A) pour tout A € C.

On a alors m = p (c’est-a-dire m(A) = u(A) pour tout A € T).

DEMONSTRATION : Cette démonstration est I’objet de 1’exercice 2.21. ]

2.4 mesure signée

Définition 2.17 (Mesure signée) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure signée (sur T') une appli-
cation m : T — R vérifiant la propriété de o-additivité, c’est-a-dire t.q. pour toute famille (Ap)neny C T, t.q. Ay,
NAn =0 sin#m,

m(J An) =D m(4,). (2.10)

neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A,, = @ pour tout n € N dans (2.10), on en
déduit que m(() = 0.

On peut aussi considérer des mesures a valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans ce cas, les parties réelles et
imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives, c’est-a-dire (cf. définition 2.7) a
valeurs dans R, . Lorsque 1’on s’intéressera a des mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit
de “mesures signées". Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.5) et (2.6). Pour
avoir un contre exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle) t.q. —m soit une mesure (positive).

Proposition 2.6 (Décomposition d’une mesure signée) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure si-
gnée sur T. Alors, il existe deux mesures (positives) finies, notées m* etm™, t.q. :

1. m(A) = m*(A) —m~(A), pour tout A € T.
2. Les mesures m™ et m™ sont étrangeéres, c’est-a-dire qu’il existe C' € T tel que m*(C) = 0, etm™ (E\C) = 0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m~(A) = —m(A N C) et m*(A) = m(A N C°) pour tout
AeT.

De plus, la décompostion de m en différence de deux mesures (positives) finies étrangeres est unique. Elle s appelle
“décomposition de Hahn'" de m.

DEMONSTRATION :
La démonstration d’existence de mf et m™ est décomposée en trois étapes. Dans la premiere étape, on va montrer
que,siAeT,ilexiste Aec Ttq. AC A m(A) >m(A)et:

BeT, BCA = m(B)>0.

Cette premiere étape nous permettra, dans I’étape 2, de montrer I’existence de C' € T't.q. m(C) = sup{m(A), A €
T} (ceci montre, en particulier que sup{m(A4), A € T} < o0).
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Enfin, dans Iétape 3, on pose m*(A) = m(ANC)etm™(A) = —m(ANC*) (pour tout A € T) et on remarque
que m™T et m~ sont des mesures finies, étrangéres et t.q. m = m*t — m~.

Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe AeT t.q. AcC A, m(fl) >m(A)et:
BeT, BCA = m(B)>0. (2.11)

On commence par montrer, par récurrence sur 7, I’existence d’une suite (B,,)nen déléments de T t.q. :

1. By = A,

2. By4+1 C By, pourtout n € N,

3. m(By \ Bny1) < fBn = max{%+, —1} ol i, = inf{m(C),C € T,C C B,}.

On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose B, connu pour p < n.Ona a,, = inf{m(C),C C B, } <0
(car ) C By). Sia, = —oo,ilexiste C, € T tq. C, C B, etm(Cp) < B, = —1.Si —00o < a, < 0,0na

Brn > ay, il existe donc C), € T t.q. C,, C B, et m(C,,) < B,.Si a,, = 0, on prend C,, = (. Enfin, on prend
B,+1 = B, \ C, et on obtient bien les propriétés désirées en remarquant que C,, = By, \ By 1.

La suite (B, )nen est décroissante (c’est-a-dire B,,11 C B,, pour tout n € N). Pour m > n, on a donc C,,, C
By, C Byy1 etdonc Cy, N Cy, = 0 (car By = By, \ Cp). Par c—additivité de m, on en déduit m(U,enCr) =
> nen M (Cy). Comme m(UpenCh) € R, la série de terme général m/(C,,) est convergente. On a donc m(C,,) —
0 quand n — oo et donc 3,, — 0 quand n — oo (car m(C),) < B, < 0) et, finalement, «,, — 0 quand n — oo.

On pose maintenant A=A \ UnenCrn = NpenBp. On a, bien sir, A € Tet AcC A. On montre maintenant que
A vérifie (2.11). Soit C € T, C C A.On a, pour toutn € N, C' C B,, et donc m(C) > a,,. Quand n — oo, on en
déduit que m(C) > 0. ce qui donne bien (2.11).

Il reste & montrer que m(fl) > m(A). Comme A = AU (UnenCh) (et que cette union est “disjointe"), la
o—additivité de m donne que m(A) = m(A) + >, .y m(Cy) < m(A). Ce qui termine la premiére étape.
Etape 2. On pose o = sup{m(A), A € T'} et on montre, dans cette étape, qu’il existe C € T t.q. m(C) = a.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (A, ),cn d’éléments de T't.q. m(A,) — aquand n — oo.
Grace a I’étape 1, on peut supposer (quitte a remplacer A,, par A,, construit comme dans 1’étape 1) que A,, vérifie
(2.11), c’est-a-dire que pour tout n € N :

BeT, BCA, = m(B)>0. (2.12)

On pose C' = UpenAy,. On commence par montrer que m(C') > m(A,,), pour tout m € N.

Soit m € N. On peut écrire C' comme une union “disjointe" :
C= Am U (Un;émcn.,m);

avec Cy, ,y, € T'et Cp, ., C A, pour tout m # n. En effet, il suffit pour cela de constuire par récurrence (sur
n) la suite des C), ,, en prenant pour C, ,,, 'intersection de C' avec A,, a laquelle on retranche A,, et les C,
précédemment construits.

Par o—additivité de m, on a m(C) = m(An) + 3_,, 4, M(Cpm). puis, comme Cp, ., C Ay, on a, par (2.12),
m(Chm) > 0. On en déduit m(C) > m(A4,,).

En faisant tendre m vers co, on a alors m(C) > « et donc, finalement m(C) = a.

Etape 3. Construction de m* et m ™.
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Pour constuire m™ et m ™, on utilise un élément C de T t.q. m(C) = a = sup{m(A4), A € T} (I'existence de C a
été montré a 1’étape 2). Pour A € T, on pose :

mT(A) =m(ANC), m™(A) = —m(ANC°).

Onam™ () =m~(0) = 0 (car m(0) = 0) et les applications m™ et m™ sont des applications o —additives de T
dans R (car m est o—additive). Pour montrer que m™ et m™ sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles
prennent leurs valeurs dans R, ce que I’on montre maintenant.

Soit A € T, on a, par additivité de m et grice a la définition de o, « = m(C) = m(ANC) + m(A°NC) <
m(A N C) + . On en déduit m(A N C) > 0. ce qui prouve bien que m™(A) € Ry. On a aussi, encore une
fois par additivité de m et grice a la définition de o, « > m(C) + m(AN C°) = a + m(A N C¢). On en déduit
m(ANC°) <0etdoncm™ (A) € Ry.

Les applications m™ et m™ sont des mesures finies (noter que m ™ (
C°) < o0). Elles sont étrangeres car m™ (C¢) = m(C°NC) = m(D
pour tout A € T', on a, par c—additivité de m :

m(ENC) <ocoetm™ (E)=m(EN

E) =
) =0etm™(C) = —m(C NC®) = 0. Enfin,

m(A) =m(ANC) +m(ANC) =mT(A) —m~(A).

Ceci termine la démonstration de 1’existence de m™* et m™.

Pour montrer I’unicité de cette décomposition de m, on suppose que u et v sont deux mesures finies étrangeres t.q.
m = p — v. Comme elle sont étrangeres, il existe D € T t.q. u(D¢) = v(D) = 0. On montre alors que, pour tout
A € T, on a nécessairement :

w(A) =sup{m(B); BeT, BC A}. (2.13)

Eneffet, siA € Tet B e T,B C A, onam(B) = u(B) —v(B) < u(B) < u(A) (par positivité de v
et monotonie de ). Puis, en prenant B = AN D,onam(B) = m(AND) = uy(AND)—-v(AND) =
w(AN D) = pu(A) — u(AN D) = p(A). Ceci prouve bien que (2.13) est vraie (et prouve que le sup est atteint
pour B = AN D). L’égalité (2.13) donne donc de maniére unique  en fonction de m. L’unicité de v découle alors
dufaitque v = p — m. |

Remarque 2.6 Une conséquence de la proposition 2.6 est que la série ), .\, m(A,,) apparaissant dans (2.10) est
absolument convergente car (pour toute famille (A, )neny C T t.q. A, N Ay =0, sin#m)ona

n

DoIm(Ay) <Y mT(A,) + Y m(4,) <mT(E)+m”(E) < oo
p=0 p=0

p=0

En fait, la définition 2.17 donne directement que la série ) m(A,) apparaissant dans (2.10) est commutati-
vement convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans R, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les
termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de I’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est
donc absolument convergente (voir I’exercice 2.33). Nous verrons plus loin que cette équivalence entre les séries
absolument convergentes et les séries commutativement convergentes est fausse pour des séries a valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer I’existence d’une application ), définie sur tout P(R) et a
valeurs dans R, t.q. I'image par A d’un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés
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(1.7) et (1.8). Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les exercices 2.28 et
2.27). Le théoreme suivant donne I’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des boréliens de
R, notée B(R) (I’exercice 2.28 donne alors que B(R) £ P(R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoréme 2.2 (Carathéodory) I existe une et une seule mesure sur B(R), notée \ et appelée mesure de Lebesgue
sur les boréliens, t.q. X(|a, B]) = B — «a, pour tout (o, ) € R? t.q. —00 < a < B < +00.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoreme. Pour la partie “existence” de ce théoréme, nous donnons
dans cette section une démonstration due a Carathéodory. Soit A C R. On définit A\*(A) par :

n

N(A)=  inf 0(A),
(4)= i > A

=1

oll E 4 est ’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont I’union contient A, et £( A;) représente
la longueur de I’intervalle A;. On peut montrer (voir 1’exercice 2.27) que 1’application \* ainsi définie de P(R)
dans R n’est pas o- additive (ce n’est donc pas une mesure).

On montre par contre dans cette section que la restriction de A* a B(R) est une mesure, qu’on note A, mesure de
Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi étre démontrée en utilisant un théoréme plus général
(de F. Riesz) que nous verrons dans un chapitre ultérieur.

Apres la définition de \* et la démonstration de propriétés de A*, on donne la démonstration de la partie “existence"

4N

du théoreme de Carathéodory (voir page 33). La partie “unicité" du théoreme de Carathéodory (voir page 36) peut

4N

étre démontrée en utilisant le théoréme de “régularité" sur les mesures sur B(R) (Théoréme 2.3, trés utille dans

U

la suite du cours) et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.4). Cette partie “unicité" peut aussi étre
démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.5.

Définition 2.18 (Définition de \*) Soit A € P(R). On pose

/\*(A) = inf{z E(In% (In)neN S EA},

neN

avec Eq = {(In)nen; In =]an, bpl, —00 < ap < b, <00, Vn € Ny A C UpenIpn} et 6(I) = b—asil =la,b|,
—oco<a<b< oo

Proposition 2.7 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — R (définie dans la définition 2.18) vérifie les
propriétés suivantes :

1. X (0) =0,

2. (Monotonie) \*(A) < X*(B), pourtout A, B € P(R), A C B,

3. (o—sous additivité) Soit (Ap)nen C P(R) et A = UpenAnp, alors \*(A) <30 oy A (An),

4. \*(Ja,b[) = b — a pour tout (o, ) € R? .q. —o0 < a < f < +00.

DEMONSTRATION :

On remarque tout d’abord que \*(A) € R pour tout A € P(R) (car \*(A) est la borne inférieure d’une partie de
R,).

Propriété 1. Pour montrer que A\*(f)) = 0, il suffit de remarquer que (I,,)nen € Ey avec I,, = 0 pour tout n € N,
etdonc 0 < A*(0) < > - l(In) =0.
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Propriété 2. Soit A, B € P(R) t.q. A C B.Ona Ep C E4 etdonc A*(A) < A*(B).

Propriété 3. Soit (A, )neny C P(R) et A = U,enA,. 1l suffit de considérer le cas o A*(A4,,) < oo pour tout
n € N (sinon, I’inégalité est immédiate).

Soit & > 0. Pour tout n € N, il existe (I, m)men € Ea, t.q. X cnInm) < XN (An) +¢/(27).

On remarque alors que (1, 1) (n,m)en2 st un recouvrement de A par des intervalles ouverts et donc que :

MA) < Y Uam).

(n,m)eN?

Noter que >3, ) ene U(Tn,m) = 3 e L1 (n) ), OU @ est une bijection de N dans N* (cette somme ne dépend pas
de la bijection choisie, voir le lemme 2.2 page 22).Avec le lemme 2.3 ci dessous, on en déduit :

(A Y O Unm)) <N (A) + 2,
neN meN neN

ce qui donne bien, quand & — 0, \*(A) < Y7y A (4n).

Propriété 4. Pour montrer la quatrieme propriété. On commence par montrer :

A ([a,b]) =b—a, Ya,b € R,a < b. (2.14)
Soitdonc a, b € R, a < b.
Comme [a, b] Cla —&,b+ €[, pour tout £ > 0, on a A\*([a, b]) < b — a + 2¢. On en déduit A*([a, b]) < b — a.
Pour démontrer I'inégalité inverse, soit (I, )nen € FEjq 3. Par compacité de [a, b], il existe n € N t.q. [a,b] C
UZ:OIP. On peut alors construire (par récurrence) %o, %1, ..., iq € {0,...,n} t.q. a;, < a, a;,., < b;, pour tout
p€{0,...,¢g—1},b < b;,. On en déduit que b — a < Zgzo bi, —a;, <>, cn (1) etdonc b —a < X*([a, b]).
Ceci donne bien (2.14).
En remarquant que [a + €,b — €] Cla, b[C [a,b] pour tout a,b € R, a < b,et0 < € < (b — a)/2, la monotonie
de A* donne (avec (2.14)) que A*(Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R,a < b. La monotonie de A* donne alors
aussi que \*([a, b]) = A*(Ja,b]) = XN (Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R,a < b, et enfin que \*(] — 00, a]) =
M (] — o0, af) = A (Ja, 0]) = A*([a, 00]) = oo pour tout a € R. m

Lemme 2.3 (Double série a termes positifs) Soit (a,,m)(n,m)enz C Ry. Alorsona :

D anm =D (D anm).

(n,m)eN? neN meN

DEMONSTRATION : On pose A =}, yenz Gnm €0 B = 32, cny(32,,en @n,m)- Soit ¢ une bijection de N dans

N?. On rappelle que Y-, yene Gnam = D pen Gp(p)-
Pour tout ¢, j € N, il existe n € Nt.q. {0,...,i} x {0,...7} C {¢(0),...,¢(n)}. Comme ay,_ ., > 0 pour tout

(n,m), on en déduit que
Az Z%(p) > Z Z )

n=0 m=0
et donc, en faisant tendre j puis ¢ vers +o0o, que A > B. Un raisonnement similaire donne que B > A et donc
A=B8B. ]

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A* est une mesure.
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Définition 2.19 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) t.q. \*(A) = M (AN E) + X (AN E°) pour tout
A € P(R)}. On rappelle que \* est définie dans la définition 2.18 (et que E¢ = R\ E). Cet ensemble de parties
de R noté L s’appelle “tribu de Lebesgue" (on montre dans la proposition 2.8 que L est bien une tribu).

Remarque 2.7 On peut avoir une premiere idée de I'intérét de la définition 2.19 en remarquant qu’elle donne
immédiatement I’additivité de A\* sur £. En effet, soit £y, F» C Rt.q. By N Ey = () et soit A C R. On suppose
que F; € L et on utilise la définition de £ avec A N (E; U Es), on obtient \*(A N (E; U Ey)) = A*(AN (B U
EQ) N El) + )\*(A N (E1 U EQ) N Ef) = )\*(A N El) + )\*(A N EQ) (car El N E2 = @)

Par récurrence sur n, on a donc aussi \*(A N (UL, E;)) = Y.i  A(ANE;), des que Ey,...,E,_1 € L,
AE, CRetE;NE; =0sii#j,i,j€{1,...,n}

En particulier, en prenant A = R, on obtient I’additivité de A\* sur L, c’est-a-dire

n

N (UL E) = Y N ().

i=1
SiEl,...,En_lEﬁetEiﬂEjZQSii#j,i,jE{1,...,71}.

Remarque 2.8 Pourtout £, A € P(R), on a, par o —sous additivité de \*, \*(A) < A*(ANE)+M*(ANE*®). Pour
montrer que E € £ (définie dans la définition 2.19), il suffit donc de montrer que \*(A) > \*(ANE)+A\*(ANE°),
pour tout A € P(R).

Proposition 2.8 (Propriétés de £) L est une tribu sur R et )\‘*ﬁ est une mesure. L et \* sont définies dans les
définitions 2.18 et 2.19.

DEMONSTRATION :
Il est immédiat que ) € L et que L est stable par “passage au complémentaire”. On sait aussi que A\*(0) = 0. 1l

N

reste donc a démontrer que L est stable par union dénombrable et que la restriction de \* a £ est une mesure. Ceci
se fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que L est stable par union finie et que, sin > 2 et (El)lzln C Lesttq.
E;,NE;=0sii# j,alorsona:

N(AN (U By) = > M(ANE;), VA€ P(R). (2.15)
i=1

(Cette derniere propriété donne 1’additivité de A* sur £ en prenant A = R, cette propriété d’additivité a déja été
signalée dans la remarque 2.7.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que £y U Fy € L si Eq, F5 € L et de montrer la propriété (2.15)
pour n = 2. Soit donc F1, Es € L. On pose £ = F; U E5. Pour montrer que F € L, il suffit de montrer (voir la
remarque 2.8) que \*(A) > AN (ANE)+ A\ (ANE*€), pour tout A € P(R). Soit A € P(R). Par o —sous additivité
de A*ona

N(AN(BL U By)) = N (AN E) U (AN ES N By)) < A (ANEY) + A (AN ES N Ey),

et donc

N (AN (EyUEy)) + X (AN (E1 U EY))
<X(ANE)+N(ANE{N Ey) + (AN EYNES).
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Comme Ey € L, ona M(ANES) = MANE;NEy) + M(AN ES N ES). Puis, comme E; € £, on a
M (A) = X (AN Eq) + M (AN EY). On en déduit

N (AN (B U Ey) + A (AN (B UEy)) < A*(A).

Ce qui prouve que F € L.

Pour montrer (2.15) avec n = 2 si E, Ey € L avec E1 N Es = (), il suffit de remarquer que (pour tout A € P(R))
A (AN(ELUES)) = M ((ANE)U(ANEL)) = M ([(ANE)U(ANER)NEL) +M([(ANE )U(ANEL)|NEY) =
A (AN Ey) + A (AN E2). (On a utilisé le fait que £y € L£.) Ceci termine 1’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait que L est stable par passage au complémentaire) est que L est stable
par intersection finie.

Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la restriction de A* a £ est une
mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition 2.8).

Soit (Ey)nen C Let E = UyenEy,. On veut montrer que E € £. On commence par remarquer que £ = U, enF),
avec Iy = Ey et, par récurrence, pour n > 1, F,, = E,, \ UZ;& F,. L’étape 1 nous donne que (F),)neny C L et,
comme F,, N F,,, = 0 si n # m, on peut utiliser (2.15). Pour tout A € P(R), on a donc :

)‘*(A) = )\*(A N (UZZOFP)) + )\*(A N (U$=0Fp)c)
= Xn: NANEF,)+ X (AN (UZ:on)C)- (2.16)

p=0

En utilisant le fait que £ C (Up_, [}, ) et la monotonie de A*, on a \* (AN (Up_oFy)¢) > A* (AN E£¢). En faisant
tendre n vers oo dans (2.16) et en utilisant la c—sous additivité de A*, on en déduit alors que A\*(A4) > \*(ANE)
+ A*(AN E°). Ce qui prouve que E € L (voir remarque 2.8) et donc que £ est une tribu.

Il reste & montrer que \* est une mesure sur £. Soit (Ey,)peny C Lt.q. E;NE; = 0sii # jet E = UpenEy.
Par monotonie de \* on a, pour tout n € N, \*(Up_,E,) < A\*(E) et donc, en utilisant I’additivité de \* sur £
(démontrée a 1’étape 1, voir (2.15) avec A = E), Zn A (Ep) < A*(E). Ce qui donne, passant a limite quand
n — oo, Zp o A (Ep) < A*(E). D autre part, \* (E ) < >0 A*(E)p), par o—sous additivité de A*. On a donc
A (E) =37 g A (Ep). Ce qui prouve que Al est une mesure.

L]

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE" DU THEOREME 2.2 :

Pour montrer la partie “existence” du théoreme 2.2, il suffit, grace aux propositions 2.7 et 2.8, de montrer que £
(définie dans la définition 2.19) contient B(R). Pour cela, il suffit de montrer que ]a, co[C L pour tout a € R (car
{Ja, 0], a € R} engendre B(R)). Soit donc a € R et E =]a, cc[. Pour tout A € P(R), on veut montrer que
A (A) > A (AN E) + A (AN E°). On peut supposer que A*(A) < oo (sinon I'inégalité est immédiate).

Soit ¢ > 0. Par la définition de \*(A), il existe (I;,)nen € Ea t.q. \*(A) > > cnl([) — . Comme ANE C
(Unen(InNE)) et AN E° C (Upen(In N E€)), la c—sous additivité de A* donne

NM(ANE) <Y MInNE) et X(ANE?) <Y M(I,NE°).
neN neN

Comme I,, N E et I,, N E° sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition 2.7 donne \*(1,, N E) =
((I,NE) et \*(I,NE®) = £(I,NE). Onen déduit \*(ANE)+ A\ (ANES) <> UL, NE)+{(I,NE°)) =
Y men LIn) (car U(I, N E) +£(I, N E°) = £(I,)) etdonc \*(ANE) + A (AN E°) < X(A) +¢.Quande — 0
on trouve 1’inégalité recherchée. On a bien montré que FE € L. [ ]
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On va maintenant démontrer un théoréme important dont on peut déduire, en particulier, la partie “unicité” du
théoreme 2.2.

Théoréme 2.3 (Régularité d’une mesure sur 5(R), finie sur les compacts)

Soit m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, ¢’est & dire que m(K) < oo pour
tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R) et tout
e > 0, il existe un ouvert O et un fermé F t.q. F C A C O et m(O \ F) < e. En particulier, on a donc, pour tout
A € B(R), m(A) = inf{m(0), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.

DEMONSTRATION :

On appelle T I’ensemble des A € B(R) t.q. pour tout € > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant ¥ C A C O et
m(O\ F) < e. On va montrer que 7T est une tribu contenant C = {]a, b[, —0o < a < b < oo}. Comme C engendre
B(R), ceci donnera T' = B(R).

On montre tout d’abord que C C 7. Soit —0o < a < b < oo et A =]a, b].

Pour tout n > ng avec ng t.q. (2/ng) <b—aona:

[a+ (1/n),b— (1/n)] C A Cla,b].

Pour n > ng, on pose B, =la,a + (1/n)[U]b — (1/n),b]). La suite (By,)n>n, est une suite décroissante et
Np>neBn = 0. Comme m est finie sur les compacts, on a m(B,,) < m([a,b]) < co. En utilisant la continuité
décroissante de m (proposition 2.3), on a donc :

m(la,b[\[a + (1/n),b — (1/n)]) = m(la, a + (1/n)[U]b — (1/n),b]) = m(Bn) = 0,

quand n — co. Soit maintenant € > 0 en prenant n assez grand on a m(B,) < . En prenant O = Aet F =
[a+ (1/n),b— (1/n)], on abien O ouvert, F' fermé, FF C A C O etm(O \ F) < e. Ceci prouve que |a, ble T.

On montre maintenant que 7" est une tribu. On remarque tout d’abord que () € T (il suffit de prendre F' = O = ()
et que T est stable par passage au complémentaire (car, si F C A C O,ona O° C A° C Feet F°\O° = O\ F).
Il reste a montrer que 7" est stable par union dénombrable.

Soit (A, )neny C T et A = UpenAy. On veut montrer que A € T'. On va commencer par traiter le cas (simple) ol
m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ol m(A) = oco.

Premier cas. On suppose que m(A) < co.

Soit ¢ > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F;, fermé t.q. F;, C A, C O, et m(O,, \ F,) < (¢/2"). On
pose O = UpenOp et F' = UpenF,. Ona ' C A C O, m(O\ F) < 2¢,car (O\ F) C Upen(Op \ F), et O
ouvert mais I’ n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F') < oco. Par continuité croissante de m (appliquée a la suite
(Up—oFp)nen) onam(Uy_o F5,) — m(F'), quand n — oo, d’ou (puisque m(F) < oo) m(F) —m(Up_ ;) — 0.
On prend alors F' = U)_ F}, avec N assez grand pour que m(F\F) =m(F)—m(F) <e.Onabien F C AC O,
O ouvert, F' fermé et, comme (O \ F) = (O\ F)U(F\ F),onam(O\F) =m(O\ F)+m(F\F) < 3e.
Ceciprouve que A € T..

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si m(F) =
o0). On raisonne en 3 étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A,, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soit n € Nete > 0.1
existe O ouvert et F fermé t.q. F C A, C Oetm(O \ F) < e. Pour k € N*, on a donc :

1 1
Fk:Fm[p,erl—E]cAnm[p,p+1[cOk:Om]p—E,p+1[.
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On a Fy, fermé, Oy, ouvert et (O, \ Fj,) C (O \ F)Ulp — £,p[Ulp+ 1 — £,p+ 1[. On en déduit :

1 1
m(Ox \ Fi) <e+m(lp— E,pMp tl-ppt 1)).
Or, la continuité décroissante de m donne que m/((Jp— ¢, p[Ulp+1—1,p+1[) — 0 quand k — oo (on utilise ici
le fait que m([p — 1,p+1]) < oo car m est finie sur les compacts). Il existe donc k € N* t.q. m(Oy \ Fi) < 2¢,
ce qui donne bien que A, N[p,p+ 1[e T.

2. Comme m(A N [p,p + 1[) < oo, on peut maintenant utiliser le premier cas avec A N [p,p + 1[= Upen(A4, N
[p,p + 1[). I donne que A N [p,p + 1[€ T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T Soit ¢ > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert O, et un fermé G, t.q. G, C
AN[p,p+1[C O, et m(0,\G,) < &/(2/P1). On prend O = Upez0, et F = UpezG,p. Onobtient F C A C O,
m(O\ F) < 3¢ et O est ouvert. Il reste 2 montrer que F est fermé.

Soit (25, )neny C F t.q. @, — x (dans R) quand n — oo. On veut montrer que z € F. Il existe p € Z t.q.
z €]p —1,p+ 1]. I existe donc ny € Nt.q. z,, €]p — 1,p+ 1] pour tout n > ng. Comme z,, € UyezG, et que
G4 C [g, ¢+ 1] pour tout ¢, on a donc z,, € G, U Gp,_1 pour tout n > ng. Comme G, U G,,_; est fermé, on en
déduit que z € G, UG,—1 C F etdonc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que 7" est une tribu. Comme cela a déja été dit,
on en déduit que T = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A € B(R) et pour tout ¢ > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant
FCcAcOetm(O\F)<e.

On montre maintenant que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} pour tout A € B(R). Soit A € B(R).
On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne m(A) < inf{m(0), O ouvert contenant A}. Puis,
I’inégalité inverse est immédiate si m(A) = oco. Enfin, si m(A) < oo, pour tout & > 0 il existe O ouvert et F' fermé
vérifiant F C A C Oetm(O\ F) <e.Onadonc O\ A C O\ F et donc (par monotonie de m) m(O \ A) < e
et m(0) = m(A) + m(O\ A) < m(A) + . On a donc trouvé un ouvert O contenant A t.q. m(O) —e < m(A).
On en déduit que inf{m(O), O ouvert contenant A} < m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O ouvert
contenant A}.

De maniére semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A} pour tout A € B(R).
En effet, soit A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer que la monotonie d’une mesure donne m(A) >
sup{m(K), K compact inclus dans A}. On montre maintenant I’inégalité inverse. Soit £ > 0. Il existe F' fermé
tq. F C Aetm(A\ F) < e.Sim(A) = oo, on en déduit que m(F) = oo et donc que m(K,) 1 oo quand
n — oo (par continuité croissante de m) avec K, = F N [—n,n]. Comme K, est compact pour tout n € N, on a
donc sup{m(K), K compact inclus dans A} = oo = m(A). Sim(A) < oo,onam(A) > m(F) > m(A) —¢
et donc, pour n assez grand, m(K,,) > m(F') — e > m(A) — 2¢ (toujours par continuité croissante de m) avec
K, = FN[-n,n]. Comme K,, est compact pour tout n € N et que  est arbitraire, on en déduit que sup{m(K),
K compact inclus dans A} > m(A) et donc, finalement, m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.
L]

Pour démontrer la partie “unicité" du théoreme 2.2 avec le théoreme 2.3 on aura aussi besoin du petit lemme
suivant (qui précise le lemme 2.1 car dans le lemme 2.1 il n’est pas demandé que les ouverts soient disjoints).

Lemme 2.4 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 a 2, c’est a dire qu’il existe (I,)nen t.q. I, est un intervalle ouvert de R pour toutn € N, I, N I,,, =)
sin#=met O = Upenlp.
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DEMONSTRATION :

Pour z € O on pose O, = {y € O; I(z,y) C O}, avec I(z,y) = {tz + (1 — t)y, t € [0,1]} (on a donc
I(z,y) = [x,y] ou [y, z]). On remarque que O = U,c0O,; et que O, est, pour tout z € O, un intervalle ouvert
(c’est I'intervalle | inf O, sup O, [, avec inf O,, sup O, € R). Il est aussi facile de voir que, pour tout x, y € O,
O, N O, # 0 implique que O, = O,. On peut trouver A C O t.q. O = U,caO0, et O, N O, = Osiz, y € A,
x # y. Comme O,, # () pour tout x € A, on peut donc construire une application de A dans Q en choisissant pour
chaque x € A un rationnel de O, (ce qui est possible car tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette
application est injective car O, N O, = 0siz, y € A, x # y. 'ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui
termine la démonstration du lemme.

L]

Remarque 2.9 Dans la démonstration du lemme 2.4, O, est la composante connexe de x. Le lemme 2.4 consiste
donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux a
deux et sont des ouverts connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement un
intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE" DU THEOREME 2.2 :

On a construit une mesure, notée A, sur B(R) t.q. A(Ja,b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b. Supposons que m
soit aussi une mesure sur B(R) t.q. m(Ja, b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b. On veut montrer que A = m (sur
tout B(R)). Nous le montrons ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoréme 2.3 ou la proposition 2.5.

Premiere méthode, avec le théoréme 2.3. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.4) et les propriétés de o —additivité de A et de m, on montre que A(O) =
m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniere assertion du théoréme de régularité (qui s’applique
pour m et pour A, car m et A sont des mesures sur B(R), finies sur les compacts), on obtient A(4) = m(A) pour
tout A € B(R),i.e.m = A

Deuxiéme méthode, avec la proposition 2.5. On utilise la proposition 2.5 avec (E, T) = (R, B(R)) et C =
{la,b], a,b € R, a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est clair que C est stable par intersection finie. On
prend maintenant F;, = Jn,n + 1] pour n € Z. La famille (F},),cz est donc une famille dénombrable d’éléments
de C, disjoints deux a deux et t.q. R = U,z F,,. Pour a, b € R, a < b, on a, par continuité décroissante de m,
m(la, b] = limy,_,oc m(Ja, b+ %[ =limy, 0 b—a+ % =b—a=A(a,b]). Onadoncm = A sur C (et m(F,) <
oo pour tout n € Z). On peut donc appliquer la proposition 2.5. Elle donne A = m sur B(R). [

Remarque 2.10 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée A, était réguliere. Ceci ne donne pas, pour
A € B(R), I’égalité de la mesure de A avec la mesure de son intérieur ou de son adhérence. Il suffit, pour s’en

convaincre, de prendre, par exemple, A = Q. On a alors A(A) = 0 (voir la remarque 2.12) et A\(A) = oc.

Remarque 2.11 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée \*, de P(R) dans R,
Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré que la restriction de A* a la tribu de Lebesgue,
notée L, était une mesure. Puis, nous avons démontré que B(R) C L et obtenu ainsi, en prenant la restriction
de A* a B(R) la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence entre £ et
B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable car card(£) = card(P(R)) alors que
card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de I’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons
le voir avec I’exercice 4.18 (plus complet que I’exercice 2.32) car ’espace mesuré (R, £, \|z) est simplement le

complété de (R, B(R), Azr))-

On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la base de toutes les formules de
changement de variables pour I'intégrale de Lebesgue.
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Proposition 2.9 (Invariance par translation “généralisée'') Soit « € R* et § € R. Pour A € P(R), on note
aA+ B ={ax+ B,z € A}. Onaalors :

1. A € B(R) implique A + 8 € B(R),
2. MaA + B) = |a|A(A) pour tout A € B(R).

Pour o« = 1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de \".

DEMONSTRATION :
Pour la premiere partie de la proposition, on pose T' = {A € B(R); oA + 8 € B(R)}. On montre facilement que
T est une tribu contenant les intervalles ouverts, on en déduit que 7' = B(R).

Pour la deuxiéme partie, on pose, pour tout A € B(R), m1(A) = MaA + ) et ma(A4) = |a|\(A). 1l est facile
de voir que m; et mo sont des mesures sur B(R), finies sur les bornés, et qu’elles sont égales sur I’ensemble
des intervalles ouverts. On raisonne alors comme dans la démonstration de la partie “unicité" du théoréme 2.2,
en utilisant le théoreme 2.3 ou la proposition 2.5. Par exemple, en utilisant le lemme 2.4 et les propriétés de
o—additivité de m; et de ms, on montre que m1(0O) = mo(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la
derniére assertion du théoreme de régularité (qui s’applique pour m; et pour ms), on obtient m1(A) = mq(A)
pour tout A € B(R). On a donc A(cA + 3) = |a|A\(A) pour tout A € B(R).

Remarque 2.12 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-a-dire que A({z}) = 0 pour tout 2 € R). Donc, si D
est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi, A\(N) = A\(Z) = A\(Q) = 0. La réciproque est fausse. On
construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de Cantor", K, qui est une partie compacte non dénombrable de
[0,1], vérifiant A\(K') = 0, voir exercice 2.31).

Définition 2.20 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de R (ou, plus généralement,
I € BR))etT ={B € BR); B C I} (on peut montrer que T = B(I), oit I est muni de la topologie induite
par celle de R, voir I’exercice 2.3 page 42). 1l est facile de voir que T est une tribu sur I et que la restriction de A
(définie dans le théoreme 2.2) a T est une mesure sur T, donc sur les boréliens de I (voir 2.16 page 45). On note
toujours par X cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commencons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur 1’exemple du lancer de dé. On se place dans
le modele équiprobable : soient E = {1,2,3,4,5,6}, T = P(E) et p la probabilité définie par p({z}) =

Vx € E. La probabilité de I’événement A “obtenir 6" est 1 . Supposons maintenant que 1’on veuille évaluer la
chance d’obtenir un 6, alors que 1’on sait déja que le resultat est pa1r (événement B = {2,4,6}). Intuitivement, on

a envie de dire que la “‘chance" d’obtenir un 6 est alors =1
cardB 3

Définition 2.21 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A,B € T.

Si p(B) # 0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité de A par rapport a B),

notée p(A|B), est définie par p(A|B) = p(p‘?gig).

Si p(B) = 0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est pas définie. C’est un nombre
arbitraire entre O et 1.
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De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (E, T, p) un espace probabilisé et A, B € T, alors :
p(B)p(A|B) = p(AN B) (2.17)

Remarque 2.13 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que p(A) # 0. Alors I’application

pa:T — [0,1] définie par :

p(ANB)
p(4)

est une probabilité sur 7. On dit que “la masse de p4 est concentrée en A" : on a en effet : p4(B) = 0, pour tout

BeTtq ANB=0.0Onaaussi pa(A) = 1.

pa(B) =p(B|A) = ,VBeT (2.18)

Définition 2.22 Soir (E, T, p) un espace probabilisé, on appelle systéme de constituants une famille (Cp, ) peny C T
d’ensembles disjoints deux a deux t.q. UpenChp, = F.

On a comme corollaire immédiat de la relation 2.17 :

Proposition 2.10 Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (Cy,)nen C T un systeme de constituants de probabilités
non nulles et A € T, alors :
p(A) = p(Co)p(AICy). (2.19)
neN

Dans le cas out p(B) = p(B|A), on a envie de dire que A n’influe en rien sur B; on a dans ce cas : p(A)p(B) =
p(AN B).

2.6.2 Evenements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.23 (Indépendance de deux éveénements)
Soient (E, T, p) un espace probabilisé. On dit que deux événements A et B sont indépendants si p(A)p(B) =
p(AN B).

Remarque 2.14 Lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, il y a des éveénements qui semblent a priori
indépendants, c’est-a-dire que la réalisation de I’un semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de I’autre.
On choisira alors, pour le modele probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. On dit que I’indé-
pendance a priori implique 1’indépendance. Toutefois, pour une probabilité p donnée, deux événements peuvent
étre indépendants alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants.

Exemple 2.3 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori, il parait raisonnable de supposer
que les résultats obtenus pour chacun des deux dés n’influent pas I’un sur 1’autre, et on va donc chercher une
probabilité qui respecte cette indépendance. L'univers des possibles est ici E = {(4,7),1 < i < 6,1 < j < 6}.
Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc envie de définir, pour A €
P(E), p(A) = Ca;gA. Voyons maintenant si deux événements a priori indépendants sont indépendants pour cette
probabilité. Considérons par exemple 1’événement A : “obtenir un double 6" ; on peut écrire : A = BN C, ou
B est I’éveénement “obtenir un 6 sur le premier dé" et C' I’événement “obtenir un 6 sur le deuxieme dé". On doit
donc vérifier que : p(A) = p(B)p(C). Or B = {(6,7),1 < j < 6} et C = {(4,6),1 < i < 6}. On a donc
p(B) = p(C) = & eton abien p(4) = p(B)p(C)(= ).

On généralise la notion d’indépendance de deux évenements en introduisant la notion d’indépendance de tribus.

Définition 2.24 (Indépendance des tribus) Soir (E, T, p) un espace probabilisé et (Ty)pen+ une suite de tribus
incluses dans T'.
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1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Ty, k = 1, ..., N, sont indépendantes (on dit aussi que la suite T, ...,

T est indépendante) si pour toute famille (A1, ..., Ax) d’événements tels que Ay, € Ty, pourk=1,..., N
ona:p(Mil, Ax) = p(A1)p(As) ... p(An).

2. On dit que la suite (Ty)ren~ est indépendante (ou que les tribus Ty, ..., T,, ... sont indépendantes) si,, pour
tout N > 1, les N tribus Ty, k = 1,..., N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabilisé (F, T, p), ils sont
indépendants (au sens de la définition 2.23) si et seulement si les tribus T4 = {0}, E, A, A°} et Tp = {0, E, B, B°}
sont indépendantes (voir I’exercice 3.17). On en déduit la généralisation de la définition d’indépendance a plusieurs
événements :

Définition 2.25 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (Ay)x=1,... N des événe-
ments, on dit que les N événements (Ay,) k=1,...,N sont indépendants si les N tribus engendrées par les événements
Ay, k =1...,N (c’est-a-dire les N tribus définies par T), = { Ay, A5, E,0} pour k = 1..., N) sont indépen-
dantes.

Sous les hypotheses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements Ay, ..., Ay sont indépen-
dants (c’est-a-dire que les tribus engendrées par Ay, ..., Ay sont indépendantes) si et seulement si P(N;ecr4;) =
[I;c; P(A;) pour tout I C {1,..., N}), voir I’exercice 3.17. Nous terminons ce paragraphe par une proposition
sur les tribus indépendantes :

Proposition 2.11 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1et (Tk)ke{o,...N} une suite indépendante de tribus incluses dans T'. La tribu T}y est alors indépen-
dante de la tribu engendrée par les tribus T, ..., T.

2. (Généralisation) Soit N > 3, ¢ > 1, ng,...,ng t.q. ng = 0, n; < njqq1 (pouri =0,...,q—1), ng = N et
(Ty) ke{1,...N} une suite indépendante de tribus incluses dansT'. Pouri = 1,. .., q, on note T; la tribu engendrée
par les tribus T,, pour n = n;_1,...,n; Alors, les tribus 71, . . ., 7, sont indépendantes.

DEMONSTRATION : On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On note .S la tribu engendrée par
les tribus 77, ..., Tn. Comme S est la plus petite tribu contenant les tribus Tj (k = 1,...,N), elle est incluse
dans T'. On veut montrer que Tj et S sont indépendantes, c’est-a-dire que p(AN B) = p(A)p(B) pour tout A € Tj
et tout B € S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.5 (donnant 1’unicité d’une mesure). Soit A € Tg, on
définit les mesures m et y sur 7' en posant :

m(B) = p(AN B), u(B) = p(A)p(B), pour B € T,
et on pose :
C= {ﬁ]kvzlAk, Ay € Ty, pour k = ].,...,N}.
Pour BeC,ona B = ﬁ,ivzlAk avec Ay € T avec k=1, ..., N.On adonc, en utilisant I’indépendance des tribus
To, Tt ..., Tn, m(B) = p(AN B) = p(A)p(A1)p(A2) ... p(An) = p(A)p(B) = p(B). On a donc m = yu sur
C. Comme C est stable par intersection et que £ € C, la proposition 2.5 nous donne m = p sur la tribu engendrée

par C. Comme cette tribu contient toutes les tribus T}, (k = 1, ..., N), elle contient aussi S (en fait, elle est égale
a4.5). On a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S et pour tout A € Tj.

Pour montrer le deuxieme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire une récurrence finie de ¢
étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple, pour ¢ = 2 la technique précédente donne :

p((NgL14k) N B2) = p(NgL, Ak)p(Ba),

pour Ay € Ty, k = 1,...,n1 et By € 7o. Puis en reprenant la technique précénete, on montre p(B; N Bs) =
p(B1)p(B2) pour By € 11 et By € 15. Ce qui donne bien I’indépendance de 71 et 7. [ ]
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2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Trés souvent, on ne connait du probléme aléatoire que
I’on cherche a modéliser ni I’ensemble E (“univers des possibles") ni la tribu 7" (ensemble des événements) ni
la probabilité p. Par contre, on connait une “image" de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de F dans R. On travaille alors avec 1’espace beaucoup plus sympathique (car mieux défini...)
(R, B(R),px), oupx estune probabilité sur B(R), que les probabilistes appellent “loi de probabilité” (elle dépend
de p et de I’application X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou probabilités définies sur les boré-
liens de R), ainsi que quelques exemples concrets utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Définition 2.26 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens de R. On appelle fonction de
répartition de la probabilité p la fonction F, définie de R dans [0,1] par : F(t) = p(] — oo, t]).

Proposition 2.12
Soit p une probabilité sur les boréliens de R et I sa fonction de répartition. La fonction F' est croissante et continue
a droite. De plus, on alim;_, _ o, F(t) =0 et lim;_, o, F(t) = 1.

DEMONSTRATION : La croissance de F' est une conséquence de la monotonie de p (proposition 2.3). En effet, soit
a,b €R,a <b.Ona]—o00,a[C]—o0,b] et donc, par monotonie de p, F'(a) = p(] —oo, a]) < p(]—o0,b]) = F(b).
Ce qui montre bien la croissance de F'.

Pour montrer que F' est continue a droite, on utilise la continuité décroissante de p (proposition 2.3). Soit a € R
et (an)neny C R t.q. an | a (c’est-a-dire a1 < a, pour tout n € N et lim,, o @, = a). On remarque que
] — 00, a] = Npen] — 00, an), | — 00, ant1] C] — 00,a,] et p(] — 00, a,]) < oo pour tout n € N. La continuité
décroissante de p donne alors F'(a,) = p(] — 00, a,]) — p(] — 00,a]) = F(a), quand n — co. Ce qui montre la
continuité a droite de F'.

Pour montrer que lim,_, 1o, F'(a) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit (an,)neny C R t.q. a,, T 400
(c’est-a-dire a,, 11 > a, pour tout n € N et lim,,_, o a,, = +00). On pose A,, =] — c0,a,]. Ona 4, C A,
pour tout n € N et U,,enA,, = R. Par continuité croissante de p (Proposition 2.3), on a donc F(a,) = p(4,) —
p(R) = 1 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,_, o, F(a) = 1.

Pour montrer que lim,—, _, F'(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit (@, )nen C R t.q. a,, | —00

(c’est-a-dire a,, 11 < a, pour tout n € N et lim,,_, o a,, = —00). On pose B,, =] — 00, a,]. Ona B, 11 C By,
pour tout n € N, p(B,,) < oo pour tout n € N et N,enB,, = 0. Par continuité décroissante de p (Proposition 2.3),
on a donc F(a,) = p(B,) — p(0) = 0 quand n — co. Ce qui prouve que lim,_, ., F(a) = 0. [

La proposition 2.12 a une réciproque que nous énongons dans le théoreme 2.4.

Théoréme 2.4 Soit ' une fonction de R dans R, croissante, continue a droite et t.q. lim;_, ., F(t) = 0 et
lim;, 1o F'(t) = 1. Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de répartition
de p.

La démonstration du téoréme 2.4 n’est pas faite ici car ce théoreme est essentiellement contenu dans le théoreme 2.5
que nous donnons maintenant.

Théoreme 2.5 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie"). Soit a € R, on définit la fonction
F de R dans R par : F(t) = m(]a,t]) sit > a et F(t) = —m(]t,a]) si t < a. Alors, la fonction F est continue
a droite et croissante.
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2. Réciproquement, soit F' une fonction de R dans R, croissante et continue a droite. Alors,il existe une unique
mesure m sur B(R) t.q. pour tout a,b € R avec a < b, on ait m(]a,b]) = F(b) — F(a). Cette mesure s appelle
la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F.

DEMONSTRATION La démonstration du premier item est essentiellement la méme que celle de la proposition 2.12.
Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxieéme item, on introduit [, application définie de I’ensemble des intervalles de R de la forme
Ja,b] dans R (a < b) par : [(]a, b]) = F'(b) — F(a). La démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique
de cette application en une mesure sur B(R) est trés voisine a celle du théoréme de Carathéodory (théoréme 2.2).
Elle n’est pas détaillée ici. u

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités et leurs fonctions de répartition asso-
ciées.

Définition 2.27 (Loi discréte) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit que p est discréte si elle
est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est nécessairement dénombrable (voir I’exercice 2.12). La
probabilité p s’écrit alors p = . 4 p({a})da, ot 0, désigne la mesure de Dirac en a. La fonction de répartition

de la probabilité p est définie par : F(t) =", 4 < P({a})

Exemple 2.4 (Exemples de lois discrétes) Donnons quelques exemples de probabilités discretes, p, sur B(R) et
de A I’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

— Laloi uniforme : N € N*, A = {a1,...,an}, p({a;}) = +

— Laloi bindmiale : N € N*, A = {1,..., N}, P €]0,1[, p({k}) = Ck P*(1 — P)N-k

— Laloi de Pascal : A = N, P €0, 1], p({k}) = P(1 — P)*~!

— Laloi de Poisson & parametre A : A =N, A > 0, p({k}) = e*A),‘T];

Définition 2.28 (Loi continue) Soir p une probabilité sur les boréliens de R . On dit que p est continue si sa
fonction de répartition est continue.

Exemple 2.5 (Exemple de loi continue)

La plupart des exemples de probabilités continues provient de ce qu’on appelle “les mesures de densité" par rapport
a la mesure de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on n’a pas encore
introduite. On peut toutefois déja citer I’exemple de la loi uniforme sur un intervalle [a, b] de R : Soient —co < a

< b < +o00; pour A € B(R), on pose p(A) = ’\(%[Z’b]). On vérifie facilement que p est une probabilité appelée
probabilité uniforme sur [a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus
Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Corrigé 9 page 283
Soit £ un ensemble.

1. Soit 7" une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q. ) € 7.
Montrer que 7' est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi £ € T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?
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Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Corrigé 10 page 283

Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

2. Soit A C P(E). On note T 4 Iintersection de toutes les tribus sur £ contenant A (une partie de F appartient
donc a T4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant A, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

3. Soient A et B C P(E) et T4, T les tribus engendrées par A et 3. Montrer que si A C B alors T4 C Tg.

Exercice 2.3 (Exemples de tribus) Corrigé 11 page 284
1. Tribu trace

(a) Soit T une tribu sur un ensemble E et F' C E. Montrer que T = {ANF; A € T} est une tribu sur F' (tribu
trace de T sur F).

(b) Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E), montrer que la tribu trace
sur F', notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu borélienne de F', notée B(F)).
[Montrer que B(F') C Tr. Pour montrer que Tp C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et
montrer que C est une tribu (sur £) contenant les ouverts de £.] Si F' est un borélien de E, montrer que Tx
est égale a I’ensemble des boréliens de E contenus dans F'.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},x € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas E
dénombrable et non dénombrable).

3. Soit ' un ensemble et f une application de F dans lui-méme. Montrer que I’ensemble des parties A de E t.q.
f71(f(A)) = A est une tribu sur E.

4. Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. Trouver la tribu engendrée parC = {B C E | A C B}. A
quelle condition obtient-on P(FE) ou la tribu grossiere ?

5. Soit E un ensemble et f une bijection de E. Montrer que I’ensemble des parties A de E t.q. (z € A <
f(x) € Aet f~1(x) € A) est une tribu sur E.

6. Dans R?, soit C I’ensemble des parties de R? contenues dans une réunion dénombrable de droites. Décrire la
tribu engendrée par C. Est-ce une sous-tribu de B(R?) ?

Exercice 2.4 (Tribus images) Corrigé 12 page 285

Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F')) on note T'(A) la tribu de E (resp. F') engendrée par
A.

Soit f : E — F une application.

1. Montrer que si 77 est une tribu sur F', alors f~1(7") = {f~*(B); B € T'} est une tribu sur E (tribu image
réciproque).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~'(B) € T} est une tribu sur F (tribu image
directe).

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F ona: T(f~1(C))
que T(f~1(C)) c f~X(T(C)). Puis, pour montrer que f~1(T(C))
fYG) € T(f~(C))} est une tribu contenant C.]

f~Y(T(C)). [On pourra montrer d’abord
T(f~1(C)), montrer que T = {G C F;

Nl

Exercice 2.5 (r-systeme, \-systéme) Corrigé 13 page 286
Soit 2 un ensemble et F C P(Q).
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1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un w-systéme (c’est-a-dire stable par intersection finie) et un
A-systeme (c’est-a-dire que F est stable par union dénombrable croissante, 2 € Fet A\ B € FsiA,B e F
avec B C A).

2. On suppose que F est un A-systéme. Soit C € F. On pose G = {B C Qt.q. C N B € F}. Montrer que G est
un \-systéme.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne de R?) Corrigé 14 page 286
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que 7' = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T..

2. Soit A un ouvert de Ret Ty = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une tribu (sur R) contenant
les ouverts (de R). En déduire que 77 = B(R).

3. Soit B € B(R) et Ty = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T> = B(R).
4. Montrer que T' C B(R?) (et donc que T' = B(R?)).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur R"V) Corrigé 15 page 288
1. Montrer que la tribu borélienne de R est égale a celle engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de RY. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de R” est réunion dénombrable de boules ouvertes de R ]

2. Montrer que la tribu borélienne de RY est égale a celle engendrée par I’ensemble des produits d’intervalles
ouverts a extrémités rationnelles.

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b] ot a,b € R, a < b.

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(R”) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) (%)

Montrer que toute tribu infinie 7" sur un ensemble (infini) F est non dénombrable. [Si 7" est dénombrable, on pourra
introduire, pour tout élément =z € F, I’ensemble A(x) intersection de tous les éléments de T contenant x. Puis,
montrer a ’aide de ces ensembles qu’il existe une injection de P(N) dans 7]

Exercice 2.9 (Algebre) Corrigé 16 page 289
Soit E un ensemble et A C P(E).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés suivantes :
(a) F € A,
by A, Be A= A\ Bec A.
2. Soit (A;);cr une famille d’algebres (sur E'). Montrer que N;ecrA; = {A € P(E); A € A; pourtout i € I} est
encore une algebre.

Si C C P(E), la deuxieme question permet donc de définir 1’algebre engendrée par C comme I’intersection de
toutes les algebres sur E contenant C.

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus)

Soit E un ensemble. Soit (\A;,),cn une suite croissante de tribus de E. Montrer que A = U, cn.A;, est une algébre
(cf. définition 2.4), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algbres finies de parties de [0, 1] dont
la réunion engendre 5(]0, 1]).
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Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)
Soit £ un ensemble.

1. Soit (A;);cs une partition dénombrable de E. Décrire la tribu engendrée par cette partition, c’est a dire par le
sous ensemble de P(F) dont les éléments sont les A;. Cette tribu est-elle dénombrable ?

2. Montrer que toute tribu finie de parties de £ est la tribu engendrée par une partition finie de E. Quel est le
cardinal d’une telle tribu ?

3. (x) Montrer que si F est dénombrable, toute tribu sur E est engendrée par une partition.

Exercice 2.12 Corrigé 17 page 289
Soit F un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que @), E € C, que C est stable par intersection

finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, ¢’est-a-dire :
CeC=3neNetCy...,0,€CtqC =Uy_1CpetC,NCy=Dsip#q.

On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de £ est donc un élément de 15 si

et seulement si il existe n € N* et (Ay)p=1,.n CCt.q. AyNA;=0sip#qet A=U_; A,

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.

2. Montrer que 1’algebre (cf. définition 2.4) engendrée par C est égale a 5.

Exercice 2.13 (Classes monotones) Corrigé 18 page 290
Soit £ un ensemble. Pour ¥ C P(E), on dit que X est une classe monotone (sur E) si ¥ vérifie les deux propriétés

suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :
- (Ap)nen C X, A, C Ay pourtout n € N = Uyen4, € %,
- (Ap)nen C X, Ay D Apqq pourtout n € N = Ny,en4, € 2.

1. Soit ¥ C P(E). Montrer que X est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une algebre (cf.
exercice 2.9).
2. Donner un exemple, avec £ = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

3. Soit (¥;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;er3; = {A € P(E); A € ¥, pour tout
i € I} est encore une classe monotone.

SiC C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme I’intersection
de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit .A une algébre sur £. On note ¥ la classe monotone engendrée par A et
on note 7 la tribu engendrée par .A.

(a) Montrer que ¥ C 7.
(b) Soit AC E.OnposeXqp ={BC E; A\ Be€XetB\ A€ X}. Montrer que ¥ 4 est une classe monotone.

(c) (Question plus difficile.) Montrer que X est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere question de
I’exercice 2.9.] En déduire que T = X.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Corrigé 19 page 292
Soit F un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A,B € A= AN B € A On

dit que A est stable par différence si :
A BeA BCA=A\B=ANnB‘e A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(An)neny C A, A, N A, =0 pourn #m = UpenA, € A.
Soit C C P(E).
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1. On note Z I’ensemble des parties de P(E) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existe D € Z2t.q.C C Det:

AeZ, CcA=DcC A

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(E). On suppose maintenant que C est stable par intersection
finie et que E € C.

2.Pour A € P(E),onnote Dy ={D € Dtq. AN D € D}.
(a) Soit A € P(F). Montrer que D 4 est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.
(b) Soit A € C. Montrer que C C D 4. En déduire que D4 = D.
(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

2.7.2 Mesures

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Corrigé 20 page 294
Soit £ un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, et m(A) = +o0 sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Exercice 2.16 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Corrigé 21 page 294
Soit (E, T, m) un espace mesuré

1. Soit F' € T'. Montrer que la tribu trace de T" sur F’, notée T, est incluse dans T’ (cette tribu est une tribu sur F').
Montrer que la restriction de m a T est une mesure sur 7. On I"appellera la trace de m sur F'. Si m(F') < oo,
cette mesure est finie.

2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si m est
finie (resp. o-finie) ?

Exercice 2.17 Corrigé 22 page 295

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (“fini" signifie que m(E) < co) et (A, )nen, (Bn)nen des suites d’ensembles
mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (UpenAn) \ UnenBn C Unen(An \ Bn).

2. Montrer que m(UpenAn) — m(UnenBn) < D, cn(m(Ay) —m(By)).

Exercice 2.18 Corrigé 23 page 295
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (4,)neny C T t.q., pour tout n € N, m(A,) = m(FE). Montrer que
m(mneNAn) = m(E)

Exercice 2.19 (Sur la mesure d’une union...) Corrigé 24 page 295
Soit (€2, A4, m) un espace mesuré et n € N*. Soit A,..., A, € Aet B € A. On suppose que m(A4,) < co pour
tout p. Montrer que

m(Upaa(BOA) =3 (DM |3 m(BA(MfLAL)

k=1 1<ig<...<ip<n

Exercice 2.20 (Contre exemples...) Corrigé 25 page 296
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1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(4) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

2. Soit (F,T) un espace mesurable et C C P(F) qui engendre T. On consideére m; et mo des mesures sur 7.
Montrer que m1(A) = mgy(A) pour tout A € C n’implique pas que m; = ms sur T. [On pourra trouver un
exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et m1, mg non finies. Un exemple avec (E,T) = (R, B(R)) et my,
my finies est aussi possible mais plus difficile a trouver. .. |

Exercice 2.21 (Résultat d’unicité) Corrigé 26 page 296
Soit (E,T) un espace mesurable et m, y deux mesures sur 7. Soit C C P(E). On suppose que C engendre T et
que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que E € C et que m(E) < oo. Montrer que m(A) = p(A) pour tout A € T'. [On pourra introduire
D={AeT,m(A) = u(A)} et utiliser I’exercice 2.14.]

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (E,)peny C C t.q. B, N Ey = 0 sin # m, m(E,) < oo pour toutn € Net £
= UnenEn. Montrer que m(A) = pu(A) pour tout A € T.

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.

Exercice 2.22 (Existence d’une mesure, De I’algébre a la o-algebre)
Soit €2 un ensemble, Fy une algebre sur €2 et m une mesure sur Fo (¢’est-a-dire que m est une application de Fo
dans Ry, m(0) = 0 et m(UnenA,) = >, cy m(An) pour toute suite (A, ),en d’éléments de Fo disjoints 2 2 2 et
t.q. UnenAy € Fo). On note F = o(F). Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger m en une mesure
sur F.
Pour A C Q on pose

m*(A) = inf{z m(An), (An)nen C Fo, A C UnenAy }

1. Montrer que m* vérifie les 3 propriétés suivantes :
-m*(0) =0,
— (monotonie de m*) pour tout A, B € P(?), A C B = m*(A) < m*(B),
— (0-sous-additivité de m*) pour toute suite (A, )nen C P(2), m* (UnenAn) <D cnm*(An).
N.B. : On dit que m* est une mesure extérieure.

Soit A € P(£2).
On dit que A est m*-mesurable si on a, pour tout £ € P(Q), m*(E) = m*(E N A) + m*(E N A°).
On note M I’ensemble des parties de ' m*-mesurables.

2. Soit A € P(Q2). Montrer que A est m*-mesurable si et seulement si on a, pour tout £ € P(Q) t.q. m*(E) < oo,
m*(E) > m*(ENA)+m*(E N A°).

. Montrer que M est une algebre. [On montrera que 2 € M, puis que AN B¢ € M pour tout A, B € M.]
. Montrer que M est une o-algébre. [On pourra montrer, par exemple, que M est stable par union dénombrable.]

. Montrer que la restriction de m* a M est une mesure.

AN N B W

. Montrer que Fy C M et que m* = m sur Fy. En déduire que 7 C M et que la restriction de m* a F est une
mesure sur F prolongeant m.

Exercice 2.23 (Un pas vers I’unicité d’une mesure)
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Soit 2 un ensemble, F une tribu sur €2 et p11, o deux mesures sur F. Soit A € F t.q. pu1(A) = p2(A) < co. On
pose L = {B € Ftq. u1(AN B) = u2(A N B)}. Montrer que L est un A-systeme (c’est-a-dire que L est stable
par union dénombrable croissante, 2 € F et B\ C € Fsi B,C € F avec C C B).

Exercice 2.24 (Mesure atomique, mesure diffuse) Corrigé 27 page 297

Soit (E,T) un espace mesurable t.q. {x} € T pour tout x € E. Une mesure m sur T est diffuse si m({z}) =0
pour tout € E. Une mesure m sur 7' est purement atomique si il existe S € T t.q. m(S¢) = 0etm({z}) > 0si
reS.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R)
est diffuse.]

2. Soit m une mesure diffuse sur 7. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.
3. Soit m une mesure sur 7. On suppose que m est o-finie, ¢’est a dire qu’il existe (Fy, )neny C Tt.q. F = UpenEn
et m(E,) < +oo pour tout n € N.
(a) Montrer que I'ensemble des € F t.q. m({z}) > 0 (de tels = sont appelés “atomes" de m) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire I'ensemble A,, , = {z € E,; m({z}) > +}.]

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m, et une mesure purement atomique m, sur 7" telles que m =
mgq + m,. Montrer que mgy et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. mg(4) = 0 et
mq(A€) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-€tre inexact si m n’est que o-finie.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble des atomes
est infini.

Exercice 2.25 (limites sup et inf d’ensembles) Corrigé 28 page 300
Soit (E,T, m) un espace mesuré et (A,)neny C T. On rappelle que limsup,,_, .o An = Npen Up>n A4, et
liminf,, o Ap = Upen Np>n Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>p,A4,) < co. Montrer que

m(liminf A,) <liminf m(A4,) < limsupm(A4,) < m(limsup A4,,).

n—oo n—oo n—oo n—00
2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T, m) et (A,,)neny C T') pour lequel :

limsupm(A4,,) > m(limsup 4,,).

n—oo n— oo
3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < oo) pour lequel

m(liminf A,) < liminf m(A,) < limsupm(A4,) < m(limsup 4,,).

n— oo n— o0 n—oo n—oo

4. (x) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que ) m(Ay) < oo.
Montrer que m(lim sup,,_, ., A,) = 0.

Exercice 2.26 (Petit ouvert dense...) Corrigé 29 page 301
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On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure
inférieure a £ ? [On rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout € R et pour
toute > 0, ilexistea € At.q. |z —a| <e]

Exercice 2.27 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P(R)) Corrigé 30

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1] : xRy si z — y € Q. En utilisant I’axiome du choix, on construit un
ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour ¢ € QN [0, 1],
ondéfinit Ay ={y€[0,1[;y=x+qouy=x+qg— 1,2 € A}, c’est-a-dire A, = {y € [0,1];y —g € Aou
y—q+1e A}l

1. Montrer que quQm[O,l[ A, =10,1].

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, invariante par translation et vérifiant m([0, 1[) = 1, m
ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation
ett.q. m([a, b)) = b— apourtout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que 1’application \*, définie en cours,
ne peut pas &tre une mesure sur P (R).

Exercice 2.28 (Non existence d’une mesure sur P(R) donnant la longueur)
Cet exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de mesure sur P(R) t.q.
m([a,b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b, sans I’hypothése d’invariance par translation de I’exercice précédent.

Soit E un ensemble non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un ordre total, noté <, tel que pour tout
x € E, I'ensemble {y € E;y < x} est dénombrable, c’est-2-dire qu’il existe une application f, injective de cet
ensemble dans N. Si E = R ou E = [0, 1], on peut démontrer I’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de I’axiome du continu). Soit m une mesure sur P(E) ; on suppose que m est finie, i.e. m(E) < 400, et diffuse.
On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A) = 0, pour tout A € P(E). On pose, pour z € Fetn € N,
Am,n = {y S an Z l'etfy(l’) = Tl}
1. Montrer que pour tout z,y € Eetn € N, A, ,, N A4, , = 0.
En déduire que, pour tout n € N, {z € E;m(A,,) # 0} est au plus dénombrable (utiliser le fait que m est
finie).
2. Montrer qu’il existe « € E t.q., pour tout n € N, m(4,.,) = 0.
3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que m(FE) = 0 en utilisant la question précédente et le fait que
m est diffuse).

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) t.q. m(]Ja,b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b.

Exercice 2.29 Corrigé 31 page 302

Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle [ et tout € R on ait m(I) = m(I+xz) (avec [+z = {a+=,
a € I})etm([0,1]) = 1. Montrer que pour tout x € R, m({z}) = 0 (i.e. m est diffuse). En déduire que m est la
mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0, 1] en ¢ intervalles de longueur 1/q.]

Exercice 2.30 (Support d’une mesure sur les boréliens) Corrigé 32 page 303

Soit m une mesure sur B(RY). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple, considérer les pavés a
extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]

Exercice 2.31 (Ensemble de Cantor) Corrigé 33 page 304
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On considere I’espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A).

On pose Cp = [0,1],aY = 0,b8) = 1, et ag = 1. Pour n > 0, on construit Cy, 41 C [0, 1] de la maniére suivante : on
on L . 27L+1 N

-1 layy, biy] connu, et on définit Cy 11 = U, a1l prt on, pourp = 1,..., 27, a;‘;“_ll =ay,

bt =ar ot = — ot = br = £2dn et () <10 C = Nyp>oC

bp_1 = A+, ay) = by —ap g etby " = by, avec apqy = P et 0 < p, < 1.0npose C' = Nyp>oCh

(C s’appelle “ensemble de Cantor”, 1’exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

suppose C, = |J,_;[a [a

1. Montrer que C, 11 C C,,.

2. Montrer que C' est compact et 8’: 0.
3. (Question plus difficile.) Montrer que C' est non dénombrable.

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors A(C') = 0. En déduire que si A € 5([0,1]), A(4) = 0 n’entraine
pas que A est dénombrable.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (pp,)n>0 C]0,1[t.q. A(C) =e.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) = 0, alors f(A) est un
compact de R t.q. A(f(A4)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, on n’a pas
forcément A(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

Exercice 2.32 (Mesure complete) Corrigé 34 page 307
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Une partiec B de E est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de
T de mesure nulle. On note NV, I’ensemble des parties négligeables. Onpose T = {AUN; A€ T, N € N;,. }.
1. Montrer que T est une tribu et que 7 UN,,, C T.
2. Soit Ay, Ay € T et N1, Na € Ny, t.q. Ay U N1 = Ay U No. Montrer que m(A;) = m(As).
Pour B € T, soit A € T et N € N, t.q. B= AU N, on pose m(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)
3. Montrer que 77 est une mesure sur 7' et m|,, = m. Montrer que T est la seule mesure sur T égale am sur 7.
4. Montrer que Nz = N, C T.
L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire”, du point de vue de I'intégration, entre (E, T, m) et son

complété (E,T,m).

Exercice 2.33 (Série commutativement convergente dans R) Corrigé 35 page 309
Soit (an)neny C R. Le but de I’exercice est de montrer que si la série )
bijection ¢ : N — N, alors la série > a,, est absolument convergente.

neN Ap(n) est convergente pour toute

neN
Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que > _yat = oo. Montrer qu’il existe ¢ : N — N,
bijective, t.q. >/ ay(p) — 00 quand n — co. Conclure.

Exercice 2.34 (Régularité d’une mesure sur 53(IR), finie sur les bornés)
Cet exercice redémontre le théoréme de régularité (théoreme 2.3).
L. Soit m une mesure finie sur B(R), tribu borélienne sur R. On pose : T = {A € B(R) tel que Ve > 0,30
ouvertde R, et F' fermé de R, telsque F C A C Oetm(O\ F) < e}.
1. Soientaetb € R, a < b. Montrer que |a,b[ € T.
2. Montrer que T est une tribu. En déduire que m est réguliere.
3. En déduire que, VA € B(R), m(A) = inf{m(0),0 D A, O ouvert de R}.
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II. Soit m une mesure sur B(R), tribu borélienne sur R. On suppose que pour toute partie B bornée de R t.q.
B € B(R),ona:m(B) < +oo.

Pour B € B(R), on pose : vg(A) = m(AN B),VA € B(R).

1. Soit B € B(R) une partie bornée de R ; montrer que vp est une mesure finie.

2. Soient ¢ > 0 et A € B(R), montrer que, pour tout n € Z, il existe un ouvert O,, de R tel que O,, D
ANjn,n + 1] et m(0,) < m(ANn,n + 1]) + ﬁ [Appliquer 1.3 avec vp,, B,, ouvert borné contenant
Jn,n+ 1], et ANn,n + 1].]

3. a) Soiente > Oet A € B(R). Montrer que pour tout n € Z, il existe O,, ouvert de R et F,, fermé de R t.q.

F, C Anjn,n+1] C O, et m(O, \ Fy,) < 5.

b) Montrer que m est réguliere. [On pourra remarquer, en le démontrant, que si F,, est fermé et F,, C
In,n+1]Vn € Z, alors | J,,,, F, est fermé.]

¢) Montrer que m(A) = inf{m(0), A C O, O ouvert de R}, VA € B(R).

III. On note A la mesure de Lebesgue sur (R, R). Soit « € R* et § € R. Soit A € R. On pose aA + 3 =
{az+ B, x € A}. Montrer que A+ 8 € Retque A(a A+ () = |a|\(A). [On pourra commencer par étudier
le cas ot A est un ouvert de R.] (Nous appellerons cette propriété : “invariance par translation généralisée pour
la mesure de Lebesgue".)

Exercice 2.35 (Mesure sur S') Corrigé 36 page 310

On considere S' = {(x,y)" € R?, |z|> + |y|? = 1} (S est donc le cercle unité de R?). Pour 2z = (z,y)! € S1,
il existe un unique 0, € [0,27[ t.q. ¥ = cos(f,) et y = sin(f,). Pour o € [0,27[ et 2 € S* on pose R, (z) =
(cos(f, + a),sin(0, + «))t. Noter que R, est une bijection de S' sur S* (c’est la rotation d’angle «).

Définir une tribu 7' sur S, t.q. T contienne les parties de la forme {(cos(#),sin(6))?, 6 €]a, B[} avec —co <
a < 3 < oo, et une mesure y sur T de sorte que (S, T, 1) soit un espace mesuré avec p(S!) = 1 et t.q. p soit
invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et o € [0, 27[, on ait Ry (A) = {Ru(2), 2z € A} € T et
1(Ra(A)) = p(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(R), et la mesure de Lebesgue sur 5(R).]

2.7.3 Probabilités

Exercice 2.36 (Exemple de probabilité)
Soit E = {a}, k € N} un ensemble infini dénombrable et (pi)ren C [0,1]" t.q. pr > 0VEk € Net >, .y pr = 1.
1. Montrer que, pour tout A € P(E), A # 0, on peut définir p(A) = >_,. . 4 px- On pose p(0)) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.37 (Lemme de Borel-Cantelli) Corrigé 37 page 311

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A,,)nen C T. On pose B, = Up>, Ak et A = Nypen By, (on rappelle
que A = limsup,,_, o A4n).

1. Montrer que si ) .y P(An) < +o0 alors p(A) = 0.

2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements Aj,..., A, sont indépendants. On suppose aussi que
> nen P(An) = co. Montrer que p(A4) = 1.

Exercice 2.38 Soient £ une “population”, ¢’est-a-dire un ensemble fini,et (C, ), en une famille de "sous-popula-
tions", c’est-a-dire un systéme de constituants de 1’espace probabilisable (E, P(FE)). Soit P, la probabilité qu’un
individu de la population appartienne a la sous-population C,, c’est-a-dire p(C},), ot p est une probabilité sur
(E,P(E)). Sachant que dans chaque sous-population la probabilité d’étre gaucher est @Q),,, trouver la probabilité
qu’un gaucher appartienne a C,,.
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Exercice 2.39 Soient S; (resp. S2) un seau contenant n; cailloux noirs et by cailloux blancs (resp. no cailloux
noirs et by cailloux blancs). On tire au hasard, de maniere équiprobable, un des deux seaux, et on tire ensuite
au hasard, de maniere équiprobable, un caillou dans ce seau. Sachant qu’on a tiré un caillou noir, quelle est la
probabilité de I’avoir tiré du seau .51 ?

Exercice 2.40 Soient p une probabilité sur (R, B(R)) et F' la fonction de répartition de p. Montrer que F est
continue ssi p({a}) = 0. En déduire que F' est continue si F' ne charge pas les points.
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Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires a la définition de I’intégrale de Lebesgue.
De la méme maniere que les fonctions en escalier ont été introduites lors de la définition de I’intégrale des fonc-
tions réglées, nous introduisons maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E,T"). Nous
introduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi que les premieres notions de
convergence de ces fonctions. La notion de variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est
en général par la connaissance de la variable aléatoire (et par sa “loi de probabilité") que se construit le modele
probabiliste, I’espace probabilisé (E, T', p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’ objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F' (espace d’arrivée). Pour construire ainsi
une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au départ et un espace topologique a I’arrivée, car nous aurons
besoin dans 1’espace d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage a la limite dans la
définition de I’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie de 1’intégration) R, C, RY ou un
espace de Banach. Le procédé de construction dii a Lebesgue donne un role fondamental aux fonctions a valeurs
dans R (et 4 la notion de convergence “croissante") et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de R, (voir
la définition 3.1).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F' muni d’une famille de parties de F,
appelées “ouverts de F"", contenant () et F, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. On
rappelle aussi que, dans un espace topologique, x, — z, quand n — oo, signifie que, pour tout O ouvert
contenant x, il existe ng t.q. x, € O pour tout n > ny.

3. Soit F' un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur G, ou topologie induite sur G, la
topologie définie par I’ensemble des restrictions a GG des ouverts de F'. Si O C G, O est un ouvert de G si et
seulement si il existe U ouvert de F' t.q. O = U N G. Noter donc que O peut ne pas étre un ouvert de F' si G
n’est pas un ouvert de F. Par contre, il est important de remarquer que si G est un borélien de F' (c’est-a-dire
G € B(F), B(F) étant la tribu engendrée par les ouverts de F'), I’ensemble des boréliens de G est exactement
I’ensemble des boréliens de F' inclus dans G, c’est-a-dire B(G) = {B C G; B € B(F)}, ceci est démontré
dans I’exercice 2.3 page 42.

4. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F' est celui de la topologie donnée par une distance sur F'.
Dans le cas de F' = R, nous considérerons toujours R muni de la topologie donnée par la structure métrique de
R, c’est-a-dire par I’application “distance" définie par d(a,b) = |b — al.
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Définition 3.1 (Topologie et tribu de Borel sur R;) R, = R, U {cc}
1. Soit O C R.. O est un ouvert si pour tout a € O ona :

(a) Si0 < a < oo, alors il existe ¢ € R t.q. Ja —€,a +¢€[C O,
(b) sia =0, alors il existe « € R, 1.q. [0, a[C O,
(c) si a = oo, alors il existe . € Ry t.q. |a, 00] C O.

2. B(Ry) est la tribu (sur @i ) engendrée par les ouverts de R.. Soit B C R, on peut montrer (voir la remarque
3.2 ciapres) que B € B(R.) si et seulement si BNR € B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.2

1. La topologie sur R est la topologie induite par celle de R, c’est aussi la topologie induite par celle de R.
L’ensemble des boréliens de R est donc égal a I'ensemble des boréliens de R inclus dans R et c’est aussi
I’ensemble des boréliens de R inclus dans R (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {oo} € B(Ry)
(car {ooi est, par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de R ). On en déduit que, si B C R;,ona
B € B(R4) si et seulement si BN R € B(R) (noter que BNR = BNR}).

2. Soit A C R, A est donc un borélien de R, si et seulement si A € B(R) ousi A= B U {oo}, avec B € B(R).

3. La définition de la topologie sur R, donne bien que, pour (z,),eny C Ry, on a x,, — oo (dans R, quand
n — o00) si et seulement si, pour tout a > 0, il existe ng t.q. 2, €], 00| pour tout n > ng (ce qui est la
définition usuelle de convergence vers 0o).

4. On peut aussi montrer (exercice. .. ) que B(R ) est la tribu engendrée par C; = {]a, oc]; a € Ry }. C'est aussi

la tribu engendrée par Co = {]a,o0[Ry; a € R}. Par contre, ce n’est pas la tribu engendrée (sur R ) par
Cs = {]a,o0[;a € Ry} (onadonc T(Cs) C B(Ry) et T(C3) # B(R4)).

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.2 (Fonction caractéristique) Soient (E,T) un espace mesurable et soit A € T. On appelle fonction
caractéristique mesurable de I’ensemble A, et on note 1 4 (ou x a) la fonction définie par : 1 4(x) = 1six € A et
la(z) =0six € AC

Définition 3.3 (Fonction étagée) Soient (E,T') un espace mesurable et f ; E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques

n
mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie (Ai)izly___m CTetnréelsay,...,ay tels que f = Z a;la,.
i=1
2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R .

On note & I’ensemble des fonctions étagées et £ I’ensemble des fonctions étagées positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir I’intégrale a partir de la notion de mesure. On
se limite pour I’instant aux fonctions positives afin de donner un sens a 1’addition de mesures infinies. Notons que,
dans la définition d’une fonction étagée, les ensembles A; peuvent étre d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de considérer une décomposition
de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection vide. C’est I’objet du lemme suivant :

Lemme 3.1 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € & une fonction étagée positive, non identiquement nulle. Alors il
e).ci'ste une uniquefcgnilleﬁnie (ai, Ai)i=1,.n CREXT 1.q.0 < a1 < ... < an A; #0, pourtouti, A;NA; =0,
siiF#j et f=30"1aila,.
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DEMONSTRATION : Soient (B;)i=1,..., C T, (b;)i=1,.., C Ret f = > ¥ | b;1p, une fonction étagée positive
non nulle. L’ensemble Im f des valeurs prises par f est donc fini. Comme Imf C R, on a donc Imf \ {0} =
{ai,...,an} avec 0 < ai,... < a,. Enposant A; = {z € E; f(z) = a;},onadonc f = DI, a;1a, avec
A; # 0et A,NA; = 0. (Noter aussi que { € E; f(x) = 0} = (U, A4;)°) Il reste 2 montrer que A; € T.
Pouri € {1,...,n},onpose I; = {K C {l,...,p};a; = > ,cxbx}. On a alors, pour tout i € {1,...,n},
A; = Uger,Ck, avec Cx = ﬁ?lej, Dj =B;sije KetDj = Bfsij¢ K. Les propriétés de stabilit€ d’une

tribu nous donnent alors que A; € T pour tout ¢ € {1,...,n}. On a donc trouvé la décomposition voulue de f.
Le fait que cette décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement {a1,...,a,} = Imf \ {0} et
Ai ={z € E; f(z) = a;}. "

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la forme précédente, de définir
I'intégrale de f comme [ fdm = >." | a;m(A;).

En fait, on pourra méme (cf définition 4.1) définir I’intégrale d’une fonction étagée avec une décomposition plus
générale (non unique) grace au lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive non nulle, t.q. [ =
n P

ZailAi et f = ZbilBi Ol ay,...,an, b1,...,b, sont des réels strictement positifs, (A;)i=1,.n C T et
i=1 i=1

(Bi)i=1,...p C T sont des familles de parties disjointes deux a deux, i.e. telles que A; N Aj = 0 et B; N B; = 0 si

i % j. Alors :

n

> aim(4;) = ijm(Bj). (3.1)

i=1

DEMONSTRATION : On pose, pouri = 1,...,netj =1,...,p, C;; = A; N B;. En remarquant que {x; f(z) >
0} = Ui Ai = UJ_, By, on écrit A; = UL_, Cj; et Bj = U7, C;. On peut donc écrire

i=1 j=1
et
D n
j=1 j=1i=1
On remarque alors que a; = b; d&s que C;; # (), d’ou Iégalité 3.1. |

Lemme 3.3 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € & une fonction étagée. Alors il existe une unique famille finie
(@is Ai)i=o,..n CRXT tq a; # ajsii # j, A; # 0, pourtouti, A;NA; =0,sii# j, E=U"yA; et
f = Z;L:O a’ilAz"

DEMONSTRATION :
La démonstration est tres voisine de celle donnée pour la décomposition d’une fonction étagée positive (lemme
3.1). L'ensemble {a;, i € {0,...,n}} est]’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement les valeurs

non nulles) et A; = {x € E; f(z) = a;}.
m

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.
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Proposition 3.1 (Structure vectorielle de £) Soir (E,T") un espace mesurable, I’ensemble des fonctions étagées,
&, est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g € €, ona aussi fg € E.

DEMONSTRATION :

Soit f,g € & et soit o, 8 € R. On utilise la décomposition de f et g donnée dans le lemme 3.3. Elle donne
[ =" aila, etg = Z;":O b;jlp,. Comme les familles (A;){icqo,...n}} €t (Bj){je{o,..,m}} forment des
partitions de E,on a:

=% Z;nzo aila;np; etg = Z;'nzo >i—obila,n;;
de sorte que aof + Bg = 1L, D27 o(aa; 4 Bbi)1a;nB;, ce qui montre que af + g € &, et donc que & est un
espace vectoriel.

D’autre part, on remarque aussi que fg = > ;" >_7"; aibila,np,, ce qui montre que fg € £.
"

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de I’intégrale des fonctions étagées (voir proposition
4.1).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale a une classe de fonctions plus générale que celle des fonctions étagées (posi-
tives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On pourra ensuite utiliser une technique de “passage a la
limite" pour définir I’intégrale de telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de FE dans F'. L’espace de départ, F, est
muni d’une tribu et ’espace d’arrivée, F', est, en général, muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les
exemples fondamentaux sont ' = R ou F' = R, ). On peut aussi considérer le cas oli F' est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F’).

Définition 3.4 (Fonction mesurable) Soient (E,T) un espace mesurable et F' un ensemble muni d’une topologie
(par exemple : F' = R ou R, ). Une fonction f, définie de E dans F, est une fonction T-mesurable si f~1(A) €
T, pour tout A € B(F). (Ce qui est équivalent a dire que la tribu f~*(B(F)) = {f~'(B), B € B(F)} est
incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~'(B) € T} contient B(F), voir I’exercice 2.4 sur
les tribus image directe et image réciproque.) En [’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de
“T'-mesurable”.

Plus généralement, si F' n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F')) mais est muni directement
d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E,T) et (F,T)), une fonction f, définie de E dans F,
est une fonction (T, T )-mesurable si f~1(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent & dire que la tribu
F7YT) = {f~Y(B), B € T} estincluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~'(B) € T}
contient T.) En I’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de “(T, T )-mesurable".

Enfin, si E et F sont deux espaces munis d’une topologie, on dit que | est borélienne si f est mesurable en prenant
les tribus boréliennes sur E et F' (c’est-a-dire les tribus engendrées par les ouverts).

Remarque 3.3 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (£, T") un espace mesurable. Soit f € £
(donc f est une application de E dans R). D’apres la proposition 3.3, il existe (Ao, ..., A,), partition de E,
et ap,...,a, € Rtq. f =Y ja;1la, et A; € T pour tout i € {0,...,n}. Pour tout B C R, on a donc
f~YB) = Ui a;eByAi € T. Ce qui prouve que f est mesurable de E dans R.

Noter que si f € £,, on a donc aussi f mesurable de £ dans R, (voir I’exercice 3.4).
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La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou ““ élément aléatoire” (au lieu de “fonction
mesurable" ou “application mesurable").

Définition 3.5 (Variable aléatoire, élément aléatoire)

1. Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire une fonction X définie de E dans R et
T-mesurable, i.e. t.q. X "1 (A) € T, pour tout A € B(R).

2. Soit (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonction X, définie de E dans F, est un élément
aléatoire si c’est une fonction (T, T )-mesurable (c’est-a-dire si X ~*(A) € T, pour tout A € T ). Lorsque F est
un espace vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoire”.

Remarque 3.4 Comme cela a été dit dans la proposition 3.4, on dit, en 1’absence d’ambiguité, “mesurable" au
lieu de “T-mesurable". On remarque d’ailleurs que le terme probabiliste “variable aléatoire" ne mentionne pas la
dépendance par rapport a la tribu. Dans la définition 3.5, on a noté X la variable aléatoire plutdt que f car c’est
I’usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.6 (Tribu engendrée par une fonction mesurable)

Soient (E,T) un espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X) une fonction mesurable de E dans R
(resp. une variable aléatoire) alors I’ensemble {f~1(A), A € B(R)} (resp. {X~1(A), A € B(R)}) est une tribu
sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction mesurable f (resp. la variable aléatoire X ). Cette tribu est
aussi la tribu image réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.7 (espaces M et M) Soit (E,T) un espace mesurable, on note :
- M(E,T)={f: E — R, mesurable },

- M (E,T)={f: E — Ry, mesurable }.

En I'absence d’ambiguité, on notera M = M(E,T) et My = My (E,T).

Proposition 3.2 (Premieére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T') un espace mesurable et f : E — F, avec F = R ou R . Soit C une partie de P(F) engendrant la
tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et seulement f~1(C) € T pour tout C € C. En particulier,
f est mesurable si et seulement si f vérifie ['une des deux propriétés suivantes :

1. 7Y, B]) € T, pour tout o, B € R, o < 3,
2. f7Y(Ja, 00]) € T, pour tout o € R.

Dans cette caractérisation, I’ensemble |a, B[ (ou o, 00]) désigne, bien siir, I’ensemble des éléments de F' appar-
tenant a |« B[ (ou |a, 00).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de ’exercice 3.1. Le lecteur pourra trouver lui-méme d’autres
caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la proposition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la
tribu 7)) dans R, la fonction f est mesurable si et seulement si f~1(Jo, 0]) € T pour tout o > 0 (par contre,
f~Y(Ja, 00]) € T pour tout & > 0 n’implique pas que f est mesurable).

La proposition suivante nous permettra de définir I’intégrale des fonctions appartenant a M (comme limite
d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par contre, on ne pourra pas donner un sens, dans
le cas général, a I’intégrale des fonctions appartenant a M.

Proposition 3.3 (Mesurabilité positive) Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R Alors f € M si et
seulement si il existe une suite (f)neny C Ey, 1.q. :

1. Pourtout x € E, fp(x) — f(x), quand n — oo,
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2. fng1(x) > fo(x), pour tout x € E, et tout n € N.

les 2 conditions précédentes seront dénotées dans la suite sous la forme f, 1 f quand n — oo.

DEMONSTRATION : Soit (fp)nen € €+ t.q. frn T f quand n — co. On remarque que, pour tout « € R,

FH (e, +00]) = | £t (e, +00]). (3.4)

neN

Comme f,, est mesurable, pour tout n € N (voir la remarque 3.3), on a f,, !(Jo, +00[) € T pour tout n € N et
donc, par stabilité de 7" par union dénombrable, f~*(Ja, +-0c]) € T'. Ceci étant vrai pour tout o € R, on en déduit,
comme {]a, +00], a > 0} engendre B(R ), que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M.

Réciproquement, on suppose que f € M+. On va construire (f,)nen C €4 t.q. frn T f quand n — oo.

Pour n € N*, on définit la fonction f,, par:

D . p p+l n
fn(x): 2781 f(fL') S [27,27”[, aveCpE {07,’”2 _1}, (35)
nsi f(z) > n,
de sorte que
n2"—1 »
frn=nlizeE; f2)>n} + Z 271{376E;f(z)6[2%,p;;1 -
p=0

Comme f € My, ona{z € E; f(v) >n} € Tet{z € B; f(z) € [&, L[} € T pour tout n et tout p, on a
donc (fn)nen+ C Ex.

On montre maintenant que, pour tout x € F, on a f,(z) — f(x), quand n — co. Soit z € E. On distingue deux
cas :

Premier cas. On suppose f(xz) < co. Onaalors, pour n > f(2), |f(z) — fau(z)| < 5=. Onadonc f,(z) — f(z)
quand n — 0.

Deuxiéme cas. On suppose f(x) = oo. On a alors f,,(z) = n pour tout n € N* et donc f,(x) — f(z) quand
n — 0Q.

On montre enfin que, pour tout z € F et pour tout n € N*, on a f,11(x) > fu(z). Soitz € E etn € N*. On
distingue trois cas :
Premier cas. On suppose f(z) > n+ 1.Onaalors f,11(x) =n+1>n= f,(z).

Deuxiéme cas. On suppose n < f(x) < n+ 1. Il existe alors i € {n2"*!, ... (n+1)2"*" — 1} tq. f(z) €
[, 22k]. On aalors fa(2) = 1 < e = fusa (0).
Troisieme cas. On suppose f(z) < n. Il existe alors p € {0,...,n2" — 1} t.q. f(z) € [£, B [= [524, 25;;111) [.

Si f(a) € [3%r, H [ ona ful@) = F = 52 = fara(@). Si flo) € [, [ ona fule) = & <
% = fnt1(x). On a toyjours f,(z) < frni1(x).

On a bien ainsi construit (f,,)pen< C €4 t.q. fr T f quand n — oo.

Proposition 3.4 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T') un espace mesurable, et f : E — R. On suppose que f
est mesurable. 11 existe alors une suite (f,)nen C € t.q., pour tout v € E, f,(x) — f(x), quand n — oc.
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DEMONSTRATION :

On définit la fonction f* : E — R, par f*(z) = max(f(x),0) pour tout x € E. On remarque que f™ € M
(et f+ € M, voir I’exercice 3.4). En effet, f* prend ses valeurs dans Ry et (f)7!(Ja,00]) = f~ (Ja,0) € T
si @ > 0. On conclut en remarquant que {]a;, 0o, @ > 0} engendre B(R ). On définit également f~ = (—f)™,
de sorte que f = f* — f~.On adonc aussi f~ € M. La proposition 3.3 donne I’existence de (fy,)nen C Ex
et (gn)nen C €4 t.q. fn T [T et gy T f~ quand n — oo. On pose h,, = fn, — gn, de sorte que hy,(z) — f(x),
quand n — oo, pour tout x € F. D’autre part, comme £ est un espace vectoriel (voir la proposition 3.1 page 55),
ona (hy)nen € &.

[

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M (voir la proposition 3.5) une
deuxiéme caractérisation de la mesurabilité, voir la proposition 3.6.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble tres “stable”, c’est-a-dire que des opérations “usuelles”
(comme “addition", “multiplication”, “limite"...) sur des fonctions mesurables donnent encore des fonctions me-
surables, ceci est précisé dans la proposition suivante. Dans le cas (fondamental) de (E,T) = (R, B(R)), il est
“difficile" de trouver des fonctions non mesurables (comme il est “difficile”" de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal de B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur au cardinal de P(R)). En
pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R dans R sont foutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait

“beaucoup” de fonctions non mesurables. . . ).
Proposition 3.5 (Stabilité de M et M) Soit (E,T) un espace mesurable.
1. Soit I C N.

Soit (frn)ner C My, alors sup,,c; fn € My etinf,cr fr, € M.

Soit (fn)ner C M. Si sup,c; fn prend ses valeurs dans R, alors sup,,c; fn, € M. De méme, si inf,cr fy
prend ses valeurs dans R, alors inf ¢y f,, € M.

2. Soit (fn)nen C My, alors limsup,,_, . fn € My etliminf, . f, € M.
Soit (fn)nenw C M. Si limsup,,cy frn prend ses valeurs dans R, alors limsup,,cy frn € M. De méme, si
liminf, ey f, prend ses valeurs dans R, alors liminf, ¢y f,, € M.

3. Soit (fn)nen C M. On suppose que f,(x) — f(z) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.
Soit (fn)nen C M. On suppose que f,(x) — f(z) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.

4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.

DEMONSTRATION :

1. Soit (fn)nen C M. Il est clair que f = sup,,; fn est bien définie et prend ses valeurs dans R,. Puis, Pour
tout o € R,ona f~! (o, o¢0]) = Uper f,, ' (Jo, >¢]) € T. Comme {Ja,00] N Ry, o € R} engendre B(Ry.), on
en déduit que f est mesurable de F dans R, c’est-a-dire f € M.

De méme la fonction f = inf,c; f, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans R (elle prend méme ses
valeurs dans R si les f,, prennent leurs valeurs dans R, ceci n’est pas vrai avec la fonction sup,,c; fr). On
remarque ensuite que f~1(] — co,af) = Unerf, t(] — o0, af), pour tout o € R. Comme {] — o0, a["R4,
a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable de E dans B(R,.), c’est-a-dire f € M.

Soit maintenant (f,,)neny C M. La fonction f = sup,,c; f, est bien définie si on la considére comme étant a
valeurs dans R car elle peut prendre la valeur 400 en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans
RR. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f~!(Ja, 00[) = Uner f t(Ja, oo[) et que
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{]a, 0], @ € R} engendre B(R). De méme, La fonction f = inf,,c; f,, est bien définie si on la considere comme
étant a valeurs dans R car elle peut prendre la valeur —oo en certains points. On la suppose maintenant 2 valeurs
dans R. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f~*(]—o0, o) = Uper f t(J—o0, af)
et que {] — o0, ], @« € R} engendre B(R).

2. Soit (fn)nen C M. Onpose f = limsup,, .. fn, la fonction f est bien définie a valeurs dans R ;. Pour tout
rze€ F,ona

f(z) =limsup fn(z) = lim (sup fp(x)) = inf (sup f,(z)),
n—s00 n=00 p>p neN p>n

c’est-a-dire f = inf,en(sup,>,, fp). En utilisant les résultats précédents (avec sup puis inf), on a donc f €
M. Un raisonnement similaire donne lim inf,,_, fn, = sup,,ey(infp>n fp) € M.
Soit maintenant ( f,,)nen C M. On suppose que

f =limsup f, = inf (sup f;)
n—oo neN p>n
(qui est bien définie dans R U {co}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent leurs valeurs dans R, on
peut alors remarquer que la fonction sup,,>,, f, prend aussi ses valeurs dans R, pour tout n € N. On a donc, avec
la propriété démontrée en 1, sup,,~,, f, € M pour tout n € N. Puis, utilisant encore la propriété¢ démontrée en 1,
f = infpen(sup,s,, fp) € M. Un raisonnement analogue donne lim inf,, o fn = sup,en(inf,>n fp) € M
des que I’on suppose que liminf,, ., f, prend ses valeurs dans R.

3. Cette question est immédiate grace a la précédente. Il suffit de remarquer que dés que la limite de la suite
(fn(x))nen existe, elle est nécessairement égale a la limite supérieure (ou la limite inférieure) de cette méme
suite (f,(x))nen, ¢’est-a-dire que lim,,_, fn(x) = limsup,,_, . fn(x) (pour tout z € E). Ici on remarque
donc simplement que f = limsup,,_, ., f» et on applique la propriété 2.

4. Soit f,g € M etsoit a,8 € R On pose h = af + [Sg. D’apres la proposition 3.4, il existe (fp,)nen C & et
(gn)nen C € t.q. fu(x) = f(x) et gn(x) — g(x), quand n — oo, pour tout z € E. On pose h,, = a.fy, + Bgn,
de sorte que h,(x) — h(z), quand n — oo, pour tout x € E. La proposition 3.1 donne que £ est un espace
vectoriel sur R, on a donc (hy,)pen C €. Comme £ C M (voir la remarque 3.3), la propriété 3 ci dessus donne
alors que h € M. Lensemble M est donc un espace vectoriel (sur R).

Soit f,g € M. On pose h = fg. On raisonne comme ci dessus, il existe (fn)nen C € €t (gn)neny C &
t.q. fu(z) = f(x) et go(x) — g(z), quand n — oo, pour tout © € E. On pose h,, = fngn, de sorte que
hn(z) — h(zx), quand n — oo, pour tout z € E. La proposition 3.1 donne aussi (h,)neny € € C M. La
propriété 3 ci dessus donne alors que h € M.

Proposition 3.6 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soit (E, T') un espace mesurable et f : E — R.
Alors, [ est mesurable si et seulement si il existe une suite (f,)neny C € t.q., pour tout x € E, fp(x) = f(x),
quand n — oo.

DEMONSTRATION :
Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.4 pour le sens “seulement si" et par la propriété 3 de la

proposition 3.5 pour le sens “si".
L]

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu T') dans R est mesurable (c’est-a-dire appartient 2
M) si et seulement si il existe (fy,)nen C €4 t.q. fr T f (voir la proposition 3.3).
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Remarque 3.5 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.6 peut étre fausse si on prend pour F' un espace
topologique quelconque (elle reste vraie, par exemple, si F' est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec
une définition immédiate de £ généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs dans R ou R ..

Définition 3.8 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout © € E, on pose :
- [T (x) = max(f(x),0),

- [~ (z) = —min(f(z),0) = (—f)"(2),

= |fl(z) = [f(2)].

Proposition 3.7 Soient (E,T) un espace mesurable et f € M. Onaalors f = f+ — f~,
fo f| eMinNM.

DEMONSTRATION :

Le faitque f = f+ — f~ et |f| = f + f est immédiat. On a déja vu, dans la démonstration de la proposition
34, que fT, f~ € My etdonc que f+, f~ € M (voir Iexercice 3.4). La proposition 3.5 donne que M est un
espace vectoriel sur R. On a donc | f| € M et donc aussi | f| € M. car |f]| > 0.

fl=ft+fe [T,

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E, T) et (F, T) deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F, 7) = (R, B(R))) et f une fonction
mesurable de F vers F. Si m est une mesure sur 7', alors on peut définir, a partir de f et m, une mesure sur 7 de
la maniére suivante :

Proposition 3.8 (Mesure image) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (F,T) un espace mesurable et f une fonc-
tion mesurable de E vers F (c’est-a-dire (T, T )-mesurable). Alors, 'application my définie de T dans R par :
mg(A) = m(f~1(A)), pour tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image par f.

DEMONSTRATION : 11 suffit de remarquer que m ¢ est bien définie, que m () = 0 et que my est c—additive, ce
qui découle naturellement des propriétés de m. |

Définition 3.9 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)
Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire une fonction mesurable de E,
muni de la tribu T', dans R, muni de la tribu borélienne). On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la
probabilité px image de p par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité px.

Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de probabilité d’une variable aléa-
toire. Une conséquence immédiate du théoreme 2.4 est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est
entierement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.9 (Egalité de deux lois) Soient (E, T, p) et (E',T',p’) des espaces probabilisés, X une variable
aléatoire réelle sur F (c’est-a-dire une fonction mesurable de E, muni de T, dans R muni de B(R)) et X' une
variable aléatoire réelle sur E'. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) = p'({Y < t}) pour tout
t € R. Ona aussi px = py si et seulement si p({s < X <t}) =p'({s <Y < t}) pour tout s,t € R, s < t. (Les
inégalités strictes peuvent remplacées par des inégalités larges.)
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DEMONSTRATION : Cette proposition est une conséquence des théorémes 2.4 et 2.5. Il suffit de remarquer que
p({X <t}) =px(] —oo,t]) et p({s < X <t}) = px([s,t]) (et les mémes égalités avec Y au lieu de X).
(]

On rappelle que la notation p({X < t}) (si X est une v. a. réelle sur I’espace probabilisé (E, T, p)) signifie
p({w € E; X(w) < t}). Cette notation sera abrégée sous la forme p(X < ).

Définition 3.10 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E',T',p’) des espaces probabilisés, X (resp. X') une variable aléatoire de (E, T, p) (resp.
(E', T, p")) dans (R, B(R)), on dit que les variables aléatoires X et X' sont équidistribuées si elles ont méme loi
de probabilité.

Définition 3.11 (Variable aléatoire discreéte, entiére, continue) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle sur (E, T, p), px la loi de la variable aléatoire X et Fx sa fonction de répartition ;

1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.
2. 8i X(E) C N, on dit que la variable aléatoire X est entiére.

3. Si la fonction de répartition Fx définie de R dans [0, 1] est continue, on dit que la variable aléatoire est continue.

Définition 3.12 (Variables aléatoires indépendantes)

Soit (E, T, p)) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et Xy,..., Xy une famille de variables aléatoires réelles. On dit que X1, ..., Xy sont indépen-
dantes (ou que la famille ( X1, ..., Xn) est indépendante) si les tribus engendrées par X1, ..., Xy (on notera
souvent 7(X) ou o(X) la tribu engendrée par la variable aléatoire X ) sont indépendantes.

2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indépendante (ou que les v.a. X1,
..y Xpn, ... sont indépendantes) si, pour tout N > 1, les v.a. X1, ..., Xy sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. " une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées
(ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la suite ont mé&me loi).

Soit (E, T, p)) un espace probabilisé et X, Xo, X3 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables aléatoires réelles). Le fait que
X soit indépendante de X5 et X5 n’implique pas que X; soit indépendante de (par exemple) X5 + X3, méme
si X5 et X3 sont indépendantes. Mais, on a bien X; indépendante de X + X3 si la famille (X1, X5, X3) est
indépendante. Ceci est une conséquence da la proposition suivante.

Proposition 3.10 (Indépendance et composition)

Soit (E,T,p)) un espace probabilisé, n > 1, m > 1l et Xq,..., X, Y1,...,Yy, des va.r. indépendantes. Soit ¢
une fonction borélienne de R™ dans R et 1) une fonction borélienne de R™ dans R. Alors, les v.a.r. (X1, ..., X,)
et Y(Y1,...,Y,,) sont indépendantes. Nous avons ici décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2
groupes. la proposition peut se généraliser a une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DEMONSTRATION : La notation ¢(X7,...,X,,) est un peu incorrecte (mais est toujours utilisée). Elle désigne
(comme on le devine facilement) la composition de ¢ (qui va de R™ dans R) avec I’application de E dans R"
donnée parles X;,i =1,...,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation a un nombre quelconque de groupes) est une consé-

quence simple de la proposition 2.11 dés que 1’on remarque que la tribu engendrée par (X7, ..., X,,) est incluse
dans la tribu engendrée par X1, ..., X,, ce que nous démontrons maintenant.
On note 7 la tribu engendrée par X1, ..., X,, et X 1’application de F dans R™ qui aw € F associe (X1 (w), ...,

X, (w))*. Nl est facile de voir que {A € B(R™) t.q. X *(A) € 7} est une tribu (sur R™). Si A = ]I, A, avec
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A; € B(R) pourtouti = 1,...,m,ona X 1(A) =N, X; '(A;) € 7 (car X; ' (A;) appartient a 7(X;) et donc
a 7). Comme B(R"™) est engendrée par I’ensemble des produits de boréliens de R (et méme par I’ensemble des
produits d’intervalles ouverts de R, voir I’exercice 2.7), on en déduit que {A € B(R") t.q. X !(A) € 7} contient
B(R™). Pour tout B € B(R), on a donc (p(X))"1(B) = X (¢~}(B)) € 7 car ¢~ 1(B) € B(R™) (puisque ¢
est borélienne). ce qui prouve bien que la tribu engendrée par (X7, ..., X,,) est incluse dans la tribu engendrée
par Xq,..., X,. (]

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de I’'indépendance. Cette conséquence est que, si X, Y sont
des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X, Y") est le produit des lois Px et Py (c’est-a-dire , avec les notations
du Chapitre 7, P(xy) = Px @ Py). Une propriété analogue est vraie pour une famille (X1, ..., X,) de var.
indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théoréme tres utile en probabilités sur la représentation d’une v.a. mesurable
par rapport a une autre v.a..

Théoreme 3.1 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

Soient X etY deux v.a. réelles définies sur un espace de probabilités (0, A, P). Alors, lav.a. Y est mesurable par
rapport a la tribu engendrée par X (notée 7(X)) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans
R telle que Y = f(X).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce résultat fait I’objet de 1’exercice 3.15 (corrigé 48). 1l est intéressant de
remarquer que le démonstration de ce théoréme faite dans le corrigé 48 donne les informations complémentaires
suivantes :

— Y est 7(X)-mesurable bornée si et seulement si il existe f borélienne bornée t.q. Y = f(X),

— Y est 7(X)-mesurable positive si et seulement si il existe f borélienne positive t.q. Y = f(X).

La partie “si" de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si", il suffit de remarquer que la
démonstration faite dans le corrigé 48 donne f t.q.

Im(f) ={f(t), t € R} CIm(Y)U{0}, avec Im(Y) = {Y(w), w € 2}.

3.5 Convergence p.p., p.s., €n mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace mesuré a valeurs dans R
(ou R, ) et on donne des liens entre ces différentes convergences. On introduit les notions équivalentes pour les
variables aléatoires en langage probabiliste.

Définition 3.13 (Egalité presque partout) Soient (E,T,m) un espace mesuré, F' un ensemble et f et g des fonc-
tions définies de E dans F (F = R ou F = R, par exemple) ; on dit que f = g m-presque partout (et on note
f=gm-p.p.)sil’ensemble {x € E; f(x) # g(x)} est négligeable, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. m(A) =0
et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et g sont des fonctions mesurables de £ (muni de la tribu 7" et de la mesure m) dans
R (ou R,), 'ensemble {z € E; f(z) # g(z)} (noté aussi {f # g}) appartient & T'. Le fait que f = gm p.p.
revient donc a dire que m({f # g}) = 0. Dans la cas ol f ou g n’est pas mesurable, I’ensemble {f # g} peut
étre négligeable sans appartenir a T' (il appartient nécessairement a 7' si la mesure est compleéte, voir la définition
2.15).
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En I’absence de confusion possible, on remplace m-p.p. par p.p.. Cette définition se traduit en langage probabiliste
par:

Définition 3.14 (Egalité presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X et Y des variables aléatoires
réelles. On dit que X =Y presque siirement (et on note X =Y p.s.), si 'ensemble {x € E; X (z) # Y (z)} est
négligeable.

Définition 3.15 (Convergence presque partout) Soient (E,T,m) un espace mesuré, F' un ensemble, (f,)nen
une suite de fonctions de E dans F et f une fonction de E dans F (F = R ou F = R, par exemple); on dit
que f, converge presque partout vers f (fn, — f p.p. ) si il existe une partie A de F, négligeable, t.q., pour tout
élément x de A, la suite (f,,(x))nen converge vers f(x).

Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.

La définition 3.15 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.16 (Convergence presque sure) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X, )nen une suite de va-
riables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On dit que X,, converge presque siirement vers X
(X, — X p.s. ) si il existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de A€, la suite (X, (x))nen
converge vers X (x).

Définition 3.17 (Convergence presque uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C Met f € M.
On dit que f, converge presque uniformément vers f (f, — f p.unif. ) si, pour tout € > 0, il existe A € T t.q.
m(A) < e et f, converge uniformément vers f sur A°.

a convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir exercice 3.24).
L f t 1 tout 3.24

ention, la convergence “presque uniforme" ne donne pas la convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de
Attention, 1 “ f "ne d 1 “unif dehors d ble d
mesure nulle". La convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle" est reliée a la convergence
“essentiellement uniforme", c’est-a-dire la convergence pour le “sup essentiel”, défini ci-apres, ou pour la norme
I - oo que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.18 (sup essentiel) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit que [ est essentiellement
bornée si il existe C € R tel que |f| < C p.p.. On appelle alors “sup essentiel de |f|", et on le note || f|| o
Uinfimum des valeurs C telles que | f| < C p.p.. Si f n’est pas essentiellement bornée, on pose || f||oo = 0.

Remarquons que dans le cas ou (E,T,m) = (R, B(R), A), le sup essentiel d’une fonction continue est la borne
supérieure de sa valeur absolue (ceci fait 1’objet de la proposition 6.4).

Définition 3.19 (Convergence essentiellement uniforme) Soit (E,T, m) un espace mesuré, (f,)nen une suite
de M et f € M. Ondit que f,, converge essentiellement uniformément vers f (fn, — f ess. unif. ) si || frn—flloo —
0 lorsque n. — +00.

Il est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la convergence presque uniforme, mais
la réciproque est fausse (voir I’exercice 3.25). Le théoréme suivant donne, dans le cas ot la mesure est finie, un
résultat trés important qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence presque uniforme.

Théoreme 3.2 (Egorov) Soient (E, T, m) un espace mesuré, tel que m(E) < 400, (fn)ney C Met f € M. On
suppose que f, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < ¢ et f,, converge uniformément
vers f sur A°. (Autrement dit, la suite ( f,,)nen converge presque uniformément vers f.)
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La démonstration de ce théoréme fait I’objet de 1’exercice 3.25. Attention, lorsque m(E) = +oo, on peut trouver
des suites de fonctions qui convergent presque partout et non presque uniformément.

Définition 3.20 (Convergence en mesure)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)ney C M et f € M. On dit que f,, converge en mesure vers f si :

ve>0, lim m({z € E;|f(z) — falz)] 2 €}) = 0. (3.6)

Cette définition se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.21 (Convergence en probabilité) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X,,)necn une suite de
variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire . On dit que X,, converge en probabilité, vers X si :

Ve >0, ll)IJ{l p{z e X, ;| X(x) — Xp(x)| > e}) =0. 3.7

On peut montrer (cf exercice 3.23) que si (f,,)nen C M converge en mesure vers f € M et (f,,)nen converge en
mesure vers g € M, alors f = ¢ p.p.. On montre aussi que si (fy,)neny C M converge en mesure vers f € M et
(gn)nen converge en mesure vers g € M, alors (f,, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M, et, si
m est une mesure finie, (f,, gn)nen C M converge en mesure vers f g € M.

On montre & I’aide du théoréme d’Egorov que si f,, converge vers f presque partout, et si m(E) < oo, alors
fn converge vers f en mesure. Réciproquement, si f,, converge vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de
(fn)nen qui converge vers f presque uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai méme si
m(E) = +oo (voir exercice 3.26).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a présent avec les relations
existantes entre eux. Les relations entre convergence presque partout et convergence en mesure (resp. convergence
presque sure et convergence en probabilité) sont étudiées dans 1’exercice 3.26. (On en introduira bientdt encore
quelques-unes. . .)

Terminologie “analyste" Terminologie “probabiliste'
convergence simple (cs)
convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque sure (Cps)
convergence presque uniforme (cpu)
convergence en mesure (cm) convergence en probabilité (cp)

On a les implications suivantes :

Terminologie ‘“analyste'’ Terminologie “probabiliste

(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) pour une sous-suite (cp) = (cps) pour une sous-suite

(cpp) = (cm) si la mesure est finie  (cps) = (cp) (car une probabilité est une mesure finie)
(cpu) = (cm)
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)Corrigé 38 page 312
Soient (E, T') un espace mesurable et f une application de E dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~(B) € T} est une tribu.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(IR), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(ii) f~1(C) € T, pour tout C € C.

Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f a valeurs dans R)
Soit {2 un ensemble et F une c-algebre sur 2. Soit f une application de €2 dans R. On munit R de la tribu
borélienne.

1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout € R, {w € Q, f(w) <z} € F.
2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout z € R, {w € Q, f(w) <z} € F.

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Corrigé 39 page 312
Soit (E,T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E — Fety : FF — R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et o sont mesurables. Montrer que ¢ o f est mesurable (de F dans R).

Exercice 3.4 (R ou R....) Corrigé 40 page 312

Soitp : R = R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la consideére comme une application de R
dans R, (R étant aussi muni de la tribu borélienne).

Exercice 3.5 (Stabilité de M) Corrigé 41 page 313

1. Soient (E,T'), (E',T"), (E”,T") des espaces mesurables, f (resp. g) une application de E dans E’ (resp. de E’
dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de E dans
E".

2. Soit (E,T') un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R) ; soient f et g des fonctions mesu-
rables de £ dans R.

(a) Montrer que f* (= sup(f,0)), f~ (= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de F dans R.
(b) Montrer que f + g, fg et |f]| sont des fonctions mesurables de F dans R.

3. Soient (F,T) un espace mesurable, ( f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On suppose que
la suite (fy,(z))nen converge (dans R) pour tout € E. On pose f(x) = limp— 400 fn(z) (pour tout z € E).
Montrer que f est une fonction mesurable de £ dans R.

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe donc B C At.q. B ¢ T.Montrerque h = 15 — 1 A\ B N’est pas mesurable (de E dans R),
alors que |h| I’est.

Exercice 3.6 (Mesurabilité des fonctions continues) Corrigé 42 page 314
Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).
2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.
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Exercice 3.7 (Mesurabilité de 1¢)
On munit R de sa tribu borélienne. La fonction 1g est-elle mesurable ?

Exercice 3.8
Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (E,T) ;

1. On prend pour X la variable aléatoire nulle, c’est-a-dire X : F — R, X(x) = 0, pour tout z € E. Calculer
la loi de probabilité px de X. En déduire que la connaissance de px ne permet pas en général de déterminer la
probabilité p sur E.

2. Montrer que px détermine p de maniere unique si la tribu engendrée par X (voir la définition 3.6), notée T'x,
est égale a T'. Cette condition est-elle nécessaire ?

Exercice 3.9

Soit A une tribu sur un ensemble E et A € Atel que : B € Aet B C A implique B = () ou B = A. Montrer que
toute fonction mesurable (de £ dans R) est constante sur A. En particulier si .4 est engendrée par une partition,
une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition. Donner une fonction constante sur tout
élément d’une partition mais qui ne soit pas mesurable. [Prendre comme partition de R tous les singletons. .. ]

Exercice 3.10 (Egalité presque partout) Corrigé 43 page 314

1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et
seulement si f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et dg la mesure de Dirac en O ; montrer que f = g dg p.p. si et seulement

si £(0) = 9(0).

Exercice 3.11 Corrigé 44 page 315

Soit f : RY x R dans R. On munit R? de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). On suppose que f est mesurable
par rapport & z € R, pour tout y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R, pour tout z € RV,
Pourn > letp € Z, on pose : ag = %, p € Z; on définit la fonction f,,, n > 1, de RY x R dans R par:

fn(xay) = f(xv (L;), si y e [ag,az+1[
1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +00.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(RN*1)si A €
B@RYN) et B € B(R). Ceci est démontré dans 1’exercice 2.6 page 43 pour N = 1 et dans I’exercice 7.1 pour
N > 1]

3. Montrer que f est mesurable.
[On pourra se contenter du cas N = 1...]
Exercice 3.12 (Tribu de Borel sur R, ) Corrigé 45 page 316

1. Montrer que {[0, 8], 8 € R% } engendre B(R.).
2. Montrer que {[0, 3[, 8 € Q N R* } engendre B(R).
3. (Question plus difficile.) Montrer que {]0, 3], 3 € R*% } n’engendre pas B(R. ).

Exercice 3.13 Corrigé 46 page 317
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Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se propose de
montrer que le graphe de f est un borélien de R?. On admettra le résultat suivant, vu dans I’exercice 2.6 :

A, B € B(R) = A x B < B(R?).

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(z,y) = y.

1

. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.

2. On pose G(f) = {(z,y)t € R?;y = f(z)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) € B(R?).

Exercice 3.14 (mesurabilité au sens de Lusin) Corrigé 47 page 317

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de R™. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement
réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(R™Y) et pour tout € > 0, il existe F' fermé et O ouvertt.q. F C A C O
etm(O\ F) <e).

Soit f € RV — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compact K et pour tout £ > 0, il
existe Ky compact, K1 C K, t.q. m(K \ K;) < eet f‘Kl € C(Ky,R).

1.

On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(RY). Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.
[Construire K7 avec K, F et O, ou F et O sont donnés par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € £(RY, B(RY)). Montrer que f est mesurable

au sens de Lusin.

. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RY, B(R™)). Montrer que f est mesurable au sens de

Lusin. [On rappelle qu'une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théoreme d’Egorov, Théoreéme 3.2, et la question précédente.]

Exercice 3.15 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.) Corrigé 48 page 318

Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités (€2, .4, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport a la tribu engendrée par X (notée
7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire , plus
précisément, que Y = f o X).

1.

. Soit n un entier. On définit la fonction ¢,, : R — R par : ¢, (z)

Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ol f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y est 7(X)-
mesurable.

On suppose maintenant que Y™ est 7(X )-mesurable.

. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # aj pour j # k et une suite

d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que
Y = Z Qj ].Aj .
J

On suppose aussi que U; A; = Q. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il existe une fonction borélienne
f:R—>RtellequeY = f(X).
1

T n

[nx] ol [-] désigne la partie entiere. ([z] est
le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout z € R, ¢,,(x) converge vers x, quand n — co.
(b) On pose Y,, = ¢,,(Y'). Montrer que Y,, est 7(X) mesurable.
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4. Terminer la preuve du théoreme.
Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que
Px(f=g) =1

Exercice 3.16 (Composition de v.a.) Corrigé 49 page 320
Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y},),en une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit Z par

Yw € Q, Z(w) = YN(w)(w).
Montrer que Z est une variable aléatoire.

Exercice 3.17 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes) Corrigé 50 page 321

Soit (E, A, P) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évenements) Soit A;, Ay € A. Montrer que A; et A, sont indépendants (c’est-a-dire
P(A1NAy) = P(A1)P(As)) si et seulement si les tribus 7({ A1 }) et 7({A2}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(Bl n BQ) = P(Bl)P(BQ) pour tout B; € T({Al}) et By € T({AQ}))

2. (Indépendance de n évenements, n > 2) Soitn > 2, Ay, ..., A, € A. Montrer que les événements Ay, ..., A,
vérifient “P(NierA;) = [[;c; P(As) pour tout I C {1,...,n}" si et seulement si les tribus 7({41}),...,
7({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N_, B;) = [[;—, P(B;) pour tout B; € 7({A4;}),i € {1,...,n}).

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que I’on peut avoir n évévements, notés Ay, ..., A, indépen-
dants deux a deux, sans que les événements A, ..., A, soient indépendants.
4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € Aj et que A; et A, sont deux tribus indépendantes (et contenues dans A).
Montrer que P(A) € {0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0, 1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de .A.

5.Soitn > let Ay,..., A, € A. Montrer que les événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si
lesva.1la,,...,14, sontindépendantes.

Exercice 3.18 (Indépendance 3 par 3 et dépendance globale)
Trouver un espace de probabilités et 4 v.a.r. prenant leurs valeurs dans {—1,1} t.q. les 4 v.a. soient 3 par 3 indé-
pendantes mais ne soient pas indépendantes. [On pourra considérer des produits de v.a. indépendantes. ]

Exercice 3.19 (De loi uniforme a loi donnée) Corrigé 51 page 324
Soit (E, A, P) un espace de probabilités, X une v.a.r. et U une v.a.r. de 1oi ([0, 1]). Soit F' la fonction de réparti-
tion de X (i.e. Fi(x) = P(X < x) pour z € R). Pour u € R, on définit G(u) de la maniére suivante :

( ) =inf{zx € R; F(z) > u}, siu €0, 1],
u) =0, siu ¢]0,1].

/\

Onpose Y = G(U) (c’est-a-dire Y (w) = G(U(w)) pour tout w € E).
1. Soit u € |0, 1[, montrer que {x € R; F(x) > u} # (), inf{zx € R; F(z) > u} € Ret

{z e R, F(z) > u} = [G(u), +o0l.
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2. Montrer que Y est une v.a.r..

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < z) = P(U < F(x)), pour tout
r € R.]

Exercice 3.20 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.)

Soit (E, A, P) un espace de probabilités, Y une v.a.r., (X, )nen une suite de v.a.r. et X une application de E dans
R. On suppose que X,, T X, quand n — oo, et que X,, et Y sont indépendantes, pour tout n € N. Montrer que X
est une v.a.r. et que X et Y sont indépendantes. (N.B. La conclusion est encore vraie sans la croissance de la suite
Xn)

Exercice 3.21 (Construction de v.a. i. de lois uniformes)

Soit (E, A, P) un espace de probabilités.

1. Soit (Up,)nens, une suite de v.a.riid. avec P(U, = 0) = P(U, = 1) = 1/2. Montrer que V, définie par
V =>,51 Un27" est une v.a. de loi U([0, 1]).

2. Soit Uy, i, n, k > 1, des vaariid. avec P(U, = 0) = P(Upr = 1) = 1/2. Montrer les v. a. V,,, n > 1
définies par Vi, = >, 5, Un.127% sont des v.a.r.i.i.d. de loi U([0, 1]).

Exercice 3.22 (Loi du “produit de la loi exponentielle par +1'")

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X suit une loi expo-
nentielle de parametre A (avec A > 0), c’est-a-dire que Px est une mesure de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue et cette densité est la fonction f définie par f(x) = Aexp(—Az)ljg 1o0[(*) pour z € R. On suppose
que Yestt.q. P(Y =1)= P(Y = —1) = 1/2. Donner la loi de XY

Exercice 3.23 (Convergence en mesure) (x*)Corrigé 52 page 325
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que ( f,,)nen converge en mesure vers f
et g, alors f = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({x € E; |f(z) — g(z)| > 6}) = 0].

2. Montrer que si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M et (g, )neny C M converge en mesure vers
g € M, alors (f, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (f,)nen C M converge en mesure vers
f € Met(gn)nen C M converge en mesure vers g, alors ( f,, gn)nen C M converge en mesure vers f g € M.
[On pourra commencer par montrer que, si ([, )nen C M converge en mesure vers f € M, alors, pour tout
e > 0, il existe ng et kg € N tels que, sin > ng et k > ko, onam({z € E; |f,(x)| > k}) < e]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsque m(F) = oo.

Exercice 3.24 (Convergence p.u. et convergence p.p.) Corrigé 53 page 326

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E dans R)
et f € M. On suppose que f,, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout £ > 0 il existe A € T t.q.
m(A) < eet f, — f uniformément sur A€). Montrer que f,, — f p.p., quand n — oo.

Exercice 3.25 (Théoreme d’Egorov) (xx) Corrigé 54 page 327

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, (f,,),ecn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +o0.

Pour j € N* et n € N, on définit :

1
Anj =1z |f(2) = fulz)] > 3}, et B, ;=] 4, (3.9)

p=n
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1. Montrer que a j fixé, lirf m(By, ;) = 0.
n—-+oo

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A) < e et f,, — f uniformément sur A° lorsque n — +oc.
En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).
[On cherchera A sous la forme : U B, j, avec un choix judicieux de n;.]
jEN*
3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +oo.

Exercice 3.26 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Corrigé 55 page 328
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fy,)ncn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de F dans R. On rappelle que, par définition, la suite ( f,,),cn converge en mesure vers f si :

Ve >0, lim m({z € E;|fu(z) = f(2)| > €}) = 0. 3.9)
1. On suppose ici que m(E) < +oc.

(a) Montrer que si (f,)nen tend vers f presque partout, alors ( f,, )nen tend vers f en mesure [Utiliser le théoréme
d’Egorov.]

(b) (Question plus difficile.) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On dit que (f,,)nen est de Cauchy en mesure si :
Ve>0,¥6>0,3n € N;p,g > n=m({z € E;|fp(x) — fy(x)] >e}) <4 (3.10)

Montrer que si la suite ( f,,),en converge en mesure vers f, alors ( f,,)nen est de Cauchy en mesure.

3. Soit (f)nen une suite de Cauchy en mesure ; montrer qu’il existe une fonction mesurable g et une sous-suite
(fni)ken, telles que pour tout € > 0, il existe A € T vérifiant m(A) < ¢ et tel que (fy, )ren converge
uniformément vers g sur A€. [On pourra construire la sous-suite (f,, )ren de telle sorte que m(Ay) < 27K
avec A, = {x € E;|fp,,, (x) — fn, ()| > 27}, et chercher A sous la forme U Ay, ot p est convenablement

k=p
choisi.]

4. Montrer que si (f,,)nen converge en mesure vers f, il existe une sous-suite qui converge vers f presque partout.
[On pourra commencer par montrer que la suite (f,, )ken construite a la question précédente converge presque
partout et en mesure.]

Exercice 3.27 (Conv. en mesure et fonctions continues) Corrigé 56 page 330
Soit (€2,.A,m) un espace mesuré, (X, ),ecn une suite de fonctions mesurables de €2 dans R et X une fonction
mesurable de €2 dans R. On suppose que X,, — X en mesure, quand n — co.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que p(X,,) — (X) en mesure, quand
n — oQ.

2. On suppose, dans cette question, que m est une probabilité (on a donc m(€2) = 1, les fonctions mesurables
sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soit (o une fonction continue de R
dans R. Montrer que ¢(X,,) — ¢(X) en probabilité, quand n — oc. [On pourra commencer par remarquer que
limg— 400 m({|X]| > a}) =0.]

3. On prend ici (22, A,m) = (R, B(R), A). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convena-
blement X, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure (quand n — c0) et ¢p(X,,) 4 ¢(X) en mesure pour
certaines fonctions ¢ continues de R dans R.
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Exercice 3.28
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini. On pose, pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-dire

frgeM): ol
-9
a(f,g) = / ————dm
(5:9) L+|f =gl
1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R (c’est-a-dire que /= € L4 (E, T, m) pour tout

TS
f, 9 € M) et que d est une semi-distance sur M (c’est-a-dire que d(f, g) = d(g, ) pour tout f,g € M, et que
d(f,h) <d(f,g) + d(g,h), pour tout f, g, h € M).

2. Soient ( f)nen C M et f C M. Montrer que f,, converge en mesure vers f lorsque n — 00 si et seulement

si Em d(fn, f) = 0. [l est probablement utile de considérer, pour ¢ > 0, les ensembles 4, = {z €
n

E;|fa(x) = f(2)] > e} ]

Exercice 3.29 (Mesurabilité d’une limite p.p.)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C M(E,T)et f : E — R. On suppose que f,, — f p.p.. Montrer
que f € M(E,T), ou (E,T,m) est le compété de (E,T,m) (voir le théoreme 2.1). En donnant un exemple
(c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f.)nen et f), montrer qu’on peut avoir f € M(E,T).

Exercice 3.30 (Ess. uniforme versus p.u.) Corrigé 57 page 331

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # 0, on pose
| flloo = inf Af. Si Ay =0, on pose || f||o = oc.

1. Soit f € M t.q. Ay # (). Montrer que || f|o € Af.

2. Soient (fn)neny C Met f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que || f,, — f|loc — 0 quand n — oo (on dit que f,, — f essentiellement
uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f,)nen et f), montrer qu’on
peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fr, — floo 7 0.

Exercice 3.31
Soit A la classe des sous-ensembles de Z tels que

pourn >0, 2ne€ A<=2n+1¢ A.

1. Montrer que .4 est une tribu.

2. Montrer que I’application ¢ : n — n + 2 est une bijection de Z dans Z, mesurable quand Z est muni (au départ
et a larrivée) de la tribu A (c’est a dire t.q. que o~ !(A) € A pour tout A € A). Montrer que I’inverse de ¢
n’est pas mesurable.

Exercice 3.32
On considere des applications f de E dans R. On note o(f) = {f~1(A), A € B(R)} (o(f) est la tribu image
réciproque de B(R) par f).

1. Décrire o(f) dans chacun des cas suivants :

(@) E=TRet f(z) =xou f(z) = 2% ou f(x) = |z|.
(b) E=R?%et f(x,y) =2+ .

2. Montrer que les singletons sont tous dans o (f) si et seulement si f est injective.
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3. Dans le cas général, montrer qu’une fonction g de E dans R est o( f)-mesurable si et seulement si il existe une
fonction borélienne ¢ de R dans R t.q. ¢ = o f. [On pourra commencer par le cas ou g est étagée, puis utiliser
un argument de limite].

4. Montrer que 1’on a toujours une fonction bornée g t.q. o(g) = o(f).

Exercice 3.33 (Mesurabilité des troncatures) Corrigé 58 page 331
Soit (X, T') un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours quand
on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z)>a
falz) =< f(z) si |f(z)]<a

—a st f(x)<-—a

Montrer que f, est mesurable.

Exercice 3.34

Soit (E,T') un espace mesurable (on munit R de la tribu des boréliens B(R), comme toujours). Soient (f,,)nen
une suite de fonctions mesurables de E dans R, et A I’ensemble des points = € E tels que ( f,,(z))nen ne soit pas
de Cauchy. Montrer que A est mesurable (i.e. A € T)).

Exercice 3.35
Soit ¢ : R? — R B(R?)-mesurable. Pour z € R, on pose : f,,(z) = ¢(x, z).
1. Montrer que f, est B(R)-mesurable.

2. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables. Montrer que ¢ = 9 Aa-p.p. & f, = fy A-p.p.. (A2 est la mesure
de Lebesgue sur B(RR?) dont on suppose I’ existence).

3. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables t.q. :

(@) p(x,.) et ¥(x,.) sont continues p.p. en z € R
(b) ©(,.y) et (., y) sont mesurables pour tout y € R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory".)
(a) Montrer que ¢ et 1 sont B(R?)-mesurables.
(b) Montrer que ¢ = ¥ Aa-p.p. = @(x,.) = ¥(z,.) partout, p.p. en x € R. En déduire que si ¢ = 1) \y-p.p,
alors f, = fy A-p.p..

Exercice 3.36 (Exemple de tribu engendrée) Corrigé 59 page 332
Dans cet exercice, on s’intéresse 2 la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur €2, muni de la
tribu A, a valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, Q = {1,2,3,4,5,6}, 4 = P()) et X est la variable aléatoire
définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de 4 éléments.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soitn € N*, Q@ = {0,1}", A =P(Q)) etk € {1,--- ,n}. La variable aléatoire
X représente le k-ieme tirage, X est donc I’application w = (wy,- - ,w,) — wg. Montrer que 7(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

3. Dans cette question, on prend 2 = R, A = B(R) et, pour tout w € , X(w) = w — [w], ot [w] désigne la
partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}. Si C est un borélien inclus dans [0, 1] (ce
qui est équivalent a dire C' € B([0, 1[)), on pose ¢(C) = UgezCk, avec C, = {x + k, © € C'}. Montrer que
7(X) ={»(C), C € B([0,1))}-
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Exercice 3.37 (Tribu et partition)

Soit 2 un ensemble. On appelle partition de {2 une famille finie ou dénombrable de parties non vides de ) et
disjointes deux a deux et dont I’'union est égale a 2. Les éléments d’une partition sont appelés atomes.

1. Soit a = {4, ; i € I} une partition de 2 et soit 7(a) la tribu engendrée par a. Montrer que
7(a) = {U AjouJ CI}.
=
En déduire qu’une v.a. réelle est 7(a)-mesurable si et seulement si elle est constante sur tous les atomes de a.

Une partition a est dite plus fine qu’une partition b si tous les atomes de b s’écrivent comme union d’atomes de
a.

2. Montrer que si a est plus fine que b et si b est plus fine que a alors a et b sont égales.

3. Montrer que si a et b sont deux partitions telles que 7(a) = 7(b) alors a et b sont égales.

Exercice 3.38 (Fonctions constantes) Corrigé 60 page 333

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). Pour ¢ € R, on pose p(a) =
P(X~1(] — 00,a])) (on note souvent X (] — 00,a]) = {X < a}). La fonction ¢ est donc la fonction de
répartition de la probabilité Px.

1. Montrer que ¢ est une fonction croissante de R dans R et que lim,_, 1 o (a) = 1, lim,—, o (a) = 0.

On suppose maintenant que, pour tout B € B(R),ona P(X~!(B)) =0ou 1.
2. Montrer qu’il existe « € Rt.q. X = ap.s..
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Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (E, T, m) (dont un exemple fondamental est (E,T,m) = (R,

B(R), A), on voudrait généraliser la notion d’intégrale a cet espace, ¢’est-a-dire introduire une application qui a f,

fonction de E dans R, associe un réel, dépendant de la mesure m, que nous noterons [ fdm, tel que :

- Sif=14, A€T, alors [ fdm =m(A),

— Lapplication ainsi définie soit linéaire, c’est-a-dire que pour toutes fonctions f et g définies de F dans R,
[(af + Bg)dm = o [ fdm + B [ gdm, V (o, B) € R2.

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur foutes les fonctions de F dans R, nous allons la définir

seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables".

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On rappelle que £ est I’ensemble des fonctions étagées de E dans R, ne prenant
que des valeurs positives ou nulles. Si f € £, f non nulle, le lemme 3.1 nous donne, en particulier, I’existence de
(aiy Ai)iz1,.n CREXT Q. A;NA; =0,sii# 4,4,5 € {1,...,n},et f = > " | a;14,. D autre part, le lemme
3.2 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on écrit sous la forme : f = Y7 | a;14,, o
les A; sont deux a deux disjoints et les a; sont strictement positifs, la valeur Z?:l a;m(A;) est indépendante de la
décomposition choisie. On peut donc définir I’intégrale sur £, de la maniere suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £,) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f de E dans R une
fonction étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £y ). Soient (A;)i=1,...n, C T une famille de parties disjointes
deux a deux (i.e. t.q. A; N A; = 0 sii # j)etnréels a,...,a, strictement positifs tels que f = > | a;la,.
On définit I'intégrale de f, qu’on note [ fdm, par: [ fdm ="._, a;m(A;) (on adonc [ fdm € Ry). D’autre
part, si f =0, on pose [ fdm = 0.

n
Remarque 4.1 En adoptant la convention 0 X 400 = 0, on peut aussi remarquer que si f = Z a;la, € E4, 00
i=1
la famille (A;);=1, ., C Testt.q. A;NA; =0sii# j,etoulesréels ay, ..., a, sont supposés positifs seulement,
on a encore :

/fdm = aim(4,). 4.1)
i=1
Proposition 4.1 (Propriétés de I’intégrale sur £,) Soient fetgec &, aet f € RY, alors :
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— linéarité positive : af + g € E4, et /(af + Bg)dm = a/fdm —i—B/gdm,

— monotonie : f > g = ffdm > fgdm.

DEMONSTRATION :

1l est facile de montrer que si f € £y eta € Ry onaof € 4 et [afdm = « [ fdm. Pour montrer la
linéarité positive, il suffit donc de considérer le cas @« = 8 = 1 et f et g non nulles. Soit donc f, g € &4,
non nulles. D’apres le lemme sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives non nulles (lemme
3.1), on peut écrire f = Y. a;la, et g = Z;n:lblej avec 0 < a; < ... < ap, A; # () pour tout ¢,
ANAj=0sii#5,0<b <...<by, Bj# 0pourtout j, Bj N B; = (si j # i. En posant ag = by = 0,
Ag = (UjAy)° et By = (Uj_ Bj), onaaussi f = >;" jaila,, g = > j-,bjlp, eton peut écrire f + g =
Yo Z;.":O(ai +b;)1a,0B; = Z(i’j)eK(ai +b;)1a,nB,;»avec K = {(i,7) € {0,...,n} x{0,...,m}\ (0,0)}.
Onadonc f+g € Eyet [(f+g)dm = 3 5 cx(ai +bj)m(A; N By). On en déduit [(f + g)dm =
Z?:l Z;n:o alm(Az n Bj) + Z;nzl Z?:O bjm(A1 OBJ) = Z?:l azm(Al) =+ Z;n:l bjm(B]) (car (Ao, ceey An)
et (By, ..., By,) sont des partitions de E). On a donc bien montré [(f + g)dm = [ fdm + [ gdm.

Il reste a montrer la monotonie. Soit f, g € £4 t.q. f > ¢g.Onadonc f — g € £, (on rappelle que £ est un espace
vectoriel sur R, voir la proposition 3.1) et donc la linéarité positive nous donne que [ fdm = [(f — g)dm +
Jgdm > [ gdm car [(f — g)dm > 0.

[

Remarque 4.2

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de I’intégrale sur £, est que, si f € £, pour n’importe quelle

n
décompositionde f : f = ZailAi €&y, ai,...,an > 0et(A;)i=1,..» CT (onnesuppose plus A, NA; =0
i=1
si i # j), on a encore, par linéarité positive :

/fdm = zn:ai/lAi = zn:aim(AiL 4.2)
i=1 i=1

en posant a;m(A;) = 0sia; = 0.
2. Une conséquence de la monotonie de I’intégrale sur £ est que, pour tout f € £ ,ona:

[ im=sup [ gim.g € €9 < 1),

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir I’intégrale des fonctions de M .

Lemme 4.1 Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C E4, et g € E4, tels que :
= fn+1(z) > fn(z), pourtourn € N, et tout x € E,
- lim f,(x) > g(x), pour tout x € E,

n—oo

alors

lim [ f,dm > /gdm. 4.3)

n— oo

Noter que la suite ([ f,dm),en est une suite croissante de R, donc sa limite existe dans R, .
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DEMONSTRATION : Pour x € E, on pose f(x) = lim,, 1 o fn(7) (cette limite existe et appartient 2 R ). Il se
peut que f ¢ £, mais on a toujours f € M et les hypotheses du lemme donne f,, T f quand n — oo.

Soit a €]0, 1], on définit, pour n € N :
A, ={z € E; ag(x) < fo(x)}. 4.4

Onadonc 4, = (f, —ag)~([0,00]) € T, A,y C Api1 (car fr, < fry1) et E = UpenA,. Eneffet, siz € E, on
distingue 2 cas :

1. Sig(x) = 0, alors « € A,, pour tout n € N donc & € UpenAn,

2.Sig(z) > 0, onaalors ag(z) < g(z) < lim,_ o frn(z). Il existe donc n, (dépendant de x) t.q. x € A,, pour
n > ng. Donc, x € UpenAy.

On a donc bien montré que £ = UpenAy,. (Comme A,, C A,,+1, pour tout n € N, on peut aussi remarquer que la
suite de fonctions (agl 4, )nen converge simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On remarque maintenant que agla, € &4, f, € €4 et que, grace a la définition de A,, ona agls, < f,.La
monotonie de I’intégrale sur £, donne donc :

/aglAndmg /fndm. “4.5)

En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.1) il existe (b;, B;)i=1,..p t.9.0 < by < ... <bp, B; #0
pour tout i, B; N B; =0sii#jetg=>Y "  bilp,.Onadoncagly, ="  ablpna, etdonc:

P
/ozglAndm = Z abm(B; N A,).

i=1

Comme U, en(B;NA,) = B;N (UpenAy,) = B; N E = By, la continuité croissante de m donne m(B; N A,,) —
m(B;), quand n — oo. On en déduit :

n—oo

p p
lim [ agla, dm = lim Z abm(B; N A,) = Zabim(Bi) = /agdm.
n—oo
i=1 i=1
On peut donc passer a la limite, quand n — oo, dans (4.5) et obtenir :
/agdm < lim [ f,dm.
n—oo

Enfin, la linéarité positive de I’intégrale sur £ donne [ agdm = « [ gdm. On conclut la démonstration du lemme
en faisant tendre « vers 1.
(]

Remarque 4.3 Dans la démonstration précédente, on a besoin de o < 1 pour pouvoir écrire ag(z) < f,,(z) pour
n > ng, avec n,; € N pouvant dépendre de x. Un tel n, pourrait ne pas exister en prenant o = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.1.
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Lemme 4.2
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Soient deux suites (fp)nen et (gn)nen d’éléments de € conver-
geant simplement et en croissant vers f. On a alors :

lim [ f,dm = lim [ g,dm. 4.6)

n—oo n— oo

DEMONSTRATION :
On applique le lemme 4.1 avec g = gy, p fixé. On obtient [ g,dm < lim,_, | f,dm. Puis, passant a la limite
quand p — 00, lim,_, f gpdm < limy, f fndm. On obtient enfin (4.6) en changeant les r6les de f,, et gp.

]

Le lemme 4.2 permet donc de définir I’intégrale sur M, de la maniere suivante :

Définition 4.2 (Intégrale sur M) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M. D’apres la proposition sur
la mesurabilité positive, il existe une suite (f)nen C E4 telle que f, T [ quand n — oo, ¢’est-a-dire :

— Pourtout x € E, f,(z) = f(z), quand n — oo,

— fo+1(x) > fn(x), pourtout v € E, et tout n € N.

On définit I'intégrale de f en posant :

/fdm = lim [ fodm (€ Ry). 4.7

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de 1’intégrale d’une fonction mesurable positive a partir
d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Alors

/fdm = Sup{/gdm,g €&r9<f}

DEMONSTRATION : Soit (f,,)nen C &4 telle que f,, T f quand n — oo.

La monotonie de I'intégrale sur &, donne que [ f,dm = sup{ [ gdm,g € £;,g < fn} (voir la remarque 4.2).
Comme f,, < f, on adonc, pourtoutn € N:

/fndm = sup{/gdm,g €&, 9 fu} < sup{/gdmg €&p,9< fh

La définition de | fdm donne alors : [ fdm < sup{ [ gdm,g € 4,9 < f}.

Pour montrer 'inégalité inverse, soit g € & tq. ¢ < f. Comme f, 1 f, le lemme 4.1 donne [ gdm <
lim,, oo [ fndm = [ fdm.Onadoncsup{ [ gdm,g € E;,g9 < f} < [ fdm.

Proposition 4.2 (Propriétés de I’intégrale sur M ) Soient f et g € M4, aet § € R%, alors :
— linéarité positive : af + g € My, et /(af + Bg)dm = a/fdm +6/gdm,
— monotonie : > g= [ fdm > [ gdm.
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DEMONSTRATION :
La linéarité positive se démontre de maniere trés simple a partir de la linéarité positive sur £ (proposition 4.1). et
de la définition 4.2.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.3.

Remarque 4.4 (A propos de 0 x co...) Soient (E,T,m) un espace mesuré et A € T t.q. m(A) = 0. On note
I 4 1a fonction indicatrice de I’ensemble A. Cette fonction est définie de F dans R par: I4(z) = +oosiz € Aet
I4(z) =0sia & A. Cette fonction est souvent notée aussi 0ol 4. Il est clair que T4 € M et que I4 est la limite
croissante de la suite (f,)neny C £ définie par f,, = nl,. On en déduit, en utilisant la définition de 1’intégrale
sur M, que [ Tadm = 0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.4 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € My et A€ T. Onnote fly € My la fonction définie par fla(z) = f(z)siz € Aet fla(z) =0
si x € AC. On définit [, fdm par [ f1adm. On suppose que m(A) = 0. Alors, [, fdm = 0.

2. Soit f, g € My t.q. f = gp.p.. Alors, [ fdm = [ gdm.
3. Soit f € My t.q. f =0p.p.. Alors [ fdm = 0.

DEMONSTRATION :

1. Soit f € M et A € Tt.q.m(A) = 0. Soit I 4 1a fonction indicatrice de I’ensemble A (définie dans la remarque
4.4). On a évidemment f14 < I4 et donc, par monotonie, f fladm = 0.

2. Soit f, g € My tq. f = gp.p..Soit A € T t.q. m(A) = 0et flge = glae. Onadonc flge, glac € My
et [ flaedm = [ glacdm. D autre part, comme | fladm = [ gladm = 0, on a aussi, par linéarité positive
[ fdm = [ flacdm+ [ fladm = [ f1acdm (et de méme pour g). Donc, [ fdm = [ gdm.

3. Soit f € M, tq. f =0p.p.. Alors [ fdm = [0dm = 0.

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I’intégrale a certaines fonctions non mesurables :

Définition 4.3 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f définie sur A°, a valeurs dans R (resp. R ), avec A € T,
m(A) = 0 (on dit que f est définie p.p., car f n’est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) si il existe g € M (resp. g € M4 ) t.q. f = g p.p.. (c’est-a-dire
qu’il existe B € T t.q. m(B) =0, B D Aet f = g sur B®).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose f fdm = fgdm, avec g € M t.q. f = g p.p. (noter que cette intégrale
ne dépend pas du choix de g, grdce au lemme 4.4).

Remarque 4.5 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats suivants :

1. Soit f de E dans R ou R . Alors, f € &, sietseulementsi f € M, Imf C R, et card(Imf) < oo.

2. Soit A € T't.q. m(A) = 0et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et seulement si il existe (fp,)neny C €
t.q. fn — f p.p. (voir I’exercice 4.17).

3. Soit A € T t.q. m(A) = Oet f de A° dans R,. Alors, f est m-mesurable positive si et seulement si il existe
(fn)nen C €+ t.q. fn — fpp-
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Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebichev
(voir la section 4.9) en découlent immédiatement.

Lemme 4.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € My ett € R ; alors :

m(f>1) < / fdm. “3)

DEMONSTRATION : On définit A, = {f >t} = {x € E; f(z) >t}.Ona A; € T et f > t14,. Par monotonie
de I’intégrale sur M, on en déduit I’inégalité 4.8. |

4.3 Théoreme de convergence monotone et lemme de Fatou

Théoréme 4.1 (Convergence Monotone (1)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit (fy,)nen une suite de My
t.9. fnt1(x) > fo(x), pour tout n € N et tout x € E. On pose, pour tout x € E, f(x) = lir_irrl fulx) € Ry
n—-+00

Alors f € My et: /fndm — /fdm lorsque n — +oc.

DEMONSTRATION :
Noter que si (fy)nen € 4, le fait que [ f,dm — [ fdm, lorsque n — +o00, est donné par la définition de
Iintégrale sur M . La difficulté est donc ici de travailler avec (f,,)nen € M4 au lieude (fy,)nen € 4.

Comme ( f,,)nen C M converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.5 donne f € M, . Puis, par
monotonie de I’intégrale sur M, on a

lim /fndm < /f dm. 4.9
n—-+oo
Il reste donc a montrer que :
lim /fndm > /fdm. 4.10)
n—-+oo

Pour montrer (4.10), on va construire une suite de fonctions (g,)pen C €4 t.q gp T f, quand p — oo, et g, < f,
pour tout p € N.

Pour tout n € N, f,, € My ; il existe une suite de fonctions (f,, p)pen C E+ t.q. frnp T fr lorsque p tend vers
+00. On définit alors :
Gp = Sup fnp 4.11)

n<p
On note que :

1. g, € &4 car g, est le sup d’un nombre fini d’éléments de £, (donc g, est mesurable, Im(g,) C Ry et
card(Im(g,)) < oo, ce qui donne g, € £).

2. gp+1 = gp, pour tout p € N. En effet, comme f, ,41 > fn p (pour tout n et p), on a

Gp+1 = SUP{ fp41,p41,SUP frpt1} = SUP fropr1 = SUP frp = Gp-
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour z € E, g(z) = lim;, o gp(7) € Ry (car la suite (g,(z))pen est croissante dans
Ry).
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3. g = f. En effet, on remarque que g, > fp sin < p. On fixe n et on fait tendre p vers I'infini, on obtient
g > fr pour tout n € N. En faisant n — oo on en déduit g > f. D’autre part,ona f, , < f, < f pour toutn
et tout p. On a donc g, < f pour tout p. En faisant p — oo on en déduit g < f. On a bien montré que f = g.

4. gp < fp pour tout p € N. En effet, f,, < fn < fp sin <p.Onadonc g, =sup, <, fnp < fp-

Les points 1 a 3 ci dessus donnent (g,)pen € E+ et g, T f quand p — oo. Donc, la définition de I’intégrale sur
M donne [ fdm = lim, , [ g,dm.

Le point 4 donne (par monotonie de I'intégrale sur M) [ g,dm < [ f,dm, on en déduit
/fdm = lim /gpdm < lim /fpdm.
p—00 p—00
Finalement, on obtient bien [ fdm = lim,_,, [ fpdm.

On utilisera souvent une légere extension (facile) du théoréme de convergence monotone :

Théoréme 4.2 (Convergence Monotone (2)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit (fn)nen C M. On sup-
pose que fn T f p.p. (¢’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) T f(x) pour tout x € A°). La
fonction f (définie p.p.) est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe g € My t.q. f = g p.p.) et

/fndm — /fdm. On rappelle que, par définition (voir la définition 4.3), [ fdm = [ gdm avec g € M t.q.
f=gpp.

DEMONSTRATION :

Soit A € T't.q. m(A) =0et f,, T f sur A, quand n — oo. On pose g, = frlac (C’est-a-dire g, (z) = fn(x)
siz € Aetgy(z) =0siz € A).Onag, € Myetg, T gavec g = flae (cCest-d-dire g(z) = f(z) si
x € A%etg(z) = 0siz € A). Comme g € M, et f = g p.p., on a donc f m—mesurable positive. Puis, le
théoreme 4.1 donne [ g, dm — [ gdm quand n — oco. D’autre part, on a [ g,dm = [ f,dm (car f,, = g, p.p.)
et [ gdm = [ fdm (par définition de [ fdm), donc

/ Fodm — / fdm.

Corollaire 4.1 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f)nen C M.y ; on pose,

+00 +00
pourtoutx € E, f(x) = an(x)(e R, ). Alors f € M et/fdm = Z/fndm.
n=0

n=0

DEMONSTRATION : On applique le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) a la suite (g, ) nen définie

par
n
gn = Z fp-
p=0

Onag, € Myetg, T f.Donc f € M, et

zé)/fpdm/gndmﬁ/fdm.
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Lemme 4.6 (Fatou) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C M. On pose pour tout x € E : f(x) =
liminff,(x) = lim (inf f,(z)) € Ry. Alors f € My et :

n—-+00 n—+o0o p>n

n—+00 n—+o00 p>n

/fdmgliminf/fndm: lim (inf/fpdm). 4.12)

DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose g, () = inf,>, fp(z) (pour tout z € E), de sorte que g, € M4
(cf. proposition 3.5) et g, T f. Le théoreme de convergence monotone (théoréme 4.1) donne que f € M, et

[ gndm — [ fdm.
Or, g, < fpsip > n.Onadonc [ g,dm < [ fydm sip > netdonc (en fixant n) [ g,dm < inf,>, [ frdm.

On en déduit
/fdm: lim /gndmg lim (inf /fpdm) :hminf/f,,,dm.
n—00 n—oo p>n n—00
[ ]

Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (f,,)neny C M telles que la suite ([ f,,dm),en est bornée
et la suite (f,,(2))nen est convergente pour presque tout z € E. Il permet alors de montrer que la limite (au sens
de la convergence p.p.) de la suite (f,,)nen est “intégrable” (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le
corollaire (immédiat) suivant :

Corollaire 4.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C My t.q. fn(x) — f(x), pour presque tout

x € FE, lorsque n — —+o00. On suppose qu’il existe C > 0 t.q. /fn dm < C, pour tout n € N. Alors, f est

m—mesurable positive et / fdm < C.

DEMONSTRATION : Comme (f,,)nen € M4 et f,, — f p.p., on a bien f m-mesurable positive. On pose g =
liminf, o fn (c’est-a-dire g(x) = liminf,, o fn(2) pour tout 2z € E). On adonc g € M et f = g p.p. donc
J fdm = [ gdm par définition de I’intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.3).

Le lemme de Fatou donne | fdm = [ gdm < liminf,_, [ fndm etdonc [ fdm < C car [ f,dm < C pour
toutn € N.
n

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure de la maniére sui-
vante :

Définition 4.4 (Mesure de densité)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on rappelle que f1 4 est la fonction (de E dans R, )
définie par fla(z) = f(x) sixz € Aet fla(x) = 0six € A€ (cette fonction appartient & M) et on définit
J 4 fdm par [ f1adm.

On définit alors i : T — R par :

M(A):/fl,qdm:/fdm, VAeT. (4.13)
A
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L’application 1 ainsi définie est une mesure sur I’ (ceci est démontré dans I’exercice 4.22), appelée mesure de
densité f par rapport a m, et notée y, = fm.

Proposition 4.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M et yula mesure de densité [ par rapport a m. Alors,
la mesure p est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est-a-dire que si A € T est tel que m(A) = 0,
alors u(A) = 0.

DEMONSTRATION : Soit A € T t.q. m(A) = 0. On a alors f14 = 0 m-p.p. et donc u(A) = [ fladm =0
d’apres le lemme 4.4. [ ]

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac définie sur B(R) par :

0(A)=1si0€ A

5(A) = 05i 0 € A°. .19

n’est pas une mesure de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces deux mesures sont
étrangeres (voir définition 2.16 et proposition 2.4).
Notons que 1’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition 6.15.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.5 (Probabilité de densité) Soir p une probabilité sur B(R), on dit que p est une probabilité de densité
(par rapport & Lebesgue) s’il existe f € My t.q. [ fd\=1etp(A) = [ flad\ = [, fdX pourtout A € B(R).
Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport a la mesure de Lebesgue, données dans la proposition
suivante seront souvent utilisées dans le calcul des probabilités (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par
définition, une probabilité sur B(R)).

Définition 4.6 (Quelques lois de densité sur 5(RR))

1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de densité ﬁl[a’b] :p(A) =
ﬁ f l[a’b]lAdA, VAeT.
2. Loi exponentielle, £(T) Soit T > 0; la loi exponentielle est définie par la densité | définie par :

fz) =

{ 0 sio <0 @.15)

Te ™ si x>0

3. Loi de Gauss, N (11, 5?) Soit (1,0) € R x R ; la loi de Gauss de parametre (1, o) est définie par la densité f
définie par :

T — )2
f(z) = m}% exp(—( 205) ) (4.16)

4.5 L’espace L' des fonctions intégrables
Soit f € M, La proposition 3.7 donne que |f|, f*, f~ € M, et la monotonie de I'intégrale sur M donne

Jfrdm < [|fldmet [ f~dm < [|f|dm. Ceci va nous permette de définir I’espace £! et I'intégrale sur £! a
partir de ’intégrale sur M (définition 4.2 page 77).
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Définition 4.7 (Espace £! et Intégrale de Lebesgue)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit que | est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si
J 1fldm < +o0. Dans ce cas, on a aussi | fTdm < +oc et [ f~dm < 4o00. On pose alors :

/fdm:/ﬁdm—/f*dm (€ R). 4.17)

On note L(E, T, m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

Soit f € M, la linéarité positive de I'intégrale sur M donne [ |f|dm = [ f*dm + [ f~dm. On voit donc que
J € L'sietseulementsi [ fTdm < ccet [ f~dm < .

Proposition 4.4 (Propriétés de £! et de ’intégrale sur L)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :

1. LV est un espace vectoriel sur R.

2. L’application f — / fdm est une application linéaire de L' dans R.

3. Monotonie : soient f et g € L* telles que f < g; alors /fdm < /gdm
4. Pour tout f € L1, | [ fdm| < [|f|dm.

DEMONSTRATION :

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.5). Pour montrer que £! est un espace vec-
toriel sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité positive et la monotonie de I’intégrale sur M, que
[lafldm = |af [|fldmet [|f+ gldm < [|fldm + [|g|dm, pour tout f,g € M ettout « € R.

2(a) Soit € Ret f € L. On veut montrer que

/afdmza/fdm. (4.18)

Cas 1. Si o = 0, (4.18) est bien vraie.

Cas 2. Si a > 0, on remarque que (af)™ = afT et (af)” = af~. En utilisant la linéarité positive de
I'intégrale sur M., on en déduit [afdm = [(af)tdm — [(af)"dm = o[ fTdm — [ f~dm) =
a [ fdm.

Cas 3. Si a < 0, on remarque que (af)t = (—a)f~ et (af)” = (—a)fT. En utilisant la linéarité positive
de I'intégrale sur M, onen déduit [ afdm = [(af)Tdm— [(af) " dm = (—a)([ f~dm—[ fTdm) =
a [ fdm.

(b) Soit f,g € L'. On veut montrer que

[+ gam= [ gam+ [ gam.

On utilise les deux décompositionsde f+g: f+g=(f+g9) " —(f+g9) " =fT—f +g" —g .Onen
déduit (f+¢)"+ f~+g = (f+9)” + fT + g". En utilisant la linéarité positive de I’intégrale sur M,
on en déduit

Jusgrans [ans [gam= [(7+9 -+ [ sran+ [ gtan
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On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R )

[t +aytam= g an= [ sram— [sam+ [gtan— [ g dam,

etdonc [(f + g)dm = [ fdm + [ gdm.

On a bien montré que I’application f — / fdm est une application linéaire de £! dans R.

3. Soit f,g € L' t.q. f < g. On remarque que f* — f~ < g7 — ¢g~,donc f* 4+ ¢~ < ¢g* + f~. En utilisant la
linéarité positive et la monotonie de I'intégrale sur M., on en déduit [ fTdm+ [ g=dm < [gTdm+ [ f~dm
etdonc [ fdm = [ ftdm — [ f~dm < [gtdm — [g~dm = [ gdm.

4.Soit f € LY. Ona| [ fdm|=|[frdm— [ f~dm| < [ frdm+ [ f~dm = [|f|dm.

(]
On peut définir sur £! une semi-norme de la maniére suivante :
Définition 4.8 (Semi-norme sur £') Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L. On pose :

171 = [ 1fldm (4.19)

L’application de L dans R, définie par f — || fl|1 est une semi-norme sur L.

On a bien | f|l; € R, pour tout f € L. Le fait que f ~ || f|1 est une semi-norme sur £ découle alors
de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.4, c’est-a-dire du fait que [ |af|dm = |a| [|f|dm et
J1f + gldm < [|fldm + [ |g|dm, pour tout f, g € M et tout « € R. Par contre, || - [|; n’est pas une norme sur
L' car || f|l; = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement f = 0 p.p., comme cela est démontré a la proposition 4.5.

Proposition 4.5 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € M. Alors [ fdm = 0 si et seulement si f = 0 p.p..
2. Soit f € LY. Alors || f||1 = 0 si et seulement si f =0 p.p..

3. Soit f,g € LY t.q. f = gp.p.. Alors [ fdm = [ gdm.

DEMONSTRATION :
1. Soit f € M.
(a) On suppose que f = 0 p.p..Onaalors [ fdm = [ 0dm = 0 (ceci est donné par le troisi¢me point du lemme
44)

(b) on suppose que [ fdm = 0. Soit n € N*, le lemme 4.5 page 79 donne [ fdm > Lm({f > L}). Ona donc
m({f > 1}) =0etm({f >0}) <>, o m{f = 1}) = 0 (on a utilisé ici la o-sous additivité de m).
Comme {f = 0}° = {f > 0}, on en déduit f = 0 p.p..

2. Soit f € £!. La propriété démontrée ci dessus donne || f||; = 0 si et seulement si | f| = 0 p.p., etdonc || f|l; = 0
si et seulement si f = 0 p.p.

3.S0it f,g € L' t.q. f = gp.p..Ona| [ fdm — [gdm| = | [(f — g)dm| < [|f — g|dm = 0 (On a utilisé le
quatridme point de la proposition 4.4 et | f — g| = 0 p.p.). Donc, [ fdm = [ gdm.
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La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine section, de définir I’intégrale
sur un espace appelé L'.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoreme de convergence dominée.

Proposition 4.6 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (fn)neny C LY, f € Metg € L t.q. fn — f pp.
quand n — oo, et, pour tout n €N, |f,| < g p.p.. Ona alors f € LY, ||fn — fll1 — 0, quand n — oo et
[ frndm — [ fdm, quand n — co.

DEMONSTRATION :

Comme f, — f p.p. quand n — oo, Il existe A € T t.q. m(A) = O et f,(r) — f(z) pour tout x € A°.
Puis, comme |f,| < g p.p., il existe, pour tout n € N, B,, € T t.q. m(B,) = 0 et |f,| < g sur BS. On pose
C = AU (UpenBy,,). Par o-sous additivité de m, on a aussi m(C') = 0. On pose alors h,, = fplce, h = flee
G = glge, de sorte que h,, = f, p.p., h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,, h et G sont toujours
mesurables et donc h, € L', h € MetG € L1,

Comme |h,(z)| < G(x) pour tout x € E (et pour tout n € N) et h,,(x) — h(x) pour tout x € E. On a aussi
|h| < G. Ceci montre que h € L' et donc que f € L.

On pose maintenant F,, = 2G — |h,, — h|. Comme |h,, — h| < 2G, on a F,, € M et on peut donc appliquer le
lemme de Fatou (lemme 4.6) a la suite (F}, ),en. Comme lim inf,, o, F;, = 2G, on obtient :

/2de < liminf/(ZG — |hyp — h|)dm = lim (inf /(QG — |hy, — h|)dm). (4.20)
n—00 n—o0 p>n

La linéarité de I'intégrale sur £! donne [(2G — |h,, — h|)dm = [2Gdm — [ |h,, — h|dm. Donc :

inf /(QG — |hp — h|)dm = /Zde - sup/ |y, — hldm

p>n p>n

et
liminf [ (2G — |h,, — h|)dm = /2de - limsup/ |hy — h|dm.

n—oo n— o0
L’'inégalité 4.20 devient alors (en remarquant que [ 2Gdm € R) :

limsup/ |hy — h|dm < 0.

n—oo

On a donc ||hy, — h|l1 — 0 quand n — oo et, comme h,, — h = f,, — f p.p., on en déduit || f,, — f||1 — 0, quand
n — oo, etdonc [ f,dm — [ fdm, quand n — oo (grice au quatriéme point de la proposition 4.4).

|
4.6 L’espace L'
Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E, T, m).
On définit maintenant une relation d’équivalence, notée (= p.p.), sur £! par :
[ (=pp) gsif=gpp. (4.21)
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Définition 4.9 (L') L’ensemble L' = LL(E, T, m) est I'ensemble des classes d’équivalence de la relation (=
p.p.) définie sur L', i.e. L' = L' /(= p.p.).

Dans la suite, L' désigne L} (E, T, m) et L désigne Li (E, T, m).

Remarque 4.6

1. Un élément de L' est donc une partie de L.

2.SifeL'onnote f = {g € L';g = fpp.}. festdonc un élément de L', c’est I'élément de L' auquel f
appartient (on I’appelle la classe de f).

Définition 4.10 (Structure vectorielle sur L!)
On munit L' d’une structure vectorielle (faisant de L' un espace vectoriel sur R)

1. Soient F € L' et a € R. On choisit f € F et on pose oF = {g € L'; g = af p.p.}.
2. Soient F,GG € L. On choisit f € F, g € Getonpose F+G={he€ L' ;h=f+gpp.}.
La définition précédente est bien cohérente. En effet o« F' (qui est la classe de a.f) ne dépend pas du choix de f dans

F car f = f; p.p. implique a.f = af1 p.p.. De méme F' + G (qui est la classe de f + g) ne dépend pas du choix
de f dans F' et du choix de g dans G car f = f; p.p. et g = g1 p-p- implique f + g = f1 + g1 p-p--

Définition 4.11 (Intégrale sur L') Soit F € L' et f € F (on dit que f est un représentant de la classe F, noter
que f € L). On pose :
/de = /fdm. (4.22)

Ici aussi cette définition est bien cohérente car | Fdm ne dépend pas du choix de f dans F, grice au troisi¢me
point de la proposition 4.5. Le troisi¢éme point de la proposition 4.5 nous donne aussi || f||1 = ||g||1 si f,g € L' et
f = g p.p.. Ceci nous permet de définir une norme sur L' :

Définition 4.12 (Norme sur L') Soit F' € L. On choisit f € F et on pose |[F||1 = || f|1.

Proposition 4.7 L’application F — ||F||; est une norme sur L'. L’espace L' muni de la norme || - ||1 est donc un
espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION : Il est facile de vérifier que || - || est bien une norme sur R (sachant que c’est déja une semi-
norme sur £1). Le seul point délicat est de remarquer que || F||; = 0 implique que F' = 0 (0 est ici 1’élément neutre
de L, ¢’est-a-dire {h € L' ; h = 0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.5. |

On montrera plus loin que L' est complet, c’est donc un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire un espace de
Banach, voir le théoreme 4.6 page 91.

On rappelle que si f € £!, F € L' etque f € F, on dit que f est un représentant de F'. On introduit maintenant
plusieurs notions de convergence dans L*. Il est facile de vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-a-dire
qu’elles ne dépendent pas des représentants choisis pour les éléments de L'.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de convergence p.p., vue précédemment,
se généralise aux éléments de L' ainsi que la notion de convergence en mesure.

Définition 4.13 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soient (Fy,)nen C L' et F € LY. On dit que F,, — F p.p. quand n — oo si f, — f p.p., quand n — 0o, avec
fn€F,etfEF.
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2. Soient (Fy,)nen C L' et F € LY. On dit que F,, — F en mesure quand n — oo si f,, — f en mesure, quand
n — oo, avec fn, € F et f € F.

3. Soient (F)pen C L et F € L. On dit que F,, — F dans L' quand n — o si |F,, — F||; — 0 quand
n — oo. (Ici aussi, noter que |Fy, — F||1 = ||fn — fll1si fn € Fpet f € F.)

4. Soient F,G € L'. Onditque F > G p.p.si f > gp.p. avec f € Fetg € G.

On peut démontrer (s’ inspirer de la démonstration du théoreme 4.7 et voir les exercices du chapitre 3) que si une
suite de fonctions de L' converge en mesure, alors on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout.
Dans le cas ol la mesure m est finie, la convergence presque partout entraine la convergence en mesure.

Remarque 4.7 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient F, G € L. F = G est donc équivalent a f = g p.p. si
f € Fetg e G. En général, on écrira plutdt F' = G p.p. au lieu de F' = G (voir la remarque 4.9).

Remarque 4.8 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soient (F,)peny C L' et f : E - R(uf : E — R).
On utilisera souvent la notation (Iégérement incorrecte), “F;, — f p.p. quand n — oo". Cette notation signifie
“fn — f p.p- quand n — 0" en choisissant f,, € F,,. Ceci est cohérent car le fait que “f,, — f p.p. quand
n — oo" ne dépend pas du choix de f,, dans F;, (voir aussi la remarque 4.9).

En fait, on écrira méme souvent “F,, — f p.p. quand n — oo" (pour une suite (F},)n,en C L) sans préciser les
espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choissisant f,, € F,, f est au moins définie p.p. sur F et le
changement du choix de f,, dans F;, ne change f que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en I’absence
de précision, f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.8 (propriétés de I’intégrale sur L') Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :
1. Soit F € L. Alors | [ Fdm| < || F||.

2. F +— [ Fdm est une application linéaire continue de L' dans R.

3. Soient F,G € L' t.q. F > G p.p., alors [ Fdm > [ Gdm.

DEMONSTRATION :
1.Soit F e L'etf € F,onal| [ Fdm|=|[ fdm| < |f|x = || F|.

2. La linéarité de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale sur £! (proposition 4.4).
La continuité est donné par le premier point ci dessus.

3. La monotonie de I'intégrale sur L' découle immédiatement de la monotonie de I’intégrale sur £! (proposition
4.4).

Remarque 4.9 soit (F, T, m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F' de L' avec un représentant f de F, ¢’est-a-dire avec un élément f € £!
tq. f€F.

2. De maniere plus générale, soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0)
et soit f : A — R (la fonction f est donc définie p.p.). On dira que f est un élément de L' si il existe une
fonction g € L' t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g,
c’est-a-dire avec g = {h € L' ; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {h € L' ; h = f p.p.}. En
confondant ainsi f et g on adonc [ fdm = [ gdm. Noter également que f est m-mesurable (voir la définition
4.3 page 78).
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3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et g sont des éléments de L', f = g signifie en fait f = g p.p..

Remarque 4.10 Soit (E, T, m) un espace mesuré et (E, T, ) son complété (cf définition 2.15 et exercice 2.15).
L'espace LL(E, T, m) est “identique" & 'espace L (E, T, m), il existe une bijection évidente entre ces deux
espaces en remarquant que si f € L&(E, T, m), alors il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p. (voir & ce propos
I’exercice 4.9).

Pour montrer qu’une fonction est dans L' on utilise souvent le lemme de Fatou de la maniére suivante (voir
I’exercice 4.27 pour la démonstration, qui est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour les fonctions
mesurables positives, cf lemme 4.6) :

Lemme 4.7 (Utilisation de Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et (fn)nen C Lk (E, T, m). On suppose
que :

1. f, > 0pp.,¥neN,

2.3C, [ fndm < C,Vn €N,

3. fn — f p.p., quand n — oo,

alors f € L (E, T, m) (au sens “il existe g € Ly (E, T, m) t.q. f = gp.p.”)et [ |fldm < C.

On peut également montrer qu’une fonction est dans L' en utilisant le théoréme de convergence monotone. Ceci
est précisé dans le théoréme 4.3 (dit théoreme de Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans
LY.

4.7 Théorémes de convergence dans L'

Nous connaissons 2 présent trois notions de convergence pour les fonctions de L', les notions de convergence
presque partout, convergence en mesure et la notion de convergence habituelle dans un espace normé, c’est-a-dire ,
ici, la convergence pour la norme L'. On peut montrer par des contre-exemples que la convergence presque partout
n’entraine pas la convergence L!, et que la convergence L' n’entraine pas la convergence presque partout. Pour
montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la convergence L', on peut considérer ’espace mesuré
(E,T,m) = (R,B(R), \) et la suite (f,,)nen C L'(R) définie par : f,,(x) = n1y 1). On a évidemment f,, —
0 pp, alors que || f»||1 = 1. Pour montrer que la convergence L! n’entraine pas la convergence presque partout,
on considere a nouveau 1’espace mesuré (E,T,m) = (R, B(R), \), et on construit la suite (f,)nen C LY(R)
(dite “bosse glissante") définie par : f, 1 (x) = 1]%7%], pour n = @, p € Netl < k < n.On peut voir

[@, % [, alors que f,, # 0 pp (par contre, on peut noter qu’il est

possible d’extraire de (f,,)nen une sous-suite qui converge presque partout vers 0). Le théoréme de convergence
dominée, énoncé ci-apres, donne une hypothese suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque
partout converge aussi dans L!.

facilement que || f,,[l1 = 5 pour n €

On rappelle (voir la remarque 4.8) que ’hypothese “(F),)nen C Ll et f : E — R tq. F,, — f p.p." signifie
simplement que f,, — f p.p. en choisissant f, € F,,. Cette définition est bien cohérente car elle ne dépend pas
du choix des f,, dans F,,. On rappelle aussi que f, — f p.p. signifie qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et
fn(x) = f(x) dans R pour tout x € A°.
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4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoréeme suivant est une conséquence du théoreme de convergence monotone et permet de montrer la conver-
gence dans L' d’une suite monotone de fonctions convergeant presque partout.

Théoréme 4.3 (Beppo-Lévi) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen C LL(E, T, m). On suppose que :
L fos1 > fopp,VneN, [ou fri1 < fnpp., Vn e NJ,

2. fn — f p.p., quand n — oo.

On a alors :

1. f € Ly(E, T, m) (au sens “il existe g € L& (E, T, m) t.q. f = g p.p.") si et seulement si :

lim /fndm eR.

n—+4oo
2.8i f € Ly (E, T, m), alors f,, — f dans L".

La démonstration de ce théoreme fait I’objet de 1’exercice 4.28.
Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou, qui permet de prouver la
convergence de suites dans L' sans hypothése de convergence monotone.

Théoréme 4.4 (Convergence dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L'espace LL(E, T, m) est noté L* .
Soit (fn)nen C L et f une fonction de E dans R telles que :

1. fn — fpp.
2.3F € L' t.q., pour toutn € N,

fal < Fpp..
Alors f € L' (au sens “il existe g € L& (E, T, m) t.q. f = gp.p.") et fn, — f dans L*, c’est-a-dire

/ |fn — fldm — 0 lorsque n — +oc.

Ceci donne aussi / fndm — /fdm, lorsque n — +00.

DEMONSTRATION :

Ce théoreme est essentiellement donné par la proposition 4.6. La différence avec la proposition 4.6 tient dans le
fait que f,, et F' sont dans L' au lieu de £! et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s’agit toutefois de
différences “mineures" comme nous le voyons ci apres.

Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,. La premiere hypothese du théoreme signifie que
fn — f p.p. (voir la remarque 4.8). I existe donc A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) = f(x), quand n — oo, pour
tout x € A°. On remplace alors f,, par f,14¢, encore noté f, (c’est toujours un représentant de la méme classe
d’équivalence car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A° et g = 0 sur A. Enfin, on choisit un représentant
de F', encore noté F'. On obtient ainsi :

L. (fn)nEN C El,

2. fu(x) — g(x) pour tout z € E, quand n — oo,

3.FeLtetf, <Fp.p.,pourtoutn € N.
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Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.5, on utilise ici le fait que f,,(z) — f(x) pour
tout x € F et pas seulement pour presque tout x). On peut donc appliquer la proposition 4.6 page 85. Elle donne :
g€ LY || fn—gll1 — 0,quand n — oo et [ fr,dm — [ gdm, quand n — oc.
Comme g = f p.p.,onadonc f € L' (au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p."). Puis || . — f]1 =
Ilfn —glli = 0,quand n — oo, et [ f,dm — [ gdm = [ fdm, quand n — cc.

[

4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que 1’espace (L', ||.||1) est un espace de Banach, en montrant que toute série absolument
convergente dans L' (i.e. t.q. la série des normes converge) est convergente dans L'. On en déduira aussi un résultat
trés important (le théoréme 4.7) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dans L' une sous-suite convergeant
presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du petit résultat (démontré dans 1’exercice 4.9)
suivant :

Lemme 4.8 Soient (E, T, m) un espace mesuré et ' € M_.. On suppose que [ Fdm < co. Alors F' < +0c0 p.p.
(c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(x) < 0o pour tout x € A°).

Théoréme 4.5 (Séries absolument convergentes dans L') Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,)nen C L*

tq. Z | full1 < +o0; alors :
neN

1.3IF e LY,
2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).

On définit f par f(x) =, cn [n() (de sorte que f est définie p.p.).
3. f € L' (au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = gp.p." ) et ZZ:O fp — fdans L' et p.p., quand n — cc.

> p—0 fol < F p.p., pour toutn € N.

DEMONSTRATION :

1. On choisit un représentant de f,,, encore noté f,, eton pose F'(z) =3 v [fp(z)| € R,.Onadonc F € M,
et le corollaire 4.1 du théoréme de convergence monotone donne

[pin=3 [1faldm =3 15l < .

neN neN

Le lemme 4.8 donne alors F' < oo p.p., ¢’est-a-dire il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(xr) < oo pour tout
x € A°. En remplagant F par O sur A, on adonc F' € L£!. (Donc, F € L! au sens de la remarque 4.9).

La définition de F' donne immédiatement | ZZ:O fp| < F p.p., pour tout n € N.

2. Pour tout z € A€, la série de terme général f,, (x) est absolument convergente dans R, donc convergente. Comme
m(A) =0, f est donc définie p.p. car elle est définie pour z € A par f(z) = lim, 00 Z;’:O folx).

3. On pose s, = Z;L:O fp- le premier point donne |s,| < F p.p., pour tout n € N et F € L'. Le deuxiéme
point donne s,, — f p.p.. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréme 4.4). Il donne
f € L' etla convergence de la suite (s,,)nen (vers f) dans L. La convergence p.p. (vers f) de la suite (s, )nen
est donné par le deuxiéme point.
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Théoréme 4.6 (Riesz-Fisher) Soit (E,T,m) un espace mesuré. L' est un espace de Banach, c’est-a-dire un
espace vectoriel normé complet.

DEMONSTRATION : On sait déja que L' est espace vectoriel normé. Une conséquence du théoréme 4.5 est que,
dans L', toute série absolument convergente est convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un
espace vectoriel normé est complet. On en déduit donc que (L', |.||1) est complet et donc que (L', ||.||1) est un
espace de Banach. [ ]

Dans la suite L' sera toujours muni de la norme || - ||;.

Théoréme 4.7 (Réciproque partielle du théoréeme de CD) Soient (f,,)nen C L' et f € L telles que f, — f
dans L, alors il existe une sous-suite (fn, )ken, et F € L' telles que :

L fn, = fpPp.

2. |fn.| < F p.p., pour tout k € N.

DEMONSTRATION :En utilisant le fait que (f,,)nen est une suite de Cauchy dans L*, on construit par récurrence

une suite (fy, )ren telle que ng1 > npetsip, g > ng, || fp — follh < 2% On peut alors appliquer le théoréme 4.5

a la série de terme général gj, = fy,, , — fn, pour conclure. [ ]

On donne maintenant le théoréeme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de convergence dans
L' pour une suite convergeant p.p.. La démonstration de ce théoréme ainsi que des petits résultats préliminaires
qu’elle nécessite font I’ objet des exercices 4.29 et 4.30.

Proposition 4.9 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € LL(E,T,m); alors :
1.Ye>0, 36>0tqg.YAecT,m(A) <d= [,|fldn <e.
2¥e>0, 3CeTrgm(C)<+ocet [, |fldm <e.

Théoréme 4.8 (Vitali) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' I'espace L (E, T, m). Soit (fn)nen une
suite de L' t.q. f, — f p.p., f prenant ses valeurs dans R (voir remarque 4.8). Alors, f € L' et f,, — f dans L*
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 t.q.

AeT, neNm(A) gé:/ [ frldm <e,
A
2. (“Equi-petitesse a Uinfini") pour tout € > 0, il existe C € T t.q. m(C) < 400 et

neN= | fnldm < e.
Cc

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme fait 1’objet de 1’exercice 4.30; elle ne nécessite pas le
théoréme de convergence dominée : on utilise le théoréme d’Egorov (cf théoréeme 3.2 et exercice 3.25). Le théoreme
de convergence dominée peut étre vu comme une conséquence du théoréme de Vitali (cf exercice 4.30).

(]

Dans le théoréme 4.8, si m(FE) < 400, I'hypothése “equi-petitesse a I’infini" est, bien sir, toujours vérifiée (il
suffit de prendre C' = F).
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4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe [

Soient (FE, T, m) un espace mesuré, f une fonction de £ X R dans R; a ¢ € R fixé, on définit I’application
f(,t) : E — R, qui a x associe f(x,t). On suppose que 1’application f(.,t¢) ainsi définie vérifie I’hypothese
suivante :

f(,t)e L = LL(E, T,m), Vt € R, (4.23)
et on note F' I’application définie de R dans R par :
F(t) = /f(, t)dm = /f(:lc7 t)ydm(x). (4.24)

Théoréme 4.9 (Continuité sous [) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R vérifiant

I’hypothese (4.23) et to € R ; on suppose de plus que :

1. Uapplication f(x,.), définie pour presque tout © € F par : t — f(x,t), est continue en to, pour presque tout
reE;

2.3 e>0e3 Ge LL(E,T,m) tels que | f(.,t)| < G p.p., pour tout t €ty — e, to + €.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(, t)dm = /f(:c, t)dm(x), est continue en t.
DEMONSTRATION : Soit (t,,)nen Clto — &, %0 + €[, t.q. t, — to lorsque n — +o00. Soit f,, définie par f,(z) =

f(x,t,). Comme f,, — f(-,to) p-p- et |fn| < G p.p.. On peut appliquer le théoreme de convergence dominée
(théoreme 4.4) a la suite (f,,)nen-. Il donne F'(t,,) — F(to) quand n — oo. [

Théoréme 4.10 (Dérivabilité sous |)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R vérifiant I’hypothése (4.23) et to € R. On
suppose de plus qu’il existee >0, A€ T et G € LL(E, T, m) t.q. m(A) =0et:

1. L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €]ty — e,to + €[ et pour tout x € A°;

0
2. |6—J;(az,t)| < G(x) pour tout t €]ty — &,to + €| et pour tout z € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(, t)ydm = /f(x, t)dm(z), est dérivable en t et :

Fllto) = / %{(x, to)dm(z). 4.25)

DEMONSTRATION : Soit (¢, )nen Clto — €,to + €[, t.q. t, — to lorsque n — 400 et t,, # to pour tout n € N*,
Soit f,, définie par
_ f(@tn) — flx,to)
falz) = .
tn —to

La suite (f,,)nen estdans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée (théoreme 4.4) car f,, —
%(-7t0) p.p.,quand n — oo, et,siz € A%etn € N, il existe 6, ,, €]0, 1[t.q. fn(z) = %(w, Oz nto+(1—050)tn)
(grice au théoréme des accroissements finis) et donc | f,,| < G p.p., pour tout n € N. Le théoreme 4.4 donne alors

%(-, to) € Ltet [ fodm — [ %(-, to)dm. Ceci étant vrai pour toute suite (t,,)nen Clto —¢,to+&[, t.q. t, — to
lorsque n — +o0 et t,, # to pour tout n € N*, on en déduit bien que F' est dérivable en ¢ et :

F'(to) :/%(%to)dm(m). (4.26)
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4.9 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.14 (Espérance, moment, variance) Soient (2, A, p) un espace probabilisé et X une variable aléa-

toire réelle.

1. 8i X > 0(c’est-a-dire X (w) > 0 pour tout w € Q), on définit I'espérance E(X) de la variable aléatoire X par
E(X) = | X(w)dp(w).

2.Si X € Ly(Q, A, p) (c’est-a-dire E(|X|) < 00), on définit ’espérance E(X) de la variable aléatoire X par :

E(X) = / X (w)dp(w).

On définit la variance de X par Var(X) = 0*(X) = E((X — E(X))?) (avec o(X) > 0).

3. Pourr € 1,400, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est I’espérance de la variable aléatoire | X|".

Définition 4.15 (Covariance) Soient (Q2, A, p) un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r. t.q. E(X?) < oo et
E(Y?) < oo. On définit la covariance de X etY par: cov(X,Y) = E((X — E(X)(Y — E(Y)). (Remarquer que
(X — E(X)(Y — E(Y)) est une v.a.r. intégrable car sa valeur absolue est majorée, par exemple, par X* +Y? +
E(X)? 4+ E(Y)? qui est intégrable.)

On calcule rarement 1’espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité p; en effet, I’espace
(Q, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.11 montre qu’il suffit en fait de connaitre la loi de la v.a. X pour
calculer son espérance (ou, plus généralement, I’espérance d’une fonction de X). On se ramene ainsi au calcul
d’une intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.5 :

Lemme 4.9 (Inégalité de Markov) Soient (0, A, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle posi-
tive sur Q) et A € R%.. On suppose que 0 < E(X) < oc. Alors :

p({X > AE(X)}) <

> =

DEMONSTRATION : 11 suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.5 avec f = X ett = AE(X). [

Lemme 4.10 (Inégalité de Bienaymé Tchebichev) Soir (2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléa-
toire réelle sur (), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 < 0%(X) < +o0, et A € R*. Alors :

1
P({IX ~ B(X)| 2 (X)) < 5.
DEMONSTRATION : Appliquer le lemme 4.5 avec f = | X — E(X)|? ett = A\20%(X). L]

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur 2. La loi de X, notée Px est définie par
Px(A) = P(X71(A)), pour tout A € B(R)). Ceci est équivalent a dire que pour tout A € B(R), on a, avec
© = 1A .

/ 0 X (w)dP(w) — / o(2)dPx (). 4.27)
Q

R
On rappelle que ¢ o X est souvent improprement noté (X)), ce qui s’explique par le fait ¢ o X (w) = ¢(X (w))
pour toutw € ). Le théoréme 4.11 montre que cette €galité est vraie pour une large classe de fonctions boréliennes
¢ de R dans R ou R (on rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de
Borel).
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Théoreme 4.11 (Loi image) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur () et Px
la loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.27) est vraie pour toute fonction o borélienne de R dans R et toute fonction borélienne bornée de
R dans R.

2. Soit o une fonction borélienne de R dans R, la fonction ¢ o X appartient a L} (Q, A, P) si et seulement si ¢ €
Li (R, B(R), Px). De plus, si ¢ € L1(R, B(R), Px), L’égalité (4.27) est vraie.

DEMONSTRATION : On remarque que (4.27) est vraie pour tout ¢ = 14, avec A € B(R) (par définition de px).
Par linéarité positive, (4.27) est encore vraie pour tout ¢ borélienne étagée positive de R dans R. Par convergence
monotone, (4.27) est alors vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R . Ceci donne la premiére partie du premier
item. En utilisant la décomposition ¢ = o+ — ¢~ on montre alors le deuxie¢me item. Enfin, la deuxieme partie du
premier item vient du fait que ¢ est intégrable pour la probabilité px si ¢ est borélienne bornée. |

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est, bien siir, faux sans ’hypothese
d’indépendance) et L’espérance de ce produit est égal au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée
dans la proposition suivante.

Proposition 4.10 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1, ..., X, des v.a.r. indépendantes.

1. Soit 1, . .., @q des fonctions boréliennes de R dans R... On a alors :
d d
E([Tei(x) =[] E(ei(X0)). (4.28)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’'un des termes est nul.)

2. Soit 1, ..., pq des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que @;(X;) est intégrable pour tout i =
1,...,d Lava.r H?Zl i (X;) est intégrable et I’égalité (4.28) est vraie.

3. Soit p1, ..., @4 des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.28) est vraie.

N.B. Si Xy,...,X4 sont des v.a.r, le fait que (4.28) soit vraie pour toute famille 1, ..., pq de fonctions bo-

réliennes bornées de R dans R est donc une condition nécessaire et suffisante pour les v.a.r. Xq,..., Xy soient

indépendantes.

DEMONSTRATION : Si ¢1,...,¢q sont des fonctions caractéristiques de boréliens de R, 1’égalité (4.28) est

une conséquence immédiate de la définition de I’indépendance des X; (Si ¢; = 14, avec A; € B(R), on a
E(pi(X;)) = P({X; € A;}) = P(X;'(A))). Par linéarité positive, on en déduit que (4.28) est vraie si les
fonctions (; sont (boréliennes) étagées positives (c’est-a-dire ¢ € £,). Puis, par convergence monotone, on en
déduit le premier item de la proposition (car toute fonction orélienne de R dans R est limite croissante d’éléments
de g+)

Pour le deuxiéme item, on utilise (4.28) avec la fonction = — |¢@;(z)| au lieu de la fonction ¢; (pour tout ¢). On
montre ainsi que la v.a.r. Hle ©i(X;) est intégrable. Puis, on montre (4.28) par linéarité (utilisant @; = Lp;r —p; ).

Le troisieme item est conséquence immédiate du deuxieme (car si X est une v.a.r. et ¢ est une fonction borélienne
bornée, la v.a.r. ¢(X) est intégrable). |

Une conséquence de la proposition 4.10 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si X,Y sont deux v.a.r.
indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé (€2, A, p).
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Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il suffit de montrer (4.28) lorsque
les fonctions ; sont continues a support compact de R de R. C’est I’objet de la proposition 4.12 qui se démontre
a partir d’un résultat d’unicité (proposition 4.11) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On note C.(R,R)
I’ensemble des fonctions continues a support compact de R de R (une fonction ¢ de R dans R est a support
compact si il existe un compact K de R t.q. ¢ = 0 sur K°).

Proposition 4.11 Soit m et i deux mesures sur B(R), finies sur les compacts de R. On suppose que :

/(pdm = /(pdu pour tout p € C.(R,R).
Alors, m = p.

DEMONSTRATION : Puisque m et p sont des mesures sur 5(IR), finies sur les compacts, on a bien C.(R,R) C
Li (R, B(R),m) et C.(R,R) C LL(R,B(R),x). On pose maintenant C = {]a,b[, a,b € R, a < b} et on
commence par montrer que m = g sur C.

Soit a,b € R, a < b. Il existe une suite (¢n)nen C Ce(R,R) t.q. @, T 14,5 En effet, il suffit de construire ,,,
pour n > 2/(b — a), de la maniére suivante :

on(z) =0siz < a,

on(z) =n(z—a)sia<z <a+1,
on(z) =1sia+ L <z<b—1,
on(z) = —n(z—b)sib— L <z <b
¢n(@)

Puis, en passant 2 la limite quand n — oo dans ’égalité [ ¢, dm = [ ¢,dpu, on obtient (par convergence monotone
ou par convergence dominée) m(]a, b) = p(]a, b[).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.5. ]

Proposition 4.12 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1,..., Xy des v.a.r. Ces v.a.r. sont indépen-
dantes si et seulement si on a, pour tout famille {1, ..., 04} C Ce(R,R),

d d

E([]e:i(x0) = [] BE(wi(X)), (4.29)

i=1 i=1
(En convenant qu’un produit de termes est nul si ['un des termes est nul.)

DEMONSTRATION : Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence immédiate de la proposition 4.10
car une fonction continue a support compact est borélienne et bornée. On montre maintenant que la condition est
nécessaire. On suppose donc que (4.29) est vraie pour toute famille {¢1, ..., pq} C C.(R,R) et on veut montrer
que les v.a.r. X1, ..., X, sont indépendantes, c’est-a-dire que pour tout Ay, ..., 4, € B(R),ona:

d d
i=1 i=1
On rappelle en effet que

d
E(14,(X)) = POXH(A) et B(]] 14,X0)) = PO, X1 (Ad).

i
i=1
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Pour montrer (4.30), on introduit, pour tout 1 < n < d + 1, la propriété suivante :
P, : (4.29) est vraie si p; = 14,, avec A; € B(R), pour i < n, et p; € C.(R,R) pour i > n.

L’hypothese de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est vraie pour un n €
{1,...,d}. Soit A; € B(R) pouri < n (et p; = 14,) et p; € C.(R,R) pour i > n. Pour A4,, € B(R), on pose,
avec o, = 14, :

m(An) = B(TTL, ¢i(X2)),
1(An) =TI, E(ei(X)).

Les applications m et x sont des mesures sur B(R). La propriété P,, montre que [ ¢dm = [ @du pour tout
¢ € C.(R,R). La proposition 4.11 montre alors que m = p ce qui donne la propriété P, ;. Par récurrence sur n,
on montre ainsi que Py est vraie, ce qui donne (4.30) et I'indépendance de X, ..., X,. ]

4.10 Espace Li(E,T,m) et espace Ly (E, T, m)
Définition 4.16 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1 (N € N).

1. Soit f : E — RN. Pour x € E, on pose f(x) = (fi(z),..., fn(z))! € RN. La fonction f appartient a
Lin(E, T,m)si f, € LE(E, T, m) pourtoutn € {1,...,N}.

2.8 f e Eﬂlw(E,T7 m), on note
/fdm:(/fldm,...,/dem)tGRN.

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.

Proposition 4.13 Soient (E, T, m) un espace mesuré, N > let f : E — RV,

1. f,, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,..., N} si et seulement si f est mesurable de E dans R,
c’est-a-dire si et seulement si f~*(A) € E pour tout A € B(RY).
2. Si f est mesurable (de E dans RY). On munit RN d’une norme, notée || - ||. Alors, f € LLx(E,T,m) si et

seulement si [ || f||dm < oo (noter que ||f|| € M)

DEMONSTRATION : On donne la démonstration pour N = 2.

1. On suppose d’abord fi, f2 € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans R?. Comme B(R?) est
engendré par {A x B, A, B € B(R)}, il suffit de montrer que f~(A x B) € T pour tout A, B € B(R).

Soit donc A, B € B(R). Ona f~'(A x B) = f{*(A) N f;}(B) € T car f et f, sont mesurables. Donc
f~Y(A x B) € T. On a bien montré que f est mesurable de E dans R?

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de £ dans R2. Soit A € B(R). On remarque que
frH(A) = F71 (A xR).Or A x R € B(R?), donc f;}(A) = f~'(A x R) € T, ce qui prouve que f est
mesurable. On prouve de maniére semblable que f5 est mesurable.

2. Soit f mesurable de £ dans RY. On suppose que RY est muni d’une norme, notée || - ||. Comme y > ||y||
est continue de RY dans R, I'application || f|| : « +— ||f(2)|| est mesurable de E dans R (comme composée
d’applications mesurables). Comme cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc

IfIl € M.
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Comme toutes les normes sur RY sont équivalentes, on a donc [ || f|ldm < oo si et seulement si [ || f|l1dm

< o0, avec ||f]l1 = ZnN:1 |fn]. Il est alors immédiat de remarquer que [ || f|idm < oo si et seulement
fn € LE(E,T,m) pour toutn € {1,...,N}.Onadonc:

/wmw%«m@fec@uaﬂmy
|

La définition de Eﬂlw (E,T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur R. De plus, si

RY est muni d’une norme, notée | - ||, il est aussi immédiat que I"application f + [ || f||dm est une semi-norme

sur L]}w (E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le cas N = 1, I’espace

Lin (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.". On rappelle que f = g p.p. si il existe A € T't.q. m(A) =0

et f = g sur A°.

Définition 4.17 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L'espace Ly (E, T, m) est U'espace L}, (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. On munit RN d’une norme notée || - ||. Soit F € Ly (E, T, m). On pose |F|y = [ ||f|ldm, on f € F (cette
définition est correcte car indépendante du choix de f dans F).

Proposition 4.14 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1. L’espace Lﬂlx ~ (E, T, m) est un espace de Banach
(réel) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.17).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition découle facilement du cas N = 1. ]

Définition 4.18 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E — C. On note R(f) et I(f) les parties réelle et imaginaire de f. On a donc, pour v € E, f(z) =
R(f)(z) +iS(f) (), avec R(f)(x), S(f)(x) € R. La fonction f appartient & LL(E,T,m) si R(f), S(f) €
LL(E, T, m).

2.Si f € LL(E, T, m), on note

/Mmz/ﬂﬁ%ﬂ%/%ﬁ%&@.

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.

Proposition 4.15 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. R(f) er S(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si | est mesurable de E dans C, ¢’est-a-dire si et
seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € LL(E, T, m) si et seulement si [ |f|dm < oo (noter que |f| € M).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition se ramene facilement a la précédente démonstration (c’est-a-dire a la dé-
monstration de la proposition 4.13) en utilisant I’application ¢ : C — R? définie par p(z) = (x,y)’ si

z =z + iy € C, qui est une bijection continue, d’inverse continue.
]

Ici aussi, la définition de £L(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur C. Il est
aussi immédiat que 'application f — [ |f|dm est une semi-norme sur £(E, T, m). Pour obtenir un espace
vectoriel normé, on va considérer I’espace L% (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".
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Définition 4.19 Soit (E, T, m) un espace mesuré.
1. L’espace LL(E, T, m) est 'espace LE(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. Soit F € LL(E, T, m). Onpose |F|1 = [ |f|dm, ou f € F (cette défintion est correcte car indépendante du
choix de f dans F).

Proposition 4.16 Soit (E,T, m) un espace mesuré. L'espace LE(E, T, m) est un espace de Banach (complexe)
c’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.19).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition découle facilement du fait que L} (E, T, m) est un espace de Banach (réel).
L]

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace £!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Corrigé 61 page 334
Soit (E,T') un espace mesurable et (my,),cn une suite de mesures sur 7. On suppose que my41(A4) > m,(A)
pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,(A),n € N} pour A € T

1. (Lemme préliminaire) Soit (a, p)npen C Ry et (ap)pen C Ry t.q. api1p > an,p, pour tout n,p € N, et
Gn,p —+ ap quand n — oo, pour tout p € N. Montrer Z;O:o Qn,p — Z;O:O ap (dans R} ) quand n — oo. [On
pourra utiliser 25)\7:0 anp < Z;O:O anp < Z;o:o ap.]

2. Montrer que m est une mesure.

3. Soit f € E4(E,T). (On rappelle que £, (E,T) est ’ensemble des fonctions étagées de E dans R..) Montrer
que [ fdm = sup,en([ fdmy).

4. Soit f € M (E,T). (On rappelle que M, (E,T) est I’ensemble des fonctions mesurables de £ dans R .)

(a) Montrer que ([ fdmy,)nen est une suite croissante majorée par [ fdm.
(b) Montrer que [ fdm,, — | fdm quand n — oc.

5.Soit f € L§(E, T, m). Montrer que f € L} (E,T,m,) pour tout n € N et que [ fdm,, — [ fdm quand

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Corrigé 62 page 335
Soient m; et my deux mesures sur 1’espace mesurable (E,T)).

1. Montrer que m = mj + my est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement si elle est
intégrable pour les mesures my et mo. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que [ fdm = [ fdm +
ffdmg

3. Soit (11, )nen une famille de mesures (positives) sur (E,T') et (a, )nen C R . On pose, pour A € T', m(A) =
ZnEN apmy,(A). Montrer que m est une mesure sur 7'; soit f une application mesurable de E dans R et
intégrable pour la mesure m ; montrer que f est, pour tout n € N, intégrable pour la mesure m,, et que [ fdm =

EnGN Qn f fdm”
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Exercice 4.3 (Mesure de Dirac) Corrigé 63 page 337
Soit &y la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M, calculer [ fddy.

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue) Corrigé 64 page 337
Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B. On note A4 [resp. Ap] larestriction a B(A) [resp. B(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € Li(B,B(B),Ap). Montrer que f|, € LE(A,B(A),\a) et que [ fj drs =
J fladAg. [Considérer d’abord le cas f € £, puis f € M etenfin f € L]

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues) Corrigé 65 page 338
Soit f € C([0, 1], R). Montrer que f € L£&([0,1], B([0,1]), \) et que

/fd)\/ol f(z)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de “I’intégrale des fonctions continues"” vue au Chapitre 1). On
rappelle que I’on note (un peu abusivement...) par A la restriction a B([0,1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notée \...) sur B(R).

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Corrigé 66 page 339
Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0, 1], R) c £L([0, 1], B([0, 1]), m).

Exercice 4.7 (f,g € L' % fg e L)
Soit f, g € £4([0,1], B([0,1]), A). Donner un exemple pour lequel fg & £1([0, 1], B([0,1]), A).

Exercice 4.8 (Rappel du cours...)

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M_. Montrer que si A € T est tel que m(A) = 0, alors [, fdm(=
J fladm) = 0. (On rappelle que f14 = f sur Aet f14 = 0 sur A°.)

Exercice 4.9 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Corrigé 67 page 340

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Montrer que si / fdm < 400, alors f < +00 p.p..

Exercice 4.10 (Une caractérisation de ’intégrabilité) Corrigé 68 page 340
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, u une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose 4,, = {x €
E,|lu(z)| >n}etB, ={z € E,n < |u(x)] <n+1}.

1. Montrer que :

+oo too
/|u|dm < 400 & Z nm(B,) < 400 & Z m(4,) < +oo. (4.31)
n=0 n=0

2. Soit p €]1, +o00[, montrer que |u|? est une fonction mesurable et que :

+0o too
/|u|pdm < 400 & Z n? m(B,) < 400 & Z nP~tm(A,) < +oo. (4.32)
n=0 n=0

Exercice 4.11 (Sur la convergence en mesure)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,,)nen C M, (gn)neny C Met f,g € M tq. f, — [ en mesure et
gn — g en mesure, quand n — oo.
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1. On suppose, dans cette question, que f € LL(E, T, m) et que g € L (E, T, m). Montrer que fg € M et
fngn — fg en mesure, quand n — oco.
[On pourra s’inspirer de la question 3. de I’exercice 3.23 et donc commencer par montrer que, pour tout € > 0,
il existe ng et kg € N tels que :

n>mng, k>ko=m{ze€FE;|fulx) >k}) <e]

Donner un exemple pour lequel fg & LL(E, T, m).

2. En prenant (E,T,m) = (R, B(R), \), Donner un exemple pour lequel f,,g, # fg en mesure, quand n — oo
(pour cet exemple, on adonc f & L(E, T, m)oug & LL(E, T, m)).

Exercice 4.12 (Sur I’inégalité de Markov) Corrigé 69 page 343
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m).

1. Montrer que pour tout @ > 0, on aam({|f| > a}) < / |f| dm.
{If1>a}

2. Montrer que pour tout a > 0, on am({|f| > a}) < (/ | f] dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

3. Montrer que
ILm am({|f| >a})=0. (4.33)

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.33) dans les 2 cas suivants :
(E,T,m)=(R,B(R),\) et (E, T, m)=(]0,1], B(]0,1]), N).

Exercice 4.13 (Sur f > 0 p.p.) Corrigé 70 page 343
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :

1. f>0p.p.,
2. [, fdm>0pourtout A eT.

Exercice 4.14 Corrigé 71 page 344
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L' (= L&(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,35 > 0t.q. VA€ T, m(4) <4 = / | fldm < e. [Introduire f, = inf(|f],n)].
A

2. Montrer que : Ve > 0,3C € T't.q. :
i) m(C) < +oo,

(ii) |fldm < e,
CC

(iii) sup | f] < +oo,
c

[Considérer C,, = {x € F;
(i), (ii) et (iii).]

< |f(x)| < n}, et montrer que pour n > ng oil ng est bien choisi, C,, vérifie

S|

Exercice 4.15
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € Li(E, T, m). Onsuppose que 0 < f < 1p.p.etque [ fdm = [ f*dm.
Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel que f = 14 p.p..
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Exercice 4.16 (Intégration par rapport a une mesure image)
Soit (E, T, m) un espace mesuré, (F, S) un espace mesurable et f de £ dans F'. On suppose que f est mesurable,
c’est a dire que f~1(B) € T pour tout B € S. pour tout B € S, on pose j(B) = m(f~1(B)) (On note souvent

p= fim).
1. Montrer que p est une mesure sur S (on I’appelle mesure image de m par f).
2.  est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse) ?

3. Montrer qu’une fonction ¢ mesurable de F' dans R est p—intégrable si et seulement si @ o f est m-intégrable et

que dans ce cas
/(I>0fdm:/(l)d,u.
E F

Exercice 4.17 (m—mesurabilité) Corrigé 72 page 345

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T t.q. m(A) = 0 et f une application de A¢ dans R. Montrer que :

il existe g mesurable de F dans R t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe ( f,,),en, suite de fonctions étagées,
t.q. fn = f p-p., quand n — oo.

Exercice 4.18 (Mesure complete, suite de I’exercice 2.32) Corrigé 73 page 345

On reprend les notations de I’exercice 2.32 page 49. On note donc (E,T,m) le complété de I’espace mesuré
(E,T,m).

Montrer que £(E,T,m) C L&(E,T,m). Soit f € LL(E,T,m), montrer qu’il existe g € L (FE, T, m) tq.
f=gpp-et que/fdm: /gdm.

Exercice 4.19 (Petit lemme d’intégration) Corrigé 74 page 346
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M(FE,T). (On rappelle que M(FE,T) est ’ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € L} (E, T, m). Montrer que
(A)nen C T, m(A,) -0 = /flAndm — 0. (4.34)

2. On prend (dans cette question) (E,T,m) = (R, B(R), A). Donner un exemple de f € M(E,T)t.q. f > 0 (de
sorte que f € M, (E,T)), pour lequel (4.34) est faux.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < coetque f > 0 (c’estadire f(z) > 0 pour tout z € E). Montrer
que

(An)nen C T, /flAndm 0 = m(A,) — 0. (4.35)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, A, C {f < J}U{z € Ay f(z) > 1 }.
4. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), \) (de sorte que m(E) = 0o). Montrer que si f € L} (E,
T, m) et f > 0, alors (4.35) est faux. Donner un exemple de f € L (E, T, m) t.q. f > 0.

Exercice 4.20 (Fatou sans positivité) Corrigé 75 page 347
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,)nen C LL(E, T, m), f € L&(E, T, m)eth € M(E,T).(On rappelle
que M(E,T) est ’ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)
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1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — oo, f,, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il existe C' € R t.q.
J fndm < C pour tout n € N.
(a) Montrer qu’il existe (gn)nen C LE(E, T, m)etg € LL(E, T, m) t.q.

— fn = gn p-p-,pourtoutn € N, f = g p.p.,
— gn(z) = h(x), quand n — oo, pour tout x € E,
— gn > g pour toutn € N.

(b) Montrer que h € LL(E, T, m).
2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour toutn € N"

que I’on remplace par I’hypothese (plus faible) “il existe D € Rt.q. [ f,dm > D pour tout n € N". Donner un
exemple pour lequel h ¢ L (E, T, m). [Prendre (E,T,m) = (R, B(R), \).]

Exercice 4.21 Corrigé 76 page 348
Soient T > O et f € £ = £1([0,T], B([0,T]), \) () désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0, 7).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction z — e™* f(z) appartient a £1.
On suppose, dans la suite de ’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € Ry t.q. que [ e"* f(z) d\(z) < M
pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoreme de convergence monotone.]

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(x) = 0 pour tout z € [0, T.

4.11.2 L’espace L'

Exercice 4.22 (Mesure de densité) Corrigé 77 page 349

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = [, fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur 7.

2. Soit g € M. Montrer que g € L(FE, T, ) si et seulement si fg € Ly(E,T,m) (on pose fg(z) = 0 si
f(z) = coet g(z) = 0). Montrer que, pour g € LE(E, T, p), [ gdp = [ fgdm.

(On dit que p est la mesure de densité f par rapport a m et on pose u = fm.)

Exercice 4.23 (Comparaison de convergence dans L)

On considere ici I’espace mesurable (R, B(R), ot B(R) est la tribu des boréliens sur R. On note A la mesure de
Lebesgue et, pour a € R, on note §, la mesure de Dirac en a. On pose 1 = d; + d2 + 3 (noter que w est une
mesure sur 5(R)). Soit f 'application de R dans R définie par f(z) = x*. On pose f, = f1_, ] pour tout
n € N.On pose L' (1) = LL (R, B(R), ).

1. Montrer que, pour tout n € N, f,, € L*(p), et calculer a,, = [ fndpu.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans L*(p) de la suite

(fn)nEN 2

Exercice 4.24 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen C L' (= Li(E, T, m)); on suppose que f, converge uniformé-

ment vers f quand n — oo (plus précisément : il existe des représentants des f;,, encore notés fy,, t.q. f, converge

uniformément vers f).

1. A-t-on f € L' (plus précisément : existe-t-il F' € L' t.q. f = g p.p.sig € F) ?[distinguer les cas m(E) < +o0
etm(E) = +00.]
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2.Si f € L' et ([ fndm)nen converge dans R, a-t-on : EIE /fndm = /fdm ?

Exercice 4.25 Corrigé 78 page 350

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' I'espace L} (E, T, m). Soit (f,)neny C L' et f € L. On suppose
que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f,, = f p.p. et que [ fr,dm — [ fdm lorsque n — -co. Montrer que
fn — f dans L. [on pourra examiner la suite (f — f,)".]

Exercice 4.26 (Exemple de convergence)

1. Soit (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C Li(E,T,m), f,g € LL(E, T, m). On suppose que f, — f p.p.
etque f,, — g dans L} (E, T, m). Montrer que f = g p.p.

2. On suppose maintenant (E, T, m) = ([—1,1], B(R), A). Pour n € N, on définit la fonction : f,, = nli-i 1

(a) Montrer que la suite (f,)nen est bornée dans L, et que la suite ([ f,,d)),en converge.

(b) Peut-on appliquer le théoréeme de Lebesgue de la convergence dominée ?

(¢) A-t-on convergence de la suite (f,,)nen dans L (E, T, m) ?

(d) Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1,1] a valeurs dans R, [ f,d\ — [ pddy lorsque n —
+0oo (on dit que f, A tend vers &y dans I’ensemble des mesures sur les boréliens de [—1, 1] pour la topologie
“faible x").

Exercice 4.27 (A propos du lemme de Fatou)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen C L1(= LL(E,T,m)) t.q. f, > 0 p.p. pour tout n € N. On pose,
pour tout x € E, f(z) = liminf f,(x).
n—+o0o
1. Construire, pour tout n € N, g,, € My t.q. fn = gn p-p--
On pose g = lim inf g,, (ol g,, est construite a la question 1).
n—-+oo

2. Montrer que f = g pp, que f > 0 p.p. etque :

/ gdm < lim jnf / fadm (4.36)

3. On suppose de plus qu’il existe C' > 0 t.q. /fndm < C pour tout n € N. Montrer que f € LL(E,T,m) et
que f < +00 p.p..
Exercice 4.28 (Théoréme de Beppo-Lévi) Corrigé 79 page 350
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)neny C L' (= Ly(E,T,m))et f: E — R, t.q.:
1) fn — f p-p- lorsque n — +oo.
(ii) La suite ( f,,)nen est monotone, ¢’est-a-dire :
fne1 > fopp. pourtoutn € N,
ou
frn+1 < fn p-p-, pour toutn € N.

1. Construire (g, )neny C LY (= LE(E,T,m)) etg € M tq. fn, = gn p-P-» f = g p-p-» gn(x) — g(x) pour tout
x € E,etgyi1 > gn pourtout n € N (ou g, 1 < gy, pour tout n € N).

2. Montrer que f € L! hrf /fndm eR.
n—-+oo
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3

. On suppose ici que f € L', montrer que f,, — f dans L', lorsque n — +o0.

Exercice 4.29 (Préliminaire pour le théoreme de Vitali) Corrigé 80 page 352
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L' (= L (E, T, m)).

1

. Montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q. :

AeT, m(A)§5:>/\f|dm§s.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f|,n)].

2. Soit ¢ > 0, montrer qu’il existe C' € T t.q. m(C) < +oo et / | fldm < e. [Choisir un représentant de f et

c

1
considérer C,, = {x € E; — < |f(2)|}]
n

Exercice 4.30 (Théoreme de Vitali) Corrigé 81 page 353
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L'(= Ly (E,T,m)) et f : E — R, tq. fn — f p-p--

1.

On suppose m(E) < -+oc. Montrer que : f € L' et f, — f dans L lorsque n — +o00 si et seulement si
(fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pour toute > 0, il existe 6 t.q. (A € T,n € N,m(A) < = [, [fuldm < o).
[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.29. Pour le sens <=, remarquer que | | f,— f|dm =
Jalfn = fldm + [, |fn — fldm, utiliser le théoréme d’Egorov et le lemme de Fatou...]

. On suppose maintenant m(FE) = +oco. Montrer que : f € L' et f, — f dans L' lorsque n — o0 si et

seulement si (f,,)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +oo et [, |fn|dm < e pour
tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser ’exercice 4.29. Pour le sens <, utiliser ’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence du théo-

réeme de Vitali.

Exercice 4.31 (Théoreme de “Vitali-moyenne'') Corrigé 82 page 356
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' = LL(E, T, m). Soit (fn)nen C L' et f € M(E,T).

1

. On suppose que m(E) < co. On se propose ici de montrer que “f € L' et || f,, — f|l1 — 0 quand n — 00" si et

seulement si on a les deux propritées suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,
p2. La suite (f,,)nen est équi-intégrable.
(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L' implique p1 et p2).

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f, — f en mesure, quand n — oo, et que (f,)nen
est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 6 > Oetn > 0,il existen € Nt.q.: p,q¢ > n = m{|fp — fq| = n} <4.
ii. Montrer que la suite ( f,,),en est de Cauchy dans L*.

iii. Montrer que f € L' et que ||f, — f]l1 — 0 quand n — oo.

2. On ne suppose plus que m(E) < oo. Montrer que “f € L et || f,, — f||1 — 0 quand n — oo si et seulement si

on a les propriétés suivantes :

pl. f. — f en mesure, quand n — oo,

p2. la suite (fy,)nen est équi-intégrable,

p3. pour tout e > 0, il existe A € T't.q. m(A) < coet, pourtoutn € N, [, [fn|dm <e.
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Exercice 4.32 (Continuité de p — || - ||,) Corrigé 83 page 359
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T).

1

1. Pourp € [1,+o0[, onpose || f|l, = (/ \f|pdm)5 (noter que | f|? € My )etonditque f € LPsi || f|, < +oo.
Onpose I = {p € [1,+o0[, f € LP}.

(a) Soient p; et py € [1, 400, et p € [p1, p2]. Montrer que si f € LP* N LP2, alors f € LP. En déduire que I est
un intervalle. [On pourra introduire A = {z;|f(x)] < 1}.]

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans /. On prend pour cela :
(E,T,m) = ([2,+00[, B([2,00[), A) (A est ici la restriction a [2, oo[ de la mesure de Lebesgue sur B(R)).
Calculer I dans les deux cas suivants :

i f(z)=1,2€[2,4o00f
ii. f(z) = m,x € [2, 400l
(c) Soit (pn)nen C Ietp € I, (I désigne I’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p). Montrer que
s
2.O0ndit que f € L g’il existe C € Rt.q. |f| < C p.p.. Onnote || f|lcc = inf{C € Rtq. |f|] < C p.p.}. Si
f & L, onpose || f|loo = +00.
(a) Montrer que f < || f|loo P-p-- A-t-on f <J|f\\wp.p. ?
On pose J = {p € [1,+o0]; f € LP} C R;.
(b) Remarquer que J = I ou J = I U {+oc}. Montrer que si p € I et +-00 € J, alors [p, +-00] C J. En déduire
que J est un intervalle de R .

Prdm — [ | f|Pdm quand n — +o00. [On pourra encore utiliser I’ensemble A].

() Soit (pp)nen C I t.q. pn T +00. On suppose que || f||oo > 0 (noter que f = 0 p.p. < || f]lco = 0).
i. Soit 0 < ¢ < || f]lco. Montrer que limJirnf || fllp. > c. [On pourra remarquer que [ |f|Pdm > ¢’m({z,
n—-+0o0
[f(z)] = c}]
ii. On suppose que ||| < 4o00. Montrer que : limsup || f||,, < ||flloo- [On pourra considérer la suite
n—+00

Pn
Gn = (i) et noter que gn < go p-p-- ]
1 llso

iii. Déduire de (a) et (b) que

[£llp,. = |Ifl|loo lorsque n — +o0.

3. Déduire des deux parties précédentes que p — || f|,, est continue de .J dans R, ol J désigne I’adhérence de .J
dans R (c’est-a-dire J = [a, b] si J = |a, b, avec 1 < a < b < 400, et | désigne | ou |).

Exercice 4.33 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe |[)
Soit f : R x Ry — R donnée par : f(t,z) =ch(t/(1+x)) — 1.
1. Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction f(t,.) appartient a L' (R, B(R), \).

2.Onpose : F(t) = fR+ f(t, z)dz. Montrer que F est continue, dérivable. Donner une expression de F”.

Exercice 4.34 (Contre exemple 2 la continuité sous le signe |)
Soit f : Ry x]0,1[— Ry donnée par : f(t,z) = 1siz € [0, 2] U[t,1], f(4,t) = 2 et f estaffine par morceaux.
1. Montrer que la fonction f(., ) est continue pour tout = €]0, 1[.

2. Montrer que f(¢,z) — 1 lorsque t — 0, pour tout x €]0, 1].
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3. Montrer que [ f(t,z)dz # 1 lorsque ¢ — 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer le théoréme de continuité sous
le signe [ ?

Exercice 4.35 (Continuité d’une application de L' dans L') Corrigé 84 page 364
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

3C eRY; Jg(s)| < Cls|+C, Vs € R. (4.37)

1. Soitu € L} (E, T, m). Montrer que gou € LL(E, T, m).
On pose L' = LL(E, T, m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € L&(E,T,m); h = gov p.p.} € L, avec
vV E U

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans w.

3. Soit (U )nen C L. On suppose que u, — u p.p. et qu’il existe F' € L' t.q. |u,| < F p.p., pour tout n € N,
Montrer que G(u,,) — G(u) dans L!.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

5. (Question non corrigée, voir le corrigé 108 page 394) On considereici (E, T, m) = ([0, 1], B(R), A). On suppose
que g ne vérifie pas (4.37). On va construire u € L' t.q. G(u) € L.
(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe av, € R tel que : |g(a,)| > n|ay] et |ay,| > n.

(b) On choisit une suite (o, ),en+ vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe
a > 0tq.

(c) Soit (a,)nen+ une suite définie par : a; = 1 et ayr1 = ay (ou «, et o sont définies dans les 2

- v [n?

questions précédentes). On pose u = >, a, - Montrer que u € L' et G(u) & L'

1 [an+1 sAn

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.36 Soient (E,T') un espace probabilisé et X une variable aléatoire de (E,T) dans (R, B(R)), de loi
de probabilité px. Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas suivants :

1. px est la loi uniforme sur [a,b] (a,b € R, a < b;

2. px est la loi exponentielle ;

3. px estla loi de Gauss.

Exercice 4.37 Dans une ruche, la longévité d’une abeille ouvriére née au printemps est une variable aléatoire X
définie par la densité de probabilité f(t) = At2e~%!, ol \ et « sont des réels positifs.
Sachant que la longévité moyenne d’une abeille est de 45 jours, calculer A et .

Exercice 4.38 (Probleme de Buffon) Sur un parquet “infini" dont les lattes ont une largeur 2d, on laisse tomber
au hasard une aiguille de longueur 2¢ avec ¢ < d, et on veut estimer la probabilité de 1’événement A : “I’aiguille
rencontre un interstice”. On appelle (€2, T', p) I’espace probabilisé associé a ce probleme.

On considere :
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— que la position z du centre de I’aiguille par rapport a I’interstice le plus proche et dans la direction 2’z perpen-
diculaire aux lattes est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [—d, dJ,

— que I’angle orienté # que fait I’aiguille avec ’interstice est une variable aléatoire uniformément distribuée sur
-3.3)

1. Montrer que ’événement A “correspond" (on précisera en quel sens) a la partie P4 du plan (z,0) : P4 =
{(x,0) € [=d,d] x [-F, §];|z| < £sin@}. Représenter graphiquement P.

2. Montrer que p(A) = %.

Exercice 4.39 (Inégalité de Jensen) Corrigé 85 page 365

Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(z) — f(a)
¢q(x — a) pour tout = € R.

v

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P). On suppose que X
et f(X) sont intégrables. Montrer I’inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ e = g [ xap),
[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]

Exercice 4.40 (Sur I’équi-intégrabilité ) Corrigé 86 page 367

Soit (E, A, P) un espace de probabilité et (X, )nen une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite (X, )nen est
équi-intégrable si [, | X, |dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport a n € N. Montrer
I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim sup/ | X, |dP =0,
{IXn|>a}

a— o0 neN

2. sup/ | Xn|dP < +00 et (X,,)nen équi-intégrable.
neN
Exercice 4.41 (Caractérisation de ’indépendance) Corrigé 87 page 368

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et X1, Xo,..., X, n variables aléatoires réelles. Montrer que
I’indépendance de (X1, Xa, ... X,,) est équivalente 2 la propriété suivante :

V(al,...,an) E] — OO,—FOO[“,P[Xl < ai,. ..,X” < an] = HP[XZ < Cli].
=1

(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de ’ensemble {w € Q, X (w) <
a}t.)

Exercice 4.42 (Sign(X) et | X | pour une gaussienne) Corrigé 88 page 369
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (£2, .4, P) un espace probabilisé
2

1
V2no
la racine carré de la variance de X). Montrer que sign(X) et | X| sont indépendantes et préciser leurs lois. Méme

question avec sign(X) et X 2.

_=Z N
e 222,000 > 0est

et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f\ avec, pour z € R, f(z) =

Exercice 4.43 (V.a. gaussiennes dépendantes) Corrigé 89 page 369
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Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, o1 > 0, 02 > 0et X7, Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes
et telles que :
X1 ~N(0,07) et X5 ~N(0,03).

"

(le signe “~
dépendantes.

signifie “a pour loi".) Construire deux v.a. Y7 et Y5 t.q. X7 ~ Y7, X5 ~ Y5 et Y; et Y5 soient

Exercice 4.44 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle) Corrigé 90 page 370

soit (€2, A, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ AN(0,1) et S a pour
loi Pg = %51 + %6,1. (11 est possible de construire un espace de probabilités et des v.a. indépendantes ayant des
lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).
2. Montrer que SX et X sont dépendantes.
3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus I’existence de S, mais on suppose qu’il existe Y v.a. gaussienne
indépendante de X. Montrer que si Y ~ AN(0,0?), avec o > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S,
v.a. indépendante de X et telle que Pg = %51 + %5,1.

Exercice 4.45 (Limite p.s. et indépendance) Corrigé 91 page 371

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, (X,,),cn+ une suite v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout
n € N*, X, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — oco. Montrer que X et Y sont
indépendantes.

Exercice 4.46 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne)

Soit (92, A, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ N(0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la moyenne,
la variance et la densité de Y.

Exercice 4.47 (Loi du x?)

Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ N (0, 1). Calculer I’espérance, la variance ainsi que
la densité de la v.a. X 2. (Remarque : cette loi s’appelle “Loi du x? a 1 degré de liberté".)
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Chapitre 5

Mesures sur la tribu des boréliens

5.1 DL’intégrale de Lebesgue et I’intégrale des fonctions continues

Nous commengons par comparer I’intégrale de Lebesgue (définie sur (R, B(R), \)) a I'intégrale “classique” des
fonctions continues (et plus généralement des fonctions réglées).

Soit I un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I'}. On peut donc considérer la
restriction & 5(I) de la mesure de Lebesgue définie sur B(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi
A cette mesure sur B(7).

Proposition 5.1 Soit —0co < a < b < +oc. Soit f € C([a,b],R). Alors, f € L}([a,b],B([a,b]),\)) et [ fd\ =

b N N «pre s . . " .
) fa f(x)dx (cette derniére intégrale est a prendre au sens de “I’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre
1)

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice (corrigé) 4.5 page 99. En fait I’exercice 4.5 s’inté-
resse au cas [0, 1] mais s adapte facilement pour le cas général [a, b].

L]

Remarque 5.1

1. Si I est un intervalle de R dont les bornes sont a,b € R (I peut étre fermé ou ouvert en a et b) et si f €
LY(I,B(I),\) ou L'(I,B(I), \), on notera souvent :

/ fdr = / F@)dA(z) = / " Ha)de.

Cette notation est justifée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si I est compact, I’intégrale de Le-
besgue contient I’intégrale des fonctions continues (et aussi I’intégrale des fonctions réglées et aussi 1’intégrale
de Riemann, voir I’exercice 5.3).

2. Soient —0o < a < b < +ooet f € C([a,b],R).

La proposition 5.1 donne que f € LL([a,b], B([a,b]), A)). En fait, on écrira souvent que f € Li([a,b],
B([a,b]), \)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa classe dans L} ([a, b], B([a, b]), A), qui est I'ensemble {g
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€ L& ([a,b], B([a,b]), \); g = f p.p-}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élément continu de
{g € LL([a,b], B([a,b]),\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante (proposition 5.2).

Proposition 5.2 Soient —oco < a < b < +oo et f,g € C(Ja,b],R). On suppose que f = g A\-p.p.. On a alors
f(z) = g(z) pour tout x € [a,b].

DEMONSTRATION :
Cette proposition est démontrée a 1’exercice (corrigé) 3.10 page 66 pour ¢ = —oo et b = co. La démonstration
pour a et b quelconques est similaire.

|

Proposition 5.3 Soit f € C.(R,R) (fonction continue a support compact). Alors f € L&(R, B(R), ). (Ici aussi,
on écrira souvent f € L (R, B(R), \).)

De plus, si a,b € R sont t.q. a < bet f = 0 sur [a,b]° (de tels a et b existent). Alors, [ fd\ = f; f(x)dx (cette
derniere intégrale étant a prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION :

On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis, pour montrer que f est intégrable, on va utiliser la
proposition 5.1. Comme f est & support compact, il existe a,b € Rt.q. a < bet f = 0 sur [a, b]°. On a alors, par
la proposition 5.1, fi . € C([a,0],R) C Lg([a,b], B([a,b]),\). Onadonc [ [fld\ = [[f;, ,|d\ < oo et donc
f € LL(R, B(R), \). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

/ fiamdr = /  fa)a

D’oli I’on conclut bien que | fd\ = ff f(x)dx.
"

Le résultat précédent se généralise a I’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-intégrables (construite a partir
des sommes de Darboux). Ceci fait 1’objet de 1’exercice 5.3.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.2 Les propositions 5.1 et 5.3 donnent les résultats suivants :
1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = [ fdA. L'application L est une application linéaire (de C(R, R) dans R)
positive, ¢’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. (On rappelle que f > 0 signifie que f(x) > 0 pour tout z € R.)

Plus généralement, soit m une mesure sur (R, B(R)), finie sur les compacts. Il est facile de voir que C.(R, R)
C LL(R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutt C..(R,R) C LL(R, B(R), m)). Pour f € C.(R,R), on pose
L(f) = [ fdm. Lapplication L est une application linéaire (de C.(R,R) dans R) positive (ou encore une
“forme linéaire positive").
On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoréme 5.1).

2. Soit —0o < a < b < oc. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = [ fdA. L'application L est une application
linéaire (de C'(]a, b, R) dans R) positive.

Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([a, b], B([a, b])). Il est facile de voir que C([a, b], R)
C Li([a,b], B([a,b]),m) (ou plutdt C([a,b],R) C LL([a,b], B([a,b]),m)). Pour f € C([a,b],R), on pose
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L(f) = [ fdm. Lapplication L est une application linéaire (de C([a, b], R) dans R) positive (ou encore une
“forme linéaire positive").

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.5).

On énonce maintenant des résultats, diis a F. Riesz, qui font le lien entre les applications linéaires (continues ou
positives) sur des espaces de fonctions continues (c’est cela que nous appellerons “mesures de Radon") et les me-
sures “abstraites" sur B(R) (c’est-a-dire les applications o —additives sur les boréliens de R, a valeurs dans R ou
R, non identiquement égales 2 +00). Le théoréme 5.1 donné ci aprés est parfois appelé “Théoréme de représen-
tation de Riesz en théorie de la mesure". Dans ce cours, nous utilisons I’appellation “Théoréeme de représentation
de Riesz" pour le théoreme 6.9, il s’agit du “Théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert".

Théoreme 5.1 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C. dans R, alors il existe une unique mesure m sur
(R,B(R)) t.q. :

vV feC., L(f)= /fdm. 6D
De plus, m est finie sur les compacts (c’est-a-dire m(K) < 0o pour tout compact K de R.)

DEMONSTRATION : La partie “unicité" de cette démonstration est assez facile et est donnée dans la proposition 5.4.
La partie “existence" est plus difficile, on en donne seulement le schéma général.

Soit L une forme linéaire positive sur C.(R, R).
1. Montrer que L est continue, ¢’est-a-dire : pour tout compact K de R, il existe C'x € R t.q. pour toute fonction

continue a support dans K, |L(f)| < Ck||f|loo- (Considérer une fonction ¢ € C.(R,R) t. q. () = 1 si
x € K, et (x) > 0).

2. Montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1 (Dini) Soient (f,,)nen C C.(R,R) et f € C.(R,R) t.q. f, T f ou f,, | f lorsque n — +o0. Alors
fn converge uniformément vers f.

3. Déduire des deux étapes précédentes que si (f,,)neny C Ce(R,R) et f € C.(R,R) t.q. f, T f ou f,, | f lorsque
n — oo, alors L(f,) — L(f).

4. Soient (fy)nen et (gn)nen C Ce(R,R) des suites telles que f,, T fetg, T g (ou fn, | fetg, | g),ou fetg
sont des fonctions de R dans R. Montrer que si f < g alors limy,—, oo L(f5) < limy,—, oo L(gn) (et dans le cas
particulier ot f = g, lim,,—, oo L(fy) = lim,— 1o L(gyn)). [On pourra, par exemple, considérer, pour n fixé,
hy = inf(gp, f») et remarquer que hy, T fy.]

5. On définit :

Ay = {f:R—=>R;3(fu)nen C C(R,R); fr, T f et ngrfooL(f") < 400}, (5.2)

Si f € AT, on pose L(f) = limy 00 L(fn), 00 (fr)nen C Ce(R,R); frn T f.Si f € A=, on pose L(f) =
limy, o o0 L(fn)s 00 (fu)nen € Ce(R,R); f,, | f. Vérifier que ces définitions sont cohérentes (c’est-a-dire
qu’elles ne dépendent pas des suites choisies et que si f € AT N A~, les deux définitions coincident). Montrer
les propriétés suivantes :

(@) Si f € AT (resp. A7) alors —f € A~ (resp. AT)et L(—f) = —L(f).
(b) Si f,ge A" (resp. A7) alors f + g€ AT (resp. A7) et L(f + g) = L(f) + L(g).
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(©)Sife At (resp. A7) eta € Ry alors af € A% (resp. A7) et L(af) = aL(f).
(d)Sife A" (resp. A")etg € AT alors sup(f,g) € AT etinf(f,g) € AT.

(e)Si f,ge AT (resp. A7) et f > g, alors L(f) > L(g).

() Si (fu)nen © Ay (resp. A)et fu 1 f € A* (resp. fu | f € A7), alors L(fa) > L(f).

() Soit (frn)nen C Ay (resp. A7) tq. fn T f (resp. fn, | f), ou f est une fonction de R dans R. Si
lim,, s y oo L(fn) < +o00, alors f € AT.

Remarquer aussi que AT contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts bornés et que A~ contient
toutes les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose :
E={f:R—>RVe>0,3gc AT ethe A" ;h< f<getL(g)— L(h) <e} (5.4
et pour f € F, on définit :
L(f)y= sup L(h)= inf L(g). (5.5)
h€A— ,h<f geEA™ 9> f

Montrer que cette définition a bien un sens, c’est-a-dire que d’une part :

su L(h)= inf L(g),
heA—Blﬁf ) gEA™ g>f (9)

et d’autre part la définition de L sur E est compatible avec la définition sur AT et A~ (aprés avoir remarqué que
AT C Eet A~ C E). Montrer les propriétés suivantes sur £ :

(a) E estun espace vectoriel et L une forme linéaire positive sur E.

(b) E est stable par passage a la limite croissante ou décroissante.

(c) E est stable par inf et sup, i.e. si f € Fetg € E, alors sup(f, g) € Fetinf(f,g) € E.

7. Soit (pn)neny C Cet.q.0 <, < letw, T 1.0npose T = {A € P(R);1ap, € EVn € N}. Montrer que
T > B(R).

8. Pour A € T, on pose : m(A) = lim,,—, 400 L(1apy) € RU {400}. Montrer que m est une mesure o-finie.

9. Montrer que £L'(R,T,m) = Eetque [ fdm = L(f),Vf € E.

Proposition 5.4 Soit d > 1, m et i deux mesures sur B(R?), finies sur les compacts. On suppose que f fdm =
[ fdu, pour tout f € C.(R%,R). Alors m = pu.

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.5. Elle est
faite pour d = 1 au chapitre 4 (proposition 4.11. Sa généralisation au cas d > 1 est laissée en exercice. ]

Remarque 5.3 Le théoréme 5.1 donne un autre moyen de construire la mesure de Lebesgue que celui vu au
chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = f; f(z)dz, o a,b € R sont choisis pour que f = 0 sur [a, b]® (on utilise
ici I'intégrale des fonctions continues sur un compact de R). L’application L est clairement linéaire positive de
C¢(R,R) dans R. Le théoréme 5.1 donne donc I’existence d’une mesure m sur B(R) t.q. [ fdm = L(f) pour tout
f € C.(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bien m(]a, b]) = b — a pour tout
a,beR, a<b).
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Définition 5.1 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :
Co(R,R) ={f € C(R,R); su§\f(33)| < oo},
EAS

Co(R,R) ={f € C(R,R); f(x) = 0 quand |z| — oo},
C.R,R)={f € C(R,R); IK C R, K compact, f =0 sur K}.

Pour f € Cy(R,R), on pose || f||u = sup,eg | f(x)]. Lanorme ||-||., s’appelle “norme de la convergence uniforme"

(elle est aussi parfois appelée “norme infinie".)

Il est clair que C.(R,R) C Cy(R,R) C Cy(R,R) et on rappelle que Cp (R, R) et Cy(R, R) sont des espaces de
Banach (e.v.n. complet) avec la norme || - ||,

Remarque 5.4 Soit mm une mesure finie sur B(R), alors C, (R, R) C Lk (R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutdt
Cy C LE(R,B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose L(f) = [ fdm. L application L est alors une application
linéaire sur Cp,(R,R). On munit C,(R,R) de la norme de la convergence uniforme, L’application L est alors
continue (car L(f) < m(E)| fll. pour tout f € Cp(R,R)). L’application L est aussi positive, c’est-a-dire que
f>0= L(f) > 0.On donne ci-aprés des réciproques partielles de ces résultats.

Théoreéme 5.2 (Riesz) Soit L une application linéaire positive de Cy dans R, alors il existe une unique mesure m
finie sur (R, B(R)) t.q. :

Y f € Cy, L(f):/fdm. (5.6)

DEMONSTRATION : Ici aussi, on ne donne qu’un schéma de la démonstration.
Soit L une application linéaire positive de Cj dans R.

1. Pour montrer que si m existe, alors m est finie, considérer les fonctions
fo=1nn + @+ 0+ Dl gynm + (0 4+ 1= 2)1p 040,

et la continuité de L.

2. Montrer que L est continue.[Raisonner par I’absurde en supposant que L est positive et non continue : en
utilisant le fait que si L est non continue alors L est non bornée sur la boule unité, construire une suite g,, de
fonctions positives telles que la série de terme général g,, converge absolument. Soit g la limite de la série de
terme général g,,, montrer que T'(g) > n,Vn € N.]

3. Montrer que la restriction 7' de L a C.(R,R) est linéaire continue, et donc par le théoréme 5.1 qu’il existe une
unique mesure m t.q. T(f) = [ fdm,Vf € C.(R,R).

4. Montrer que L(f) = [ fdm Vf € Co(R,R) [approcher f de maniére uniforme par f, € C.(R,R), prendre
par exemple : f, = fop 0 pn € Co(R,R), ¢, = 1 sur [—n,n] et ¢, (x) = 0 sur [—(n + 1), n]°. Montrer que
limy, 400 L(fn) = L(f) et que lim,,_, o [ fodm = [ fdm .

]

Le résultat du théoreme 5.2 est faux si on remplace C par Cp. On peut, par exemple, construire une application
linéaire continue positive sur Cj, non identiquement nulle sur C}, et nulle sur Cj. Si on note L une telle application
(nulle sur Cjy mais non identiquement nulle sur Cj) et si m est une mesure finie sur (R, B(R)) t.q. L(f) = [ fdm
pour f € C, on montre facilement (en utilisant [ fdm = 0 pour tout f € Cp) que m = 0 et donc L(f) = 0 pour
tout f € C}, en contradiction avec le fait que L n’est pas identiquement nulle sur Cp.
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Pour construire une application linéaire continue positive sur C}, non identiquement nulle et nulle sur Cy, on peut
procéder de la maniére décrite ci apres. On note F' le sous espace vectoriel de Cj, formé des éléments de C}, ayant
une limite en +00. Onadonc f € Fsi f € Cpetsiilexistel € Rt.q. f(z) — [ quand © — oo. Pour f € F on
pose L(f) = lim, o f(z). On a ainsi défini une forme linéaire positive sur F' (car, pour f € F, f(z) > 0 pour
tout z € R implique bien I?( f) > 0). En utilisant le théoréme 5.3 donné ci apres, il existe donc L, forme linéaire
positive sur Cy, t.q. L = L sur F. L application L est donc linéaire continue positive sur Cj, (pour la continuité,
on remarque que |L(f)| < ||f]|.), elle est bien nulle sur Cy (car lim, o f(x) = 0si f € Cy C F) et non
identiquement nulle sur Cy, car L(f) = 1 si f est la fonction constante, égale a 1 en tout point.

Théoréeme 5.3 (Hahn-Banach positif)

Soit F un sous espace vectoriel de C, = {f € C(R,R); sup,cg | f(z)| < oo} et T une application linéaire de F
dans R. On suppose que F' contient les fonctions constantes et que T est positive (c’est-a-dire que, pour f € F,
f(x) > 0 pour tout x € R implique T(f) > 0). Il existe alors T, application linéaire positive sur Cy, t.q. T =T
sur F.

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en utilisant une technique trés
similaire a celle donnant la démonstration du théoréme de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer le théoréme
de prolongement d’une application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un espace de Banach).
Elle peut aussi se faire en se ramenant au théoréme de Hahn-Banach lui-méme tel qu’il est donné, par exemple,
dans le livre d’analyse fonctionnelle de H. Brezis.

Il est intéressant de noter que le résultat du théoréme peut étre faux si on retire I’hypothese “F’ contient les fonctions
constantes". ]

On peut maintenant faire la remarque suivante :

Remarque 5.5 Soit K une partie compacte de R. On note C(K,R) = {f|,., f € Cp}. Si m est une mesure finie
sur (K, B(K)) I'espace fonctionnel C'(K, R) estinclus dans L% (K, B(K'), m), et ’application qui a f € C(K,R)
associe [ fdm est linéaire positive (et continue, si C(K,R) est muni de la norme de la convergence uniforme).
Réciproquement, soit L une application linéaire positive de C(K,R) dans R. Le théoréme précédent permet de
montrer qu’il existe une unique mesure finie, notée m, sur (K, B(K)) t.q. :

L(f):/fdm, Vf € C(K,R). (5.7)

Considérons maintenant le cas des mesures signées : si m est une mesure signée sur (R, B(R)) (ou sur (K, B(K))),
I"application qui & f € Cy (ou € C(K), K étant une partie compacte de R) associe [ fdm est linéaire continue
(pour la norme de la convergence uniforme). Réciproquement, on a aussi existence et unicité d’une mesure (signée)
définie a partir d’une application linéaire continue de C (ou de C'(K)) dans R :

Théoreme 5.4 (Riesz, mesures signées) Soir L une application linéaire continue de Cy(R, R) dans R (ou de
C(K,R) dans R, oit K est un compact de R). Alors il existe une unique mesure signée, notée m, sur B(R) (ou sur
B(K))tg. :

L(f):/fdm, Vf € Co(R,R)( ou C(K,R)). (5.8)

Les éléments de (Co(R,R))" (ou (C(K,R))’) sont appelés "mesures de Radon" sur R (ou K). On rappelle que,
pour un espace de Banach (réel) E, on note E' son dual topologique, c’est-a-dire I’ensemble des applications
linéaires continues de E dans R.

DEMONSTRATION : Elle consiste a se ramener au théoréme de Riesz pour des formes linéaires positives. Elle n’est
pas détaillée ici. On rappelle seulement que si m est une mesure signée sur 7" (tribu sur un ensemble F). il existe
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deux mesures finies m™ et m™ sur T', étrangeres (c’est-a-dire qu’il existe A € T t.q. m™(A) = m™ (A°) = 0) et
t.q.m =m* —m™. On a alors (par définition) L}(E,T,m) = LL(E, T,mT)NLL(E,T,m ) et,si f € L§(F
T,m), [ fdm = [ fdm™* — [ fdm~. n

Définition 5.2 (Mesure de Radon) Soit 2 un ouvert borné de R, alors on appelle mesure de Radon sur Q un
élément de (C'(Q2,R)), ¢’est-a-dire une application linéaire continue (pour la norme infinie) de C(€Q, R) dans R.

Remarque 5.6 Soit 7" une forme linéaire sur C.(Q2, R).

1. Si T est continue pour la norme |||, On peut montrer qu’il existe une et une seule mesure signée, notée p,
sur les boréliens de € telle que T'(f) = [ fdu, pour tout f € C.(©,R). Pour montrer I’existence de 4, on
peut commencer par se ramener au théoréeme 5.4 en prolongeant 7' (de maniere non unique) en une application
linéaire continue sur C(£2, R) (ceci est possible par le théoréme de Hahn-Banach). Le théoréme 5.4 donne alors
une (unique) mesure sur B(Q) correspondant & ce prolongement de 7. La restriction de cette mesure 2 B(£2) est
la mesure p recherchée. Il est intéressant de remarquer que cette mesure p est unique, sans que celle donnée par
le théoréme 5.4 soit unique (car cette derniere dépend du prolongement choisi de 7' a C(2, R)).

2. Si T est continue pour la topologie “naturelle” de C.(£2, R), (c’est-a-dire que, pour tout compact K C €, il
existe Cx € R tel que T(f) < Ckl| f]loo> pour tout f € C.(Q,R) avec f = 0 sur le complémentaire de
K) alors ce résultat est faux ; par contre on peut montrer qu’il existe deux mesures (positives) p1 et po sur les
boréliens de Q telles que T'(f) = [ fdp1 — [ fdps2,V f € Ce(€2,R) ; noter que 111 et po peuvent prendre toutes
les deux la valeur +o0o (exemple : N =1, Q =] = L1[ T(f) =3 e nf(1 = L) =3, e nf (=1 + 1)), et
donc que (p1 — p2)(€2) n’a pas toujours un sens. . . .

Soit maintenant 7" une forme linéaire sur C2° (2, R), continue pour la norme || - ||,, alors il existe une et une seule

mesure signée, notée 1, sur les boréliens de  telle que T'(f) = [ fdu,V f € C (L, R).

5.3 Changement de variables, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de I'espace Li (R, B(R), \) (et éventuellement de
Li (R, B(R), p) si p est finie sur les compacts)

Proposition 5.5 (Changement de variable affine) Soient o € R*, 8 e Ret f € LY(R,B(R

), A). On définit
g : R—= Rparg(x) = f(az + B) pour x € R. Alors, g € L*(R, B(R), ) et [ gd\ = %ffd)\.

Le méme résultat reste vrai en remplacant L' par L*.

DEMONSTRATION :

1. On pose p(z) = ax + 3, pour tout z € R, de sorte que g = f o . Comme f et  sont boréliennes (noter que
 est méme continue), g est aussi borélienne, c’est-a-dire g € M.

2. Pour montrer que g € L}(R, B(R), \) et
/ gdr = = / fFdA, (5.9)
|al

(a) On suppose que f = 14 avec A € B(R) t.q. A(4) < co.Onaalors g = 1 14-8 (avec 2A— 2 ={
(

x € A}).Onadonc g € LY(R, B(R), \) et (5.9) est vraie (car on a déja vu que )\(QA - ) = %
la proposition 2.9).

on raisonne en plusieurs étapes :
B
)

1
A(A

x—
), dans
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(b) On suppose que f € & N LY(R,B(R),\). 1l existe donc ay,...,a, > Oet Ay,..., A4, € Ttq. f =
Z? 1a;la,. Comme f € LY(R,B(R),\), on a aussi A\(4;) < oo pour tout ;. On conclut alors que g =
S aila 14,5,Ce qui donne que g € £, N LY (R, B(R), \) et que (5.9) est vraie.

(c) On suppose que f € My N LYR, B(R), A). Il existe (fn)neny C Ex N LYR, B(R), M) t.q. fn T f quand
n — o0. Onadonc [ f,d\ 1 [ fd\ quand n — oco. On définit g, par g, (z) = ax + 3, pour tout z € R.

Onaalors g, € £+ N LR, B(R), A), gn T get [ gnd\ 1 [ gd\ quand n — oo. Comme (5.9) est vraie pour
f = fnetg= gn,onendéduit que g € M, N LR, B(R), \) et (5.9) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement que f € L}(R,B(R),\). Comme f = f+ — f~, avec f* € M, N LY(R,
B(R), \), on peut utiliser 1’étape précédente avec f* et on obtient que g € L*(R, B(R), \) et que (5.9) est
vraie.

3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L' au lieu de £!. I suffit de remarquer que
fi=fapP. =91 =92pPP.,

avec g;(-) = fila - +8),i=1,2.
En fait, lorsque f décrit un élément de L' (qui est un ensemble d’éléments de £1), 1a fonction g(a - +3) décrit
alors un élément de L'.

Le résultat de densité que nous énongons a présent permet d’approcher une fonction de L} (R, B(R), \) “aussi
prés que I’on veut" par une fonction continue a support compact. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer
certaines propriétés des fonctions de L' : On montre la propriété pour les fonctions continues, ce qui s’avére en
général plus facile, et on “passe a la limite".

Théoréme 5.5 (Densité de C..(R, R) dans L} (R, B(R), \))
Onnote L' = L} (R, B(R), \). L’ensemble C’ (R,R) des fonctions continues de R dans R et a supports compacts,
est dense dans LY, ¢’est-a-dire :

Vf € LﬂQ(RaB(R%)‘)a Ve > 07 390 € Cc(Ra R)’ ||f - @Hl <E.

DEMONSTRATION :

On a déja vu que C..(R,R) C L. En toute rigueur, on a plutdt C.(R,R) C £' = LL(R, B(R), \). L’ objectif est
donc de montrer que pour tout f € L' et tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. || f — ¢|l1 < &. On va raisonner
une nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £, M. et enfin £1).

Etape 1. On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et \(4) < oo.

Soit £ > 0. Comme A est une mesure réguliére (proposition 2.3), il existe un ouvert O et un fermé F t.q. F C A C
Oet \M(O\ F) < e.Pour n € N*, on pose F,, = F N [—n,n], de sorte que F}, est compact (pour tout n) et F' =
Unenx Fy,. La continuité croissante de A donne alors A(F},) T A(F'), quand n — co. Comme A(F') < A\(A) < oo,
onaaussi A(F'\ F,) = AMF) — A(F},,) = 0 quand n — oco. Il existe donc ng t.q. A(F'\ F,,) < €.

On pose K = F,,, et on obtient donc K C FF C A C O.Ce quidonne A(O\ K) < MO\ F)+ A(F\ K) < 2e.
On a donc trouvé un compact K et un ouvert O t.q. K C A C O et A(O \ K) < 2e. ceci va nous permettre de
construire ¢ € C.(R,R) t.q. || f — ¢|l1 < 2e.

On pose d = d(K,0°) = inf{d(z,y),z € K,y € O°}. On remarque que d > 0. En effet, il existe (2, )neny C K
et (Yn)nen C O° t.q. d(Tpn,yn) = |Tn — yn| — d quand n — co. Par compacité de K, on peut supposer (apres
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extraction éventuelle d’une sous suite) que z,, — x, quand n — co. Si d = 0, on a alors aussi y,, — x quand
n — oo etdonc x € O° N K (car K et O° sont fermés). Ce qui est impossible car O¢ N K = (). On a donc bien
montré d > 0.

On pose maintenant , pour tout z € R, ¢(z) = 3(d — d(z, K))" avec d(z,K) = inf{d(z,y), y € K}. La
fonction ¢ est continue car x — d(z, K) est continue (cette fonction est méme lipschitzienne, on peut montrer que
|d(x, k) — d(y, K)| < |z — y|). Elle est a support compact car il existe A > 0 t.q. K C [—A, A] et on remarque
alors que ¢ = O sur [-A — d, A + d]°. On a donc ¢ € C.(R,R). Enfin, on remarque que ¢ = 1 sur K, ¢ = 0 sur
O°et0 < p <1 (partout). On en déduit que f — p = 0sur K UO°et 0 < |f — | < 1, ce qui donne

If = ¢l MO\ K) < 2,

et termine donc la premiere (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € €4 N L. Tl existe donc ay, ..., a, > 0et Ay, ..., A, €T tq. f=Y 1 aila,.
Comme f € L1, on a aussi A\(4;) < oo pour tout 4.

Soit € > 0, I’étape 1 donne, pour tout ¢, ’existence de ¢; € C.(R,R) t.q. |14, — ¢ill1 < €. On pose ¢ =
Yo aipi € Co(R,R) eton obtient || f — ¢|[1 < (>i-; a;)e (ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M, N L.

Soit € > 0. D’apres la caractérisation de I’intégrale dans M, (lemme 4.3), Il existe ¢ € &4 t.q. g < f et
J fdx—e < [gdm < [ fdm, de sorte que ||g — f|l1 = [(f — g)d\ < e. L'étape 2 donne alors I'existence de
p € C.(R,R) t.q. ||g — ¢|l1 < e.D’oul’on déduit || f — ¢||1 < 2e. Ce qui termine 1’étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € L.

Soit ¢ > 0. Comme f* € M N L', I"étape 3 donne qu’il existe 1,2 € C(R,R) t.q. [|[fT — p1]l1 < eet
I/~ —p2|l1 <e.Onposealors ¢ = @1 —p2.0nayp € C.(R,R) et || f — |1 < 2¢. Ce qui prouve bien la densité
de C.(R,R) dans L. L]

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute
mesure sur B(R), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant C,, par C2°. Enfin, il n’est pas limité a R,
il est également vrai dans RZ, d > 1. Tout ceci est montré dans I’exercice 7.13. Par contre, le résultat que nous
montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure sur B(R), finie sur les compacts (voir I’exercice 7.13).

Théoréme 5.6 (Continuité en moyenne) Soient f € L1 (R, B(R),\) et h € R. On définit fy, (“translatée” de f)
par: fn(x) = f(x + h), pour presque tout © € R. Alors :

lfrn = fl :/|f(x—|—h) — f(x)|dz — 0 lorsque h — 0. (5.10)

DEMONSTRATION :

Soient f € L} (R, B(R), A) et h € R. On remarque que f, = f(- +h) € L1g(R, B(R), \) (d’apres la proposition
5.5). D’autre part f = g p.p. implique f;, = gp, p.p.. On peut donc définir f;, comme élément de L§ (R, B(R), \)
si f € LL(R, B(R), \).

La démonstration de (5.10) fait I’objet de 1’exercice 5.14.
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5.4 Intégrales impropres des fonctions de R dans R

On considere ici des fonctions de R dans R, et I’espace mesuré (R, B(R), A).
Définition 5.3 (Intégrabilité a gauche) Soient f : R - R, @ € Reta € RU {400},a > «; on suppose que
V B €lasal, fliap € LY (= LL(R,B(R), \)). On dit que f est intégrable & gauche en a (ou encore que /

existe) si / J1a,8[dN a une limite dans R lorsque 3 — a. Cette limite est notée / f(®)dt.
«

Remarque 5.7 Ceci ne veut pas dire que f La,al € L'. 11 suffit pour s’en convaincre de prendre a = 400, a = 0,
considérer la fonction f définie par f(0) = 1 et, pour z > 0, f(x) = sma;'
x

Par contre, dés que la fonction f considérée est de signe constant, on a équivalence entre les deux notions :

Proposition 5.6 Soient f : R — R, a € Reta € RU {400}, a > a; on suppose que ¥V 3 €la, al, fliq g1 €
L'(= Lg(R,B(R), \)). Alors f est intégrable & gauche en a si et seulement si f1y, .1 € L.

DEMONSTRATION : Ce résultat se déduit du théoréme de convergence monotone (construire une suite qui tend en
croissant vers f1)4 4[)- [ ]

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction...)
On note E = C([0, 1], R) et on munit F de la norme de la convergence uniforme. Soit 7' I’application de F dans
R définie par T'(¢) = ¢(0). On note aussi 6y la mesure de Dirac en 0 sur B([0, 1]).

1. Montrer que T' € E’ (on rappelle que E’ est le dual topologique de F, ¢’est a dire I’ensemble des applications
linéaires continues de F dans R).
2. Soit ¢ € E. Monter que ¢ € £([0,1], B([0,1]), do) et que T'(¢) = [ ©ddy, ou &y est la mesure de Dirac en 0.
3. Soient g € L% ([0, 1], B([0,1]), A) et (¢n)nen C E définie par : ¢, (x) = (1/n)(n—n2z)™, pour tout € [0, 1]
et tout n € N. Montrer que | gy, d\ — 0 lorsque n — +oc.
En déduire qu’il n’existe pas g € L ([0, 1], B([0, 1]), A) t.q. on ait, pour toute fonction ¢ € E: T(p) = [ gpdA.
4. Montrer que ( n’est pas une mesure de densité par rapport a \.

Exercice 5.2

Soit (fn)nen la suite de fonctions de ]0, 1] dans R définie par f,,(z) = (n — n?z)*. On note A la mesure de
Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de |0, 1[, et L' = L% (]0, 1], B(R), A).

Soit T' I’application de C' ([0, 1], R) dans R définie par T'(¢) = ¢(0).

!/ !
1. Montrer que T' € (C([O, 1],R)> (on rappelle que (C’([O, 1},R)) est le dual de C(]0,1],R), c’est a dire
I’ensemble des formes linéaires continues sur C'([0, 1], R) muni de la norme uniforme).
2. Montrer que T'(¢) = [ ¢ddo, ot &y est la mesure de Dirac en 0.
3. Soient g € L'(]0,1[,R) et (¢n)nen C (C’([O, 1],R)) définie par : o, = g—n Montrer que [ gpndA — 0
lorsque 7 — +00.

En déduire qu’il n’existe pas g € L'(]0,1[,R) t.q. on ait, pour toute fonction ¢ € C([0,1],R) : T(p) =
| gpdX ; montrer que &y n’est pas une mesure de densité.
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Exercice 5.3 (Intégrale de Riemann) Soient a, b des réels, a < bet f : [a,b] — R une fonction bornée, i.e.

telle qu’il existe M € R t.q. | f(t)] < M,Vt € [a,b]. Soit A une subdivision de [a,b], A = {zg,21,...,TNn41}

avec 79 = a < 71 < ... < Tx41 = b. On pose S& = vazo(supme[xwiﬂ] f@)(zig1 — x4), et Sa =

Zf\[:o(infze[mi,xiﬂ] f(x))(zit1 — ;). On note A I’ensemble des subdivisions de [a, b] et S* = infaca S2, et

Sy = supac4 Sa. On dit que f est Riemann intégrable si S* = S,. On pose alors R f; f(z)dx = S™*.

1. Soient A; et Ay € A tels que A; C Ag. Montrer que Sa, < Sa, < S22 < G241 En déduire que Sp < Sa
pour tous A, A’ € A, et donc que S, < S*.

2. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions (A,,),cx telle que Sa, — S, et 27 — S* quand n — +oo.

3. Montrer que si f est continue, f est Riemann-intégrable.

4. On suppose maintenant que f est Riemann-intégrable. Soit (A, ),cy une suite t.q. Sa, — S, et S8 — §*

(n) (n)
0

quand n — +o0. Pour n € N, onnote A,, = {zy", ..., Ty’ 1} etonpose:

gn(z) = inf{f(y),y € [xgn),xgi)l]},xz(-n) <z < a:l(»i)l,i =0,...,N, +1 (5.11)
hn(z) = sup{f(y),y € [chn),xgi)l]},xgn) <z < xl(»i)l,i =0,...,N, +1 (5.12)
gn(b) = hn(b) = 0. (5.13)

(a) Montrer que gy, et h, € M N LY, ot M = M({[a,b], B(R),\}) et L1 = L*({[a,b], B(R), \}), et que
S (hn — gn)dX — 0 quand n — +oo.

(b) Montrer que g, < gnt+1 < f < gn+1 < hy, Vn € N,

(c) On pose g = lim,, s o0 gn €t h = lim,,_, | o h,, ; montrer que g = h p.p. . En déduire que f € L! et que
[ fdx=R [’ f(x)da.

(d) Soit f définie par :

fl) = 1lsizeQ, (5.14)
fz) = 0siz Q. (5.15)
Montrer que f n’est pas Riemann intégrable, mais que f € L} ([a, b], B(R), \).

Exercice 5.4 Corrigé 92 page 372

Soit (fn)nen C C1(]0,1[, R) convergeant simplement vers la fonction f :J0,1[— R; on suppose que la suite
(fl)nen (C C(]0, 1[, R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale a 1.

1. A-t-on f € C1(J0,1[,R) et f/ =17

2. On suppose maintenant que la suite (f},),en converge dans L} (]0, 1], B(]0, 1[), A) vers la fonction constante et
égaleal. A-t-on f € C1(J0,1[,R) et f/ =17

Exercice 5.5 (Intégrale impropre) Corrigé 93 page 373
On définit I’application f de R dans R par :

f(z)=0,siz <0,
f(z)=2%sinS, siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
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2.S0it 0 < a < b < oo. Montrer que f'1j,, € L§(R, B(R), A). On pose f; J'(t)dt = [ f'1)4,5;d\. Montrer

que :
b
- [ rwa
3. Soita > 0.

(a) Montrer f'1jg o € Li(R, B(R ) A).

(b) Pour 0 < x < a, on pose g(z f f/(t)dt. Montrer que ¢g(z) a une limite (dans R) quand x — 0, avec
x > 0, et que cette limite est egale af(a)— f (0). (Cette limite est aussi notée [, f'(t)dt, improprement. .
f'Yo.r & L(R, B(R), A), la restriction de f’ a]0, a[ n’est donc pas intégrable pour la mesure de Lebesgue
sur |0, a[.)

Exercice 5.6

Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C LE(E, T, m) et f € LL(E, T, m). On suppose que f, — f dans
LL(E, T, m) et qu’il existe C > 0 tel que |f,,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer que [ |f, — f|?dm — 0
lorsque n — +00.

Exercice 5.7 Corrigé 94 page 375
Soitfeﬁl(RB( )y A). OndéﬁnitF'R%Rpar'F = [ flioumd\(= [y f(t)dt), pour z > 0, et
F(z) == [ flz0d\(= f f(t)dt) pour z < 0. Montrer que F est uniformément continue.
Exercice 5.8 (Intégrabilité et limite a ’infini) Corrigé 95 page 376
Soit f € L&(R, B(R),\) = L.
1. On suppose que f(x) admet une limite quand = — oco. Montrer que cette limite est nulle.
2. On suppose que f € C(R,R); a-t-on: lhf f(z)=07?
xr—r+00
3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, 4 » f(2) = 0? [On pourra commencer par montrer
que, pour tout 1 > 0 et toute suite (2, )nen de réels t.q. lim,, oo z, = +00,0na:
Tn+n
lim |f(z)|dA(z) = 0.] (5.16)

n—-+00
+ Tn—"N

4. On suppose que f € CYH(R,R) et f' € L*;a-t-on: lim f(z)=0?

z—+oo

Exercice 5.9

1. On considere ’espace mesuré (E,T,m) = (]0,1[, B(]0, 1[, A). Soit 0 < o < 400 . On pose, pour = €]0, 1],
fx) = (%)a Pour quelles valeurs de « a-t-on f € LL(E,T,m)?

2. On considere I’espace mesuré (E£,T,m) = (R%,B(R% ), \). Soit f définie, pour x €]0, +-00], par : f(z) =
sinx. Montrer que f ¢ LL(E, T, m). On pose f, = f1j0,n[- Montrer que f,, € LL(E, T, m), que f, — f p-p.

(et méme uniformément) et que / fndm a une limite dans R lorsque n — +oc.

Exercice 5.10 (Egalité p.p. de fonctions continues) Corrigé 96 page 378
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On munit RY de la tribu borélienne B(RY) et de la mesure de Lebesgue \y. Soient f et ¢ € C(RM,R) tq.
f = g p.p.. Montrer que f = g partout. [On dira donc que f € L'(R™,B(RY), \,,) est continue si il existe
g € C(RY,R) t.q. f = g p.p. (plus précisément on devrait écrire g € f). Dans ce cas on identifie f avec g.]

Exercice 5.11 1. On considere I’espace mesuré (E, T, m) = (]0,1[, B(R), A); soit 0 < o < 400 on pose, pour
1
z €]0,1[, f(x) = (=)“. Pour quelles valeurs de o a-t-on f € Li (E,T,m)?
x

2. On considere I’espace mesuré (£, T,m) = (R%, B(R), \) ; soit f définie, pour z €]0, +ool, par: f(z) = S
x

Montrer que f ¢ Li(E, T, m). On pose f,, = fljg . Montrer que f, € Ly(E,T,m), que f,, — f p.p. (et

méme uniformément) et que / fndm a une limite dans R lorsque n — +o0.

Exercice 5.12 Soit p et v deux mesures finies sur B(R), tribu borélienne sur R.
1. Montrer que si, pour toute fonction continue a support compact on a :

/ fdu = / fdv, (E)

alors u = v. [On rappelle (cf. exercice 2.34) que si m est une mesure finie sur B(R), alors : VA € R,m(A) =
inf{m(0),0 > A, O ouvert de R}.]

2. On suppose maintenant que ’égalité (E) est vérifiée pour toute fonction f de C°(R, R). Le résultat précédent
vous parait-il encore vrai ?

Exercice 5.13 (Notation : Soit f une fonction de R dans R, on note f? la fonction de R dans R définie par :
f2(z) = (f(z)%) Soit E = {f € CYR,R); f € L' = Ly (R,B(R),\) et f* € L'}. Pour f € F, on définit
I = J1fldX+ ([ 1f'[2dN)=
1. Montrer que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé. F est-il un espace de Banach ?
2.Soienta € Retd € R%.QMontr?r que a < da? + %.En déduire que pour f € E, (z,y) € R2et§ € R ,ona:
[f(@) = f) <0 [1fPdX + 5lz —yl.
3. Montrer que si f € F, alors :
— f est uniformément continue.

— f est bornée.
- fre Ll

Exercice 5.14 (Continuité en moyenne) Corrigé 97 page 379
Pour f € L' = LL(R, B(R), \) et h € R, on définit f), (“translatée” de f) par : fn(x) = f(x + h), pour = € R.
(noter que f; € L1).
1. Soit f € C, = C.(R,R), montrer que || f, — f||1 — 0 lorsque A — 0.
2. Soit f € L', montrer que || f, — f|l1 — 0 lorsque A — 0.
Exercice 5.15 Onnote L' = LL(RY,B(RYN), \y), et C, = Cy(RM,R) I’ensemble des fonctions continues
bornées de RY dans R.
1.Pour f € L', he R} et € RYN on définit
1
@ = oy [ fdn,
)‘N<B(O7 h)) B(x,h)

ot B(0, h) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon h. Montrer que f;, est définie partout, que f;, € L%,
et que fr, — f dans L' lorsque h — 0. En déduire qu’il existe (hy,)nen t.q. hy, — 0 lorsque n — +oo et
fn, = f p.p. lorsque n — —+o0.
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2. On considere maintenant une suite de mesures (i, )nen finies sur (RY, B(RY)), t.q. u, — o dans C} i.e.
[ edpn — [ pdu, Ve € Cp. Soit f une fonction mesurable bornée de RY dans R et intégrable pour la mesure
de Lebesgue, et v = f\. Montrer que i, x v est une mesure de densité f,, € L' et montrer que f,, — f dans
L'

3. Soit A € Rt.q. A C [0,1]; on dit que A est "bien équilibré" si pour tout intervalle I de [0, 1], ona: A(INA) =
AINA°) = % Montrer qu’il n’existe pas de borélien A de [0, 1] bien équilibré.

Exercice 5.16 (Non existence de borélien “bien équilibré')
Soit N > 1. On note L' = LL(RY, B(Ry), Ay).

1. Pour f € L', h € R} etz € RV, on définit

1
B 5B S O

ot B(xz,h) désigne la boule ouverte de centre = et de rayon h. Montrer que f;, est définie pour tout z € RV,
Montrer que f, € L' et que f;, — f dans L! lorsque h — 0. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de
continuité en moyenne dans L'.]

En déduire qu’il existe (hy,)nen t.q. hn, — 0, lorsque n — 400, et f, — f p.p. lorsque n — +o0.

2. Montrer qu’il n’existe pas de borélien A inclus dans [0,1] et t.q. A(/ N A) = A(I N A°) = @ pour tout

intervalle I de [0, 1]. [On pourra raisonner par 1’absurde et utiliser la question précédente avec N = 1 et f
convenablement choisi. Cette question est aussi une conséquence de 1’exercice 5.17.]

Exercice 5.17 (Sur la concentration d’un borélien) Corrigé 98 page 379

Soit —0o < a < b < 400, A € B(Ja, b]) et p €]0, 1[. On suppose que A\(AN]a, B]) < p(B — «) pour tout «v, S t.q.
a < a < B < b.Montrer que A(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que A(ANO) < pA(O)
pour tout ouvert O de ]a, b[.]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(Ja,b]) t.q. A\(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe «, 8 t.q.
a<a<f<bet \(AN]a, B[) > p(B — ).

Exercice 5.18 (Points de Lebesgue) Corrigé 99 page 380
On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L' I'espace L (R, B(R), \) et par £ 'espace
L%(R, B(R), ). On note dt = dA(t).

1. Soit (Iy,. .., I,) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On pose I, =|ay,bi| et on suppose que la suite (ak)k:L___," est croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,....n €St croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée (11, ..., 1), formée d’intervalles disjoints 2 & 2 et t.q. A(A) < 237" A(Iy).
[Utiliser la question 1.]

On se donne maintenant f € L! et on suppose qu’il existe a > 0 t.q. f = 0 p.p. sur [—a, a]°. Le but de I’exercice
est de montrer que :

1
g/ ~ f(z +t)dt — f(x), pour presque tout z € R, quand n — co. (5.17)

Pour € > 0, on définit f* de R dans R par :
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h

. 1
fi(@)=sup— [ |f(z+1)ldt.
h>e 2h —h

3(a) Montrer que f} est bornée.
(b) Montrer que fZ est borélienne. [On pourra montrer que f est le sup de fonctions continues.]
(c) Montrer que fX(x) — 0 quand |z| — oo.
4. Poury > 0,onpose By . = {z € R, fX(z) > y}.
(a) Montrer que tout x € B, . est le centre d’un intervalle ouvert I(z) t.q.
i AI(x)) > 2,

Montrer que parmi les intervalles I(x), x € B, ., ainsi obtenus, il en existe un nombre fini I(x1), . ..

dont la réunion recouvre By, .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est borné.]
(b) Montrer que A\(B, ) < %Hf”l [Utiliser la question 2.]

On définit maintenant f* de R dans R, par :

1 /h
f*(x) =sup — |f(x 4+ t)|dt.
h>0 2h J_y,

5. Montrer que f* est borélienne et que A\({f* > y}) < %||f||1, pour tout y > 0.

(5.18)

()

(5.19)

6. Montrer (5.17) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes. ]

7. Montrer (5.17). [Approcher f, dans L! et p.p., par une suite d’éléments de C.(R, R), notée ( f,)pen. On pourra

utiliser (f — fp)*.]

Exercice 5.19 (Convergence vague et convergence etroite) Corrigé 100 page 384

Soit (m.,,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B(RY) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur

B(R%). On suppose que :
— [@dm,, — [ @odm, quand n — oo, pour tout ¢ € C°(R%, R).
- m,(RY) — m(R?) quand n — oo.

—_—

uniforme d’une suite d’élement de C° (R4 R).]

[\

. Soit p € C.(R% R). Montrer que [ ¢dm, — [ @dm, quand n — oco. [On pourra utiliser le fait que  est limite

. Pour p € N*, on note B, 1a boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne de R%). Montrer

qu’il existe une suite (¢} )pen+ C Ce(R% R) t.q., pour tout p € N*, 0 < ¢, < 1, p, = Lsur By et o < opi1.

On utilise cette suite (¢,,)pen+ dans les questions suivantes.

3. Soite > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q. : p > pp = /(1 — pp)dm < e.
(b) Montrer que, pour tout p € N*, /(1 — pp)dm, — /(1 — ¢p)dm quand n — co.

(c) Montrer qu’il existe p; € N*t.q.:n €N, p > p; = /(1 — pp)dm, <e.
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4. Montrer que [ @dm,, — [ dm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cy(R?,R) (on dit alors que la suite (1) nen
converge étroitement vers m).

5. Indiquer brievement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“R?" (dans les hypothéses et dans la question 4) par “Q) ouvert de R%".

Exercice 5.20 (Unicité avec C>°)
Soit m et p deux mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1). on suppose que [ pdm = [ @du pour tout
¢ € C(R4,R). Montrer que m = .
Exercice 5.21 (Densité de C. et C>° dans LY
Soit d > 1 et ;1 une mesure sur les boréliens de R%. On suppose que j vérifie les deux propriétés suivantes :

(pl) p est est finie sur les compacts de RY, c’est-a-dire que (/) < +oo si K est un compact de R?,

(p2) p est réguliére, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout e > 0, il existe O ouvertet I fermét.q. F C A C O

etu(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (cela est démontré au chapitre 7, proposition 7.5) mais cette
démonstration n’est pas demandée ici.
On note L}, I'espace LL(RE B(RY), ). Pour f € LY, onnote ||f|l1 = [ |f|du. Enfin, pour x € R%, on note || la
norme euclidienne de x.

1. Soit ¢ € C.(R% R) (c’est-a-dire ¢ continue de R dans R et & support compact). Montrer que ¢ € E}L.

2. Soit K un compact de R et > 0. Pour x € R%, on pose p(z) = w avec d(z, K) = inf{|z — y|,
y € K}. Montrer que ¢ € C.(R% R) et que p(z) = 1siz € K.
3. Soit A € B(R?) t.q. u(A) < +o0.

(a) Soit £ > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. K C AC Oetu(O\ K) <e.

(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R%, R) t.q. [|¢ — 1all1 <e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R? dans R. On suppose que f € E}L. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
0 € C.(RYR) t.q. || f — ¢|l1 < . [On pourra approcher f par une fonction étagée.]
5. (Densité.) Soit f € L], ete > 0.

(a) Montrer qu’il existe ¢ € C.(R%,R) t.q. | f — ¢[l1 <e.

(b) Montrer qu’il existe ¢ € C2°(R% R) t.q. ||f — ¥|l1 < e. [On pourra montrer que, si p € C.(R% R), on a
le—@nll1 = 0,quand n — oo, avec w,, = @*py, et (pr )nen+ une famille régularisante, voir la définition 8.4.
du polycopié de cours).]

6. (Continuité en moyenne ?)

(a) Soit ¢ € C.(R% R). Montrer que |¢(- + h) — ¢l — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et 1) qu’on peut avoir f € E}L
et| f(-+h)— fll1 7 0quand h — 0.

7. On suppose maintenant que 2 est un ouvert de R? et que s est une mesure sur les boréliens de €2, finie sur
les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(2,R) et
C°(Q,R) dans L (2, B(Q), ).

Exercice 5.22 (Loi d’une fonction linéaire de X)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité et X une v.a.. On suppose que la loi de X a une densité par rapport a
Lebesgue et on note g cette densité.

Soit a, b € R, montrer que la v.a. aX + b a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et donner cette densité
en fonction de g, a et b.
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Chapitre 6

Les espaces LF

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces LP,avec 1 < p < 400

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 <p < ocoet f € M = M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, mesurable). On
remarque que |f|P € My, car |f|P = po f ol ¢ est la fonction continue (donc borélienne) définie par p(s) = |s|P
pour tout s € R. La quantité [ |f|Pdm est donc bien définie et appartient 2 R.. Ceci va nous permette de définir
les espaces de fonctions de puissance p-ieéme intégrable. On retrouve, pour p = 1, la définition de 1’espace des
fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces L) Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < oo et f une fonction définie de E
dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M.)

1. Ondit que f € LP = LL(E,T,m) si [ |f|Pdm < co. On pose alors :

151, = ( [ 157am)”. 6.

2. Onditque f & LP = LE(E,T,m) si [ |f[Pdm = oo et on pose alors || f||, = +oc.

De maniére analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces L£P par la relation d’équivalence “= p.p." afin que
I’application f +— || f]|,, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d”equivalence (voir section 4.5).

Définition 6.2 (Les espaces L) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < 4o0.

1. On définit I'espace Ly (E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de LP pour la
relation d’équivalence (= pp). En I’absence d’ambiguité on notera L? I’espace Ly (E, T, m).

2. Soit F € LE(E,T,m). On pose ||F|, = || fll, si f € F. (Cette définition est cohérente car ne dépend pas du
choix de f dans F. On rappelle aussique F = f = {g € L?; g = f p.p.}.)

Proposition 6.1 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oc. Alors :
1. LE(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

2. LY (E, T, m) est un espace vectoriel sur R.
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DEMONSTRATION :

l.-Soita € R, f € LP. Ona aof € M (car M est un espace vectoriel) et [ |af[Pdm = |a|? [|f|Pdm < cc.
Donc, af € LP.
- Soit f,g € LP. On veut montrer que f + g € LP. On sait que f + g € M (car M est un espace vectoriel) et
on remarque que, pour tout z € F,

|f(z) + g(@)[" < 2°[f ()P + 2P|g(x)[",
et donc

/|f—|—g|pdm§2p/|f\pdm—|—2p/|g|pdm<oo,

ce qui montre que f + g € LP.

2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € LP et o, 8 € R. On choisit f € F
et g € G et on définit oF + SG comme étant la classe d’équivalence de af + Bg. Comme d’habitude, cette
définition est cohérente car la classe d’équivalence de of + B¢ ne dépend pas des choix de f et g dans F et G.

L]
On va montrer maintenant que f — || f|, est une semi-norme sur £? et une norme sur L”.
L el . 1 1
Lemme 6.1 (Inégalité de Young) Soient a,b € Ry etp,q € ]1,+o0[r.q. — + — = 1. Alors :
p q
P
ab< L+ 2 (6.2)
p q

DEMONSTRATION :
La fonction exponentielle § — exp(#) est convexe (de R dans R). On a donc, pour tout 61,65 € Rettoutt € [0, 1],

exp(tfy + (1 — t)02) < texp(f1) + (1 —t) exp(62).

Soit a, b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend ¢ = % (de sorte que (1—1t) = %), 01 = pln(a) et 03 = qIn(b).
On obtient bien ab < % + %.

Lemme 6.2 (Inégalité de Holder)
1 1

Soient (E, T, m) un espace mesuré et p, q €)1, +o0[t.q. — + = = 1. Soient f € LE(E,T,m)etg € LL(E, T, m).
p g

Alors, fg € L&(E, T, m) et
Ifglle < 1 £llpllgllq- (6.3)

Le méme résultat est vrai avec LP, LY et L' au lieu de LP, L9 et L.

DEMONSTRATION :
On remarque d’abord que fg € M car f,g € M (voir la proposition 3.5).

L’inégalité de Young donne | f(x)g(z)| < W + W pour tout € E. On en déduit, en intégrant :

/Ifg\dm < %/|f|pdm + é / lg|%dm < oo. (6.4)
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Donc, fg € L!.
Pour montrer (6.3), on distingue maintenant 3 cas :

Cas 1. On suppose || f||, = 0 ou [|g|]; = 0. On a alors f = 0 p.p. ou g = 0 p.p.. On en déduit fg = 0 p.p., donc
IIfgll1 = 0 et (6.3) est vraie.

Cas 2. On suppose || ||, = L et ||g]|; = 1. On a alors, avec (6.4),

1 1
1l = / foldm < >+ = = 1=/ lblgle

L’inégalité (6.3) est donc vraie.
Cas 3. On suppose || f|, > Oet | g|ls > 0. On pose alors f; = H;Hp etgy = \|gg||q’ de sorte que || f1[l, = [|lg1ll¢ = 1. Le

cas 2 donne alors
1f9llx

£ 1lpllgllg

= | figill<1.
Ce qui donne (6.3).

Dans le cas ot f € LP et g € L4, on confond les classes f et g avec des répresentants, encore notés f et g. Le
résultat précédent donne fg € L' et (6.3). On a alors fg € L' au sens de la confusion habituelle, ¢’est-a-dire “il
existe h € L' t.q. fg = hp.p." (et fg ne dépend pas des représentants choisis), et (6.3) est vérifiée.

L]

Lemme 6.3 (Inégalité de Minkowski) Soit (E, T, m) un espace mesuré et1 < p < oo. Soit f,g € LL(E, T, m).
Alors, f +g &€ LPet:
1f+ gl < 1 fllp + llgllp- (6.5)

Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION :

Le cas p = 1 a déja été fait. On suppose donc p > 1. On a aussi déja vu que f + g € LP (proposition 6.1). Il reste
donc a montrer (6.5). On peut supposer que || f + g||, 7 0 (sinon (6.5) est trivial).

On remarque que
|f +g/P <FH + GH, (6.6)

avec F = |f|,G = |g|et H = |f + g~ %

On pose ¢ = 1%, de sorte que % + % =1, FelP,GeLPetH € L9 (car f+ g € LP). On peut donc appliquer
I’inégalité de Holder (6.3), elle donne

[FH| < | Fllpl[Hlg, |GHIL < |GlpllH]lg-
On en déduit, avec (6.6),

/ 1+ glPdm < (11, + lgll,)( / \f + glPdm)'3,

D’oti I’on déduit (6.5).

11 est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de £LP.

On en déduit la propriété suivante :
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Proposition 6.2 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < occ.
1. L'application f — ||f||, est une semi-norme sur L?.

2. L'application f — || f||, est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc une espace vectoriel (sur R)
normé.

DEMONSTRATION :

— Onabien || f||, € Ry pour tout f € LP.

— Onadéjavuque ||af]lp, = |al|| f|lp, pour tout € Ret tout f € LP.

— Linégalité (6.5) donne || f + gll, < || fllp + llgllp, pour tout f, g € LP.

L application f — || f||, est donc une semi-norme sur £?. On remarque que, si f € £P, ona

Ifll, =0« f=0p.p.

Cette équivalence donne que 1’application f — | f||,, est une norme sur LP. [

Remarque 6.1 On reprend ici la remarque 4.9. Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co. On confondra
dans la suite un élement F' de LP avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un élément f € LP t.q. f € F. De
maniére plus générale, soit A C E t.q. A soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0). On
dira qu’une fonction f, définie de A dans R, est un élément de L? si il existe une fonction g € LP t.q. f = g p.p..
On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec g = {h € LP; h = ¢
p-p- }. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {h € L ; h = f p.p. }.

Avec cette confusion, si f et g sont des élements de LP, f = ¢ signifie en fait f = g p.p..

Théoréme 6.1 (Convergence dominée) Soir (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo. On note LP [’espace
LY (E, T, m). Soit (fn)nen une suite de LP t.q. :

1 f,— fpp.,
2.3 FelLPtq |f,| < F p.p. pourtoutn € N.

Alors f, — f dans LP (c’est-a-dire / |fro = fIPdm — 0 quand n — o).

DEMONSTRATION :
On se ramene au cas p = 1.

On peut choisir des représentants des f;, (encore notés f,,) de maniére a ce que la suite (f,,(z))nren soit convergente
dans R pour tout z € E. On pose g(z) = lim,,—so0 fn(z). Onadonc g € M et g < F p.p., ce qui montre que
g € LP.Onadonc f € LP (ausens f = g p.p. avec g € LP).

Puis, on remarque que
0<hp=Ifn—fI"<(ful +[f)" <2°F? pp.,

pour tout n € N, et que h,, — 0 p.p. quand n — oo. Comme F? € L', on peut appliquer le théoréme de conver-
gence dominée, il donne h,, — 0 dans L', c’est-a-dire f,, — f dans L”. |

Dans le théoréme 6.1, I’hypothése de domination sur la suite ( f,,),en (I’hypothése 2) implique que la suite (f,,)nen
est bornée dans LP. La réciproque de cette implication est fausse, ¢’est-a-dire que le fait que (f,,)nen soit bornée
dans L? ne donne pas I’hyptheése 2 du théoreme 6.1. Toutefois, le théoréme 6.2 ci dessous donne un résultat de
convergence intéressant sous I’hypothese “(f,,)nen bornée dans LP" (on pourrait appeler cette hypothése “domi-
nation en norme") au lieu de I’hypothese 2 du théoréme 6.1.
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Théoreme 6.2 (Convergence ‘“dominée en norme') Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(E) <
o0)etl < p<oo. Onnote L™ I’espace L (E, T, m) (pour tout 1 < r < +00). Soit (fp)nen une suite de LP t.q. :

1. fn— fpp.,
2. la suite (f)nen est bornée dans LP.

Alors, f € LP et f,, — f dans L9 pour tout q € [1,p[ (c’est-a-dire / |fn — fl9%dm — 0, quand n — oo, pour
tout 1 < q < p).

DEMONSTRATION : Le fait que f € LP est conséquence immédiate du lemme de Fatou (Lemme 4.6) appliqué
a la suite (| fn|?)nen. Le fait que f,, — f dans L7 pour tout ¢ € [1,p[ peut se faire avec le théoréme de Vitali
(théoréme 4.8). Ceci est démontré dans 1’exercice 6.18 (corrigé 111). Une généralisation avec m(E) = 400 est
étudiée dans I’exercice 6.19. [ ]

On donne maintenant une réciproque partielle au théoreme de convergence dominée, comme dans le cas p = 1.

Théoreme 6.3 (Réciproque partielle de la convergence dominée)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < 00, (fn)nen C LP et f € LP. On suppose que f, — f dans LP
quand n — oo. Alors il existe une sous-suite ( fn, JkeN t.q.

= fnn = [ p.p. lorsque k — 400,

-3 Fel?Ptq.|fn,| < Fpp., pourtoutk € N.

DEMONSTRATION :
Comme dans le cas p = 1, Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante sur les séries absolument
convergentes. L]

Proposition 6.3 (Séries absolument convergentes dans LP)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < oo et (fn)nen C LP. On suppose que ZanHp < +o0. Alors :
neN
1. E:ZCO | fr(x)| < 400 pour presque tout © € E. On pose f(x) = :i% () (la fonction f est donc définie
p.p.).
2. f € LP (au sens “il existe g € LP t.q. f = g p.p.").
3.3 %o fu(x) = f p.p. et dans LP, lorsque n — +oc. De plus, il existe F € LP t.q. |>.;_, fu(z)| < F p.p.,
pour tout n € N.

DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,.

On pose, pour tout z € E, gn(x) =Y 1_o |fr(2)]. Ona (gn)nen C M. Comme la suite est croissante, il existe
F e M tq. gn T F,quand n — oco. On a donc aussi g2 1 FP quand n — oo et le théoreme de convergence
monotone donne

/gﬁdm — /F”dm, quand n — oo. 6.7)

On remarque maintenant que [|gnll, < > 3o [[frllp < 3p2g [frlly = A < oo. Donc ||gn|[h < AP pour tout
n € Net (6.7) donne alors

/dem < AP < oo. (6.8)
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L’inégalité (6.8) donne que F' < oo p.p.. Il existe donc B € T't.q. m(B) = 0 et F(x) < oo pour tout x € B°. Pour
tout © € BC, la série de terme général f,,(x) est donc absolument convergente dans R. Elle est donc convergente
dans R et on peut définir, pour tout z € B¢, f(z) € R par

F@) =3 file) = lm 37 fil).
k=0 k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition 4.3 page 78), il existe
donc g € M t.q. f = g p.p.. Puis, comme g < F p.p. (car | Y ;_, fu(z)] < g < Fpp.etd p_ofel@) =g
p-p.) on a, grace a (6.7), g € LP, ce qui donne bien f € LP (au sens “il existe g € LP t.q. f = g p.p.")

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée
dans LP car Y ;_, fe(z) = f p.p.et, pourtout n € N, | >°)_, fr(x)| < gn < F p.p. avec [ FPdm < oc. On

obtient bien que Y_;_, fi(z) — f dans LP. [
Toute série absolument convergente de LP est donc convergente dans LP. On en déduit le résultat suivant :

Théoreme 6.4 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et 1 < p < oo. L'espace vectoriel normé (LP?,||.||,) est
complet.

On peut maintenant se demander si les espaces L” sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pour p = 2, et, en
général, faux pour p # 2 (voir a ce propos 1’exercice 6.32). Le cas de L? sera étudié en détail dans la section 6.2
En général, les espaces LP, avec 1 < p < 400, autres que L ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous verrons
ultérieurement (section 6.3 que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-a-dire que 1’injection canonique entre
’espace et son bi-dual est une bijection). Les espaces L' et L™ (que nous verrons au paragraphe suivant) sont des
espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.2 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < oo. On peut aussi définir L& (E, T, m) et Ly (E,
T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexes ou réels). Le cas L(%(E , T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théoreme 6.5).

6.1.2 L’espace L*°

Définition 6.3 (L’espace £L>°) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E dans R);

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L = LP(E,T,m) si il existe C € Ry tel que
|fl<Cpp.;

2.s5i f € L onpose ||flloo =Inf{C € Ry ;|f| <Cpp.},

3.5i f ¢ L% onpose | f|loo = +00.

Remarque 6.3 (Rappels sur la définition de ’inf...) Soit A C R, A # (). On rappelle que A est borné inférieu-
rement si il existe un minorant de A, c’est-a-dire si il existe @ € R tel que x > «a pour tout x € A. Si A est
borné inférieurement, on définit la borne inférieure de A comme le plus grand des minorants : 7 = inf{A} =
max{a;a < z pour tout z € A}. Si A n’est pas borné inférieurement, on pose inf A = —co. Dans les manipula-
tions sur les inf (et sur les sup...) il est utile de connaitre le résultat suivant :

T =inf A = 3(zp)neny C 4; 2, L T quand n — +o0. (6.9)

Ceci se démontre tres facilement en écrivant :
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1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y,, € A t.q. y,, < —n. En choisissant ¢ = ¥
et, par récurrence, &, = min(z,_1, yn), on a donc z, | —oo = inf A.

2. Si A est borné inférieurement, soit 7 = inf A. Alors, T + % n’est pas un minorant de A et donc, pour n € N*, il
existe y, € Atelque T <y, <T+ % En choisissant zy = gy et, par récurrence, z,, = min(x,_1, y,), on a
clairement : x,, — T lorsque n — +00.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition de || f||o0, voir I’exercice
corrigé 4.32) est parfois bien utile.

Lemme 6.4 Si f € £, alors | f| < || ]l P-P--

DEMONSTRATION :
Voir I’exercice corrigé 4.32. |

On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.4 Si (E,T,m) = (R,B(R),\) et f € C(R,R), alors

1fllu = sup [f(2)] = [|flloo-
z€R

DEMONSTRATION : On distingue 2 cas :

Cas 1. On suppose ici que | f| est non bornée, ¢’est-a-dire || f||,, = oo. Soit @ € R,.. Comme | f| est non bornée, il
existe z € Rt.q. | f(x)| > «. Par continuité de f, il existe alors € > 0 t.q. | f(y)| > e pourtouty € [z — e,z + €].
Onadonc {|f| > a} D [z —&,z +¢] etdonc A\({|f| > a}) > 2. Donc, |f| n’est pas inférieure ou égale a a p.p..
Onadonc {C € Ry ;|f| < Cp.p.} =0,donc || flloc =00 = || f|lu-

Cas 2. On suppose maintenant que || f||,, < oo. Ona |f(z)| < ||f]]., pour tout z € R, donc || f|lco < || f||u-

D’autre part, on sait que | f| < || f||oo p-p.- Onadonc MX{|f| > || fllcc}) = 0. Or {|f| > || fllo } €St Ouvert (car f est
continue), ¢’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc {|f| > ||f]loc} = @ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert
non vide est toujours strictement positive). Ce qui prouve | f(z)| < || f]|co pour tout z € R et donc || f{l,, < || f|loo-

On obtient bien finalement || f |, = || f]]co- L]

Définition 6.4 Soient (E, T, m) un espace mesuré et L = LX(E, T, m).

1. On définit L>° = L (E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence sur L pour la relation d’équiva-
lence “=p.p.".

2. Soit F € L. On pose |F|lco = ||f|locc avec f € F, de sorte que F = {g € L ; g = f p.p.}. (Cette définition
est cohérente car || f|| oo ne dépend pas du choix de f dans F.)

Proposition 6.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, L>° = LX(E,T,m) et L>° = L (E, T, m). Alors :

1. L est un espace vectoriel sur R et I’application définie de L dans R par f — || f||cc est une semi-norme sur
L.

2. L est un espace vectoriel sur R et ’application définie de L™ dans R par f — || f||c est une norme sur L.
L est donc un espace e.v.n. (réel).

DEMONSTRATION :
I.-SiaeRet f e L ilestclair que af € L et que || f]|=|] f|loo-
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—Soit f,g € L. Comme |f| < || ]l P-P- €t || < ||9]lco P-P-» o1 montre facilement que | f + g| < |f|+ [g| <
[[flloc + [[gllcc p-p-- Ce qui prouve que (f + g) € L™ et [|f + glloo < [[flloc + lI9]loo-

On a bien montré que £ est un espace vectoriel sur R et comme || f||- € Ry pour tout f € £°°, I’application

f = |If|loo est bien une semi-norme sur £°°.

2. la structure vectorielle de L™ s’obtient comme celle de L? (p < oo) et le fait que f — || f]|oo soit une norme
découle du fait que

f=0pp. & |[fllec =0.

Proposition 6.6 Soir (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L (E, T, m) est un espace de Banach (réel), c’est-
a-dire un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION :

On sait déja que L est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute série absolument
convergente dans L™ est convergente dans L. Ce qui est une conséquence de la proposition suivante sur les
séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.7 (Séries absolument convergentes dans .°°)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et (fu)nen C L (E, T, m). On suppose que 3,75 || fulloo < +00. Alors :

1. Il existe C' € R t.q., pour toutn € N, Yp_ o | fr] < C p.p..

2. La série de terme général f,,(x) est, pour presque tout © € E, absolument convergente dans R. On définit, pour
presque tout x, f(x) = Z:i% fn().
3.0na f e L™ (au sens “il existe g € L t.q. f =gp.p.)et||> r_o [t — flloo = 0lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. Comme | f,,| < || fn|l0o
p.p..ilexiste A,, € T't.q. m(A,) = 0et|fn] < | fnlloo sur A%. On pose A = UpenA, € T. Onam(A) = 0 (par
o-sous additivité de m) et, pour tout n € Netz € A, |fr(x)] < || frlloo-

Pour tout x € A€, on a donc
n n (o)
ST I felle <D Ifrllse = € < 0. (6.10)
k=0 k=0 k=0
Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout 2z € A€, la série de terme général f,,(x) est absolument convergente dans R, donc convergente. On pose
donc

+oo n
flo) =" fulz) = lim 3 fi(a) € R.
k=0 k=0

f estdonc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.3) car limite p.p. de fonctions mesurables. Il existe
donc g € M t.q. f = g p.p. et (6.10) donne |g| < C p.p.. Onadonc g € L> et donc f € L (au sens “il existe

geLXtg. f=gpp.").

Il reste & montrer que » ', fr — f dans L.
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On remarque que, pour tout z € A°,

n (oo} [e.e] oo
S @ - f@ =1 Y @< Y @< S il =0,
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n-+1

quand n — co. Comme m(A) = 0, on en déduit

n n (oo}

1D fe = Flloo < sup [ > fil@) = f(@)[ < D |lfrlloe = 0, quand n — oo.
k=0 T€AT 10 k=n-+1

etdonc Y 7'_ fr — f dans L, quand n — oo. n

La proposition 6.7 permet de montrer que L est complet (théoréme 6.6). Elle permet aussi de montrer ce que nous
avons appelé précédemment (dans le cas p < 0o) “réciproque partielle du théoréme de convergence dominée". Il
est important par contre de savoir que le théoréme de convergence dominée peut étre faux dans L°°, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.4 (Sur la convergence dominée...) Le résultat de convergence dominée qu’on a démontré pour les
suites de fonctions de LP, 1 < p < 400, est faux pour les suites de fonctions de L°°. Il suffit pour s’en convaincre
de considérer I'exemple suivant : (E, T, m) = ([0, 1], B([0,1]), A), fn = 1jg 1}, pour n € N. On a bien (fy)nen
C Lg2([0,1], B([0,1]), A) et

fn — 0p.p., quand n — oo,
Jn < 1oy p-p- pour tout n € N, 11947 € L°([0, 1], B([0, 1]), ).

Pourtant, || fn|lcoc = 1 4 0, quand n — oo.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du résultat
que toute suite absolument convergente dans £>° est convergente (dans L°°, proposition 6.7). La démonstration
est similaire a la démonstration du théoréme 4.7.

Remarque 6.5 Soit (£,7,m) un espace mesuré. On peut aussi définir L& (E,T,m) et Lgy (E,T,m) (avec
N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou
réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espaces 1., 1 < p < +o0

Proposition 6.8 (Comparaison entre les espaces LP)

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini, i.e. m(E) < +oo. Soient p,q € Ry tels que 1 < p < q¢ < +oo. Alors,
LL(E,T,m) C LL(E,T,m). De plus, il existe C, ne dépendant que de p,q et m(E), t.q. ||f|l, < C| fllq pour
tout f € LE(E, T, m) (ceci montre que I'injection de L9 dans LP est continue).

DEMONSTRATION :
On distingue les cas ¢ < oo et ¢ = o0.

Cas ¢ < 00. On suppose icique 1 < p < ¢ < +00.

Soit f € L9. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pourtoutz € E,ona |f(z)P < |f(z)|?si|f(x)] > 1.
On adonc |f(x)|P < |f(x)]|? + 1, pour tout zz € E. Ce qui donne, par monotonie de I’intégrale,

/|f|pdm < m(E)+ / 1f|9dm < oo, ©.11)
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et donc que f € LP. On a ainsi montré LY C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C, ne dépendant que de p, g et m(E), t.q., pour tout f € L (E, T, m),
[f1lp < Cllfllq- (6.12)

En utilisant (6.11), on remarque que (6.12) est vraie avec C' = (m(F) + 1)%, si || f|lg = 1. Ceci est suffisant pour

dire que (6.12) est vraie avec C = (m(FE) + 1)% pour tout f € L9. En effet, (6.12) est trivialement vraie pour
[I#ll = 0 (car on a alors f = 0 p.p. et || f]l, = 0). Puis, si || f||; > 0, on pose f1 = W de sorte que || f1|l; = 1.

On peut donc utiliser (6.12) avec f;. On obtient WHpr = |Ifill, < C, ce qui donne bien || f||, < C||f|l4-

On a donc montré (6.12) avec un C' ne dépendant que p et m(E) (et non de g). Toutefois, le meilleur C' possible
dans (6.12) dépend de p, g et m(E). Ce meilleur C peut &tre obtenu en utilisant I’inégalité de Holder généralisée

(proposition 6.9). Elle donne || f||, < C|| fllq avec C' = (m(E))%_% (voir la remarque 6.6).

Cas ¢ = 00. On suppose ici que 1 < p < ¢ = +o00.
Soit f € L. On choisit un représentant de f, encore noté f. On a |f| < || f|lco p-p.- On en déduit | f|P < || f]|Z,
p-p- et donc

/ fPdm < m(E)| £ < oo.

=

Ce qui donne f € LP et || f||, < C|| fl|loc avec C = (m(E))

On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C' possible (si m(E) > 0) car || f||, = (m(E))% (m(E))% I flloo si f =
lE. |

Proposition 6.9 (Inégalité de Holder généralisée)
1 1 1

Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q,r € [1,+00] tels que — + — = —. Soient f € LL(E,T,m) et g €
P q r

Li(E,T,m). Alors, fg € LR(E,T,m) et

1Fgllr < £ 1pllgllq- (6.13)

DEMONSTRATION : Comme d’habitude, on confond un élément de L? (s = p, ¢ ou r) avec un de ses représentants.
On travaille donc avec £° au lieu de L*®. On suppose donc que f € LP et g € L9 et on veut montrer que fg € L"
et que (6.13) est vraie. On remarque d’abord que fg € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.

Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < o0.

Onpose f1 = |f
6.2 (donnant I’inégalité de Holder) avec f1, g1 (au lieu de f, g) et %, % (au lieu de p, q). Il donne que f19; € Ll et
[fig1llt < I f1llzllgr]l«. On en déduit que fg € L" et

[1sgram < ([ \rpam)3 ([ lgloam)?.

et g1 = |g|” desorte que f € L7 et gy € L. Comme 5 2 = 1, on peut appliquer le lemme

P

r

ce qui donne (6.13)
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Cas 2. On suppose icig =ocoetr =p < o0.
Comme |g] < ||g|lsc p-p-- Ona|[fg|? < [f[P||gl%, p.p. et donc

/ \FalPdm < |lglIZ, / \flPdm,

ce qui donne fg € L? et (6.13).

Cas 3. On suppose icip =g =r = 0.

Comme | f| < || flloo P-p- €t |g] < [|glloo P-p-»ona |fg| < [|f]locllglloc P-P-» ce qui donne fg € L et (6.13).
[ |

Remarque 6.6

1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore géneraliser la proposition 6.9. Soient (E, T, m) un espace
n

mesuré, p1, ..., pn € [1,00] etr € [1,00 tq. 7 = 77, - Pourtouti € {1,...,n}, soit f; € L (E, T,m).
Alors, [T, fi € Lp(E, T,m) et | [T;Z; fill» < TTi=y IIfzIIpZ-
2. L’inégalité (6.13) permet aussi de trouver le meilleur C' possible dans la proposition 6.8 (Inégalité (6.12)) :

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Soient p,qg € Ry telsque 1 < p < g < +o0. Soit f € L (E, T, m).
Comme 1 < p < ¢ < oo, ilexiste 7 € [1,00[t.q. 5 = £ + 1. On peut alors utiliser la proposition 6.9 avec
feLletly € L. Elledonne que f € LP et ||f|, < C||f|q avec C = (m(E))zl_% Cette valeur de C est la

meilleure possible (si m(E) > 0) dans (6.12) car si f = 15 on obtient || f||, < (m(E))zl’ i 1 f1lq-

Remarque 6.7 Les espaces L?,p €]0, 1 (que I’ on peut définir comme dans le cas 1 < p < co) sont des espaces

vectoriels, mais I’application f — / |fIP dm) z n’est pas une norme sur LP si p €]0, 1[ (sauf cas particulier).

Remarque 6.8 Soient (E,T, m) un espace mesuré, et f € M(E,T). Lensemble J = {p € [1,+o0], f € LP}
est un intervalle de [1, +oo]. L’application définie de J dans Ry par p — ||f||, est continue, voir a ce propos
I’exercice 4.32, et dans le cas particulier des fonctions continues a support compact, I’exercice 6.10. En particulier,
lorsque p € J,p = +ooona | fll, = || flleo- On en déduit le résultat suivant : si il existe py < +oo tel que
f € LP pour tout p tel que py < p < 400, et siil existe C t.q. || f||, < C, pour tout p € [pg, +0o0[, alors f € L>
et | fllo < C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace L

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires
Définition 6.5 (Produit scalaire)

1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle “produit scalaire sur H'" une application de H x H — R, notée
(/) (ou(-/ ")) t.q.

psl : (u/u) > 0 pour tout uw € H \ {0},

ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,

ps3 :u s (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.
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2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle “produit scalaire sur H" une application de H x H — C, notée
(/) (ou (-/-)u) t.q.
psl : (u/u) € R% pour toutw € H\ {0},

ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,
ps3 :u s (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

Remarque 6.9 (Exemple fondamental) Soit (£, 7, m) un espace mesuré.

1. On prend H = L4(E, T, m). H est un e.v. sur R. On rappelle que fg € L (E, T, m) si f,g € L3(E, T, m)
(lemme 6.2 pour p = ¢ = 2). L’application (f, g) — [ fgdm est un produit scalaire sur H.

2.Onprend H = L(QC(E7 T, m) (voir le théoréme 6.5 ci aprés). H est un e.v. sur C. En utilisant le lemme 6.2, on
montre facilement que fg € L(%:(E,T7 m)si f,g € L%(E,T, m) (lemme 6.2 pour p = ¢ = 2). L'application
(f,g9) = [ fgdm est un produit scalaire sur .

Proposition 6.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :
(u/v)? < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.14)

De plus, (u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :
|(u/v)|? < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.15)
De plus, |(u/v)|? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

DEMONSTRATION :

1. On suppose ici K = R. Soit u,v € H. Pour a € R on pose p(a) = (u+ av/u+ av) = (v/v)a? + 2a(u/v) +
(u/u). Comme p(c) > 0 pour tout o € R, on doit avoir A = (u/v)? — (v/v)(u/u) < 0, ce qui donne (6.14).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.14).

Siu = 0ouwv =0, on a égalité dans (6.14) (et u et v sont colinéaires).

Siu # Oetwv # 0, on a égalité dans (6.14) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement si il existe & € R t.q.
p(a) = 0. Dongc, on a égalité dans (6.14) si et seulement si il existe & € R t.q. u = —aw. On en déduit bien que
(u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. On suppose maintenant ' = C. Soit u,v € H. Pour & € C on pose p(a) = (u + av/u + aw) = aa(v/v) +
a(v/u) + a@(u/v) + (u/u). On choisit de prendre @ = S(u/v) avec 8 € R. On pose donc, pour tout 5 € R,
0(B) = p(B(u/v)) = B2|(u/v)|*(v/v) + 28| (u/v)|? + (u/u). Ici encore, comme ¢(3) € R, pour tout 3 € R,
on doit avoir A = |(u/v)|* — |(u/v)|*(v/v)(u/u) < 0, ce qui donne (6.15).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.15)

Siu = 0ouwv = 0, on a égalité dans (6.15) (et u et v sont colinéaires).

On suppose maintenant v # 0 et v # 0. On remarque d’abord que, si (u/v) = 0, on n’a pas égalité dans (6.15)
et u et v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que (u/v) # 0. On a alors égalité dans (6.15) si
et seulement si A = 0 et donc si et seulement si il existe 8 € R t.q. ¢(8) = 0. Donc, on a égalité dans (6.15) si
et seulement si il existe 5 € R t.q. u = —f(u/v)v, et donc si et seulement si il existe @ € R t.q. u = —aw.

Finalement, on en déduit bien que |(u/v)|? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.
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Proposition 6.11 (Norme induite par un produit scalaire)
Soit H un e.v. sur K, avec K = R ou K = C, muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Pour tout u € H, on pose
lullgr = v/ (u/w). Alors, || - || i est une norme sur H. On I’appelle norme induite par le produit scalaire (-/-).

DEMONSTRATION :
— Il est clair que ||u||g € R4 pour tout uw € H et que

lullg =0< (u/u) =0< u=0.

— On abien |au|| g = |o|||u||z pour tout o € K et toutu € H.
— Enfin, pour montrer I'inégalité triangulaire, soit u,v € H. On a ||u + v||% = (u + v/u +v) = (u/u) +

(v/v) + (u/v) + (v/u). Comme, par (6.14) ou (6.15), |(u/v)| < /(u/u)/(v/v) = |u||g||v| f, on en déduit

lu+vllF < (lulla + [[v]|#)?. Done,

lu+olla <[lulla +[lvlla-

Définition 6.6 (espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé dont la norme est
induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé complet dont la norme
est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire.

Théoréme 6.5 (’espace L?) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L'espace L (E, T, m), muni de la norme || - ||2, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire associé a
la norme est défini par :

(f/9)2= /fg dm. (6.16)

2(a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € M. ). On dit que f € LZ(E,T,m) si |f|> €
Ly (E, T, m). Pour f € LA(E,T,m), onpose | fll2 = /|| fI?|l- Alors, L2(E, T, m) est un espace vectoriel
sur C et f — | f|l2 est une semi-norme sur LZ(E, T, m).

“«

(b) On appelle LZ(E, T, m) I'espace LE(E, T, m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.". Pour F €
L&(E,T,m), on pose |F||2 = |f|l2 avec f € F (noter que ||f||> ne dépend pas du choix de f dans F).
Alors L(E, T, m), muni de || - ||2, est un espace de Banach (complexe).

(c) L’espace LZ(E, T, m), muni de la norme || -
associé a la norme est défini par :

o, est un espace de Hilbert (complexe) et le produit scalaire

(f/9)2 = /f? dm. (6.17)
DEMONSTRATION :
1. On sait déja que L3(E,T, m), muni de la norme || - |2 est un espace de Banach (réel). Le lemme 6.2 pour

p =¢q = 2donne que fg € L (E,T,m) si f,g € L(E, T, m). On peut donc poser (f/g)2 = [ fgdm. 1l est
facile de voir que (-/-)2 est un produit scalaire et que la norme induite par ce produit scalaire est bien la norme
- ll2-
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2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions R(f) et S(f) sont mesurables de E
dans R (i.e. appartiennent 4 M). On a donc bien |f| € M et |f|> = (R(f))? + (3(f))? € M.

Comme |f|> = (R(f))? + (3(f))? € M., on remarque aussi que f € LZ(E,T,m) si et seulement si R(f),
S(f) € LE(E,T,m). Comme L3 (E,T,m) est un e.v. (sur R), il est alors immédiat de voir que LZ(E, T, m)
estun e.v. sur C.

On quotiente maintenant £Z(E, T',m) par la relation “= p.p.". On obtient ainsi I’espace LZ(E, T, m) que I’on
munit facilement d’une structure vectorielle sur C. L'espace L (E, T, m) est donc un e.v. sur C.

En utilisant le lemme 6.2, on montre facilement que fg € LL(E,T,m) si f,g € LZ(E, T, m) (on utilise le fait
que les parties réelles et imaginaires de f et g sont dans L (E, T',m)). On peut donc poser (f/g)2 = [ fgdm.
Il est aussi facile de voir que (-/-)2 est alors un produit scalaire sur LZ(F, T, m) et que la norme induite par ce
produit scalaire est justement || - ||2 (car | f|? = ff etdonc [ ffdm = || f||3). On a, en particulier, ainsi montré
que f ~ || f||2 est bien une norme sur L2 (E, T, m). On en déduit aussi que f + || f||2 est une semi-norme sur
L2(E,T,m).

On a montré que I’espace L2 (E, T, m), muni de la norme || - |2, est un espace préhilbertien. il reste & montrer
qu’il est complet (pour la norme || - ||2). Ceci est facile. En effet, || ]2 = ||R(£)|13 + [|S(f)||3 pour tout f €
LZ(E,T,m). Donc, une suite (f,,)nen C LZ(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si les suites (R(fr,))nen et
(S(fn))nen sont de Cauchy dans LE(E, T, m) et cette méme suite converge dans LZ(E, T, m) si et seulement
si les suites (R(f))nen et (S(fn))nen convergent dans LE(E, T, m). Le fait que LZ(E, T, m) soit complet
découle alors du fait que L2 (FE, T, m) est complet.

Remarquons que dans le cas p = 2, I'inégalité de Holder est en fait I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.12 (Continuité du produit scalaire)
Soit H un Banach réel ou complexe. Soient (un )nen C H, (Un)nen C H et u,v € H t.q. up, — u et v, — v dans
H, quand n — co. Alors, (un,/v,) — (u/v) quand n — oo.

DEMONSTRATION : Il suffit de remarquer que, grice a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.14) et (6.15)),
ona:

(un/vn) = (w/v)] < [(Un/vn) — (un/v)| + [(un/v) = (u/v)|

< Hunllllon = vll + [Jun = ullfJv]]-

On conclut en utilisant le fait que w,, — u, v, — v et en remarquant que la suite (u,)nen est bornée car
convergente. [ ]

Définition 6.7 Soit H un Banach réel ou complexe. On note H' (ou L(H, K)) ’ensemble des applications li-
néaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel et X' = C pour un Banach complexe). Si
T € H', on pose

T (u)]
[T = sup -
uweH\{0} (||l e
On rappelle que || - || g est bien une norme sur H’ et que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach
(sur K).

Enfin,siT € H' etu € H,ona |T(u)| < ||T||z ||ull -

Remarque 6.10 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (u) = (u/v) pour tout
u € H. Grce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on voit que o, € H' et ||oy| g < ||v||g. M est
facile alors de voir que ||, || g = ||v||z. Ceci montre que v — ,, est une application injective de H dans H'. le
théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.9), fondamental, montrera que cette application est surjective.
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Proposition 6.13
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H On a

lu+oliF + llu = vz = 2llullZ + 2lv]F- (6.18)
Cette identité s’appelle “ identité du parallélogramme".

DEMONSTRATION : 11 suffit d’écrire ||u + v||% + ||u — v||%} = (u + v/u +v) + (u — v/u — v) et de développer
les produits scalaires. u

Remarque 6.11

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel) peuvent induire la méme norme.
La réponse est “ non". En effet, le produit scalaire est entierement déterminé par la norme qu’il induit. Par
exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire (-/-) induit la norme || - ||, on a, pour tout u, v, (u/v) =
1l +)* = [lu = vf|?).

2. On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou non par un produit scalaire ?
On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement si ’identité du parallélogramme
(6.18) est vraie pour tout u,v € H. Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est pas induite par un
produit scalaire (on cherche u, v € H ne vérifiant pas (6.18)).

Définition 6.8 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note uLlv) si (u/v) = 0.
2. Soit A C H. On appelle “orthogonal de A" I’ensemble A+ = {u € H; (u/v) = 0 pour tout v € A}.

Proposition 6.14 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H. Alors :
1. AL estun s.e.v. fermé de H,

2 AL =A,

3. A C (AY)* (que I’on note aussi A*++).

DEMONSTRATION :

1. Soit uq,us € At etay,as € K (K = Rou K = C selon que H est un hilbert réel ou complexe). Pour tout
v € A, ona (aju; + asus/v) = ay(ui/v) + as(uz/v) = 0. Donc, ajuy + asus € AL, Ce qui montre que
At estuns.e.v. de H.

Soit (un)neny C At t.q. u, — u dans H, quand n — oo. L’application w ~— (w/v) est continue de H dans K
(voir la remarque (6.10)) pour tout v € H. Soit v € A, de (u,/v) = 0 on déduit donc que (u/v) = 0. Ce qui
montre que u € A+ et donc que A+ est fermé.
2. — Comme A C A, on aZL C AL,
— Soit maintenant v € A*. On veut montrer que u € at
Soit v € A, il existe (v, )neny C A t.q. v, — v dans H quand n — co. Comme (u/v,) = 0 pour tout n € N,
on en déduit, par continuité de w — (u/w), que (u/v) = 0. Donc u € A" ce qui donne AL C A
. . R i
Finalement, on a bien montré A+~ = A"

3. Soitv € A.Ona (u/v) = 0 pour tout u € A+, donc (v/u) = 0 pour tout u € A+, ce qui donne v € (A+)+
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Remarque 6.12 dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se demander si A = A, On montrera,
dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théoréeme de Pythagore.

Théoreme 6.6 (Pythagore)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uq, ..., u, € H t.q. (u;/u;) = 0sii # j. Alors :

1Y Swillzr = uillF- (6.19)
=1 =1

DEMONSTRATION :

La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence sur n. L’égalité (6.19) est vraie pour n = 1 (et tout
uy; € H). Soit n € N. On suppose que (6.19) est vraie (pour tout uy,...,u, € H). Soituy,...,upy1 € H.On
pose y = Y ., u;, de sorte que

n+1
| Z uz”%{ = lly+ unJrl”%I = (Y + unt1/y + tnt1)
i=1
= W/y) + Y/ unt1) + (Unt1/y) + (Uns1/unt1)-
Comme (y/un+1) = 0 = (unyt1/y), on en déduit, avec I’hypothese de récurrence, que

n+1 n+1

[ ZWH%I = Z ||Uz'|\%{-
=1 i=1

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.13 Soit £/ un ensemble muni d’une distance, notée d (£ est alors un espace métrique). Soit A C E.
On pose d(x, A) = infyc 4 d(z, y). Il n’existe pas toujours de xy € A t.q. d(x, o) = d(z, A) et, si un tel z existe,
il peut &tre non unique. Par exemple, dans le cas out A est compact (pour la topologie induite par d), x( existe mais
peut étre non unique.

£

Dans le cas ot il existe un et un seul zg € A t.q. d(x, o) = d(x, A), ¢ est appelé “projection de z sur A".

L’objectif de cette section est de montrer 1’existence et 1’unicité de x dans le cas ol A est une partie convexe
fermée non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite par la norme de ’espace de Hilbert).

Définition 6.9 (Partie convexe) Soit F un e.v. sur K, avec K = R ou K = C. Soit C C E. On dit que C est
convexe Si :
uwvel, tel0,l]]=tu+(l—-tveC.

Théoreme 6.7 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C' C H une partie convexe fermée non vide. Soit x € H.
Alors, il existe un et un seul xo € C t.q. d(z,20) = d(z,C) = infyec d(z,y) (avec d(x,y) = ||z — y||#). On
note xg = Po(x). Po est donc une application de H dans H (dont I'image est égale a C'). On écrit souvent Pox
au lieu de Po(x).
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DEMONSTRATION :

Existence de .

On pose d = d(z,C) = infcc d(z, y). Comme C # (, il existe une suite (Y, )nen C C t.q. d(z,y,) — d quand
n — 0o. On va montrer que (Y, )nen est une suite de Cauchy en utilisant 1’identité du parallélogramme (6.18) (ce
qui utilise la structure hilbertienne de H) et la convexité de C'. L’identité du parallélogramme donne

Hyn - ymH%{ = H(yn - 1‘) - (ym - x)”%[
= —[l(gn — ) + (Ym — )17 + 2llgn — 2 F + 2llym — =%,

et donc
Yn + Ym

2

Comme C est convexe, on a ¥25¥= € C etdonc d < || #25¥n — x| ;5. On déduit alors de (6.20) :

lyn — ymll3r = —4|| — 2|3 + 2llyn — zl|F + 2llym — =3 (6.20)

1y — ymll7r < —4d> + 2/lyn — 2|3 + 2lym — |7 (6.21)

Comme d(yn,x) = ||yn — z||g — d quand n — oo, on déduit de (6.21) que la suite (Y )nen est de Cauchy.
Comme H est complet, il existe donc ¢y € H t.q. ¥y, — xg quand n — co. Comme C' est fermée, on a zg € C.
Enfin, comme ||z — y, ||z — d quand n — oo, on a, par continuité (dans H) de z — ||z||x, d(x,2z0) = ||z —
xollg = d = d(z, C). Ce qui termine la partie “existence".

Unicité de x¢. Soit y1,y2 € C t.q. d(x,y1) = d(x,y2) = d(x,C) = d. On utilise encore I’identité du parallélo-
gramme. Elle donne (voir (6.20)) :

Y1+ Y2
Iy — vl 7 = —4l| 5 el F 4 2llyn — )7 + 2llye — ol
_l’_
= 44 : Y2 _ o2 + 4d2.

Comme 2322 € C Onadonc d < || 232 — z||y etdonc [Jy; — y2 |3, < —4d? +4d? = 0. Donc y; = ys. Ce qui

4N

termine la partie “unicité". ]
Remarque 6.14 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert" par “Banach". Un exemple
de non existence est donné a I’exercice 6.26 (et il est facile de trouver des exemples de non unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiére est valable pour tout convexe
fermé non vide alors que la deuxiéme ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.15 (Premiére caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient x € H et
o € C.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :
xg = Pox < (x —x9/x0 — y) > 0, pour touty € C. (6.22)
2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

xg = Pox < R(x — x9/x0 —y) > 0, pourtouty € C. (6.23)
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DEMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel
— Sens (=)
On veut montrer que (z — zo/zg —y) > 0, pour tout y € C. Comme zg = Poz,ona |z — z0||% < ||z — 2|%
pour tout z € C. Soity € C. On prend z = ty + (1 — )z avec ¢t €]0, 1]. Comme C' est convexe, ona z € C' et
donc
lo = woll3y < Il — 2ll3 = (z — @0 — t(y — @0) /z — 20 — t(y — 70))
= llz — zoll3 + *lly — wollF; — 2t(z — w0 /y — o).
On en déduit
2t(x — wo/y — x0) — *|ly — xo|l3r < 0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢t > 0) pour obtenir
2(x — z0/y — w0) — t]ly — zol[f <0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers 0 :
(x — x0/20 —y) > 0.

— Sens (<)
On veut montrer que zo = Pox, ¢’est-a-dire ||z — zo||% < ||z — y||% pour tout y € C.

Soity € C,onallz—yl} = |z —zo+20—ylE = llz—zollf + w0 —yllE +2(x —20/x0 —y) = 2 — 201
car ||xg — y||% > 0et2(z — x9/x0 —y) > 0.
Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est trés voisine.
— Sens (=)
On veut montrer que R(x — xo/xg —y) > 0, pourtouty € C.

En reprenant les mémes notations que dans le cas “Hilbert réel" et en suivant la méme démarche, on obtient :

[z = zollfr < Il — 2[5 = (x — w0 — t(y — @0)/x — 20 — t(y — 70))
= |lz = zollF + *lly — wollF; — 2tR(z — z0/y — o).

On en déduit
2R (z — x0/y — x0) — t2||y — 20|34 < 0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2R(x — wo/y — w0) — tlly — oll7r <O,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers 0 :
R(x — x0/x0 —y) > 0.

— Sens (<)
On veut montrer que zo = Poz, ¢’est-a-dire ||z — zo||% < ||z — y||% pour tout y € C.
Soity € C,onallz—y|} = |z —zo+zo—yllF = llz—zollf +[lxo—yllf +2R(z —z0/20—Y) > |2 =20 F
car ||zg — y||% > 0 et 2R(x — zo/x0 — y) > 0.
|
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Remarque 6.15 On prend comme espace de Hilbert réel H = L2(E, T, m) (avec E # ()) etonprend C' = {f €
H : f > 0 p.p.}. On peut montrer que C est une partie convexe fermée non vide et que Pof = f* pour tout
f € H. Ceci est fait dans I’exercice 6.25.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un s.e.v. fermé.
On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.

Proposition 6.16 (Deuxieme caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. fermé de H. Soient x € H et xo € F. Alors :

29 = Ppz < (x —x0) € F+. (6.24)

DEMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel

— Sens (<)
On veut montrer que ro = Prx. On utilise la premiére caractérisation. Soit y € F. Comme (z — x9) € F*, on
a(x—xo/xog—y) =02>0 (car xg — y € F). Donc, la proposition 6.15 donne z¢o = Prx.

— Sens (=)
On veut montrer que (z —x) € F'*. La premiére caractérisation (proposition 6.15) donne (z — x¢/x¢ —y) > 0
pour tout y € F'. Soit z € F. On choisit y = xg + z € F (car F est un s.e.v.) pour obtenir (x — xo/z) < O et
y = 29 — z € F pour obtenir (x — z/z) > 0. On en déduit (z — x¢/z) = 0. Ce qui donne que (x — o) € F*.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est trés voisine.

— Sens (<)
On veut montrer que o = Ppx. Soity € F.Comme (x—1¢) € F*,ona (z—z0/x9—y) = 0 (carxg—y € F).
On a donc R(z — zo/z9 — y) = 0. Donc, la proposition 6.15 donne xy = Prz.

— Sens (=)
On veut montrer que (z—xg) € F*. La premiére caractérisation (proposition 6.15) donne R(x —z0/x9—1y) > 0
pour tout y € F'. Soit z € F. On choisit y = xg — az € F (car F est un s.e.v.) avec « = (z — xo/z) pour
obtenir R(z — x¢/az) < 0. Mais (z — x¢/az) = a(z — x9/2) = |(x — 20/2)|?. Donc, 0 > R(x — z0/az) =
|(z — x0/2)|*. On en déduit (x — z(/z) = 0. Ce qui donne que (z — =) € F*.

[

Définition 6.10 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)
1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' C H un s.e.v. fermé de H. L’opérateur Pr s’appelle
“projecteur orthogonal sur F'". Si uw € H, Pru s’appelle la projection orthogonale de u sur F'.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K = Rou K = C). Soient F',G deux s.e.v.de E t.q. E = F®G. Pour
x € E, il existe donc un et un seul couple (y,2) € F X G tq. x = y+ 2. Onposey = Pz etdonc z = (I — P)x
(ou I est ’application identité). P et I — P sont les projecteurs associés a la décomposition E = F & G. Ce sont
des applications linéaires de E dans E. L’image de P est égale a F et L’'image de I — P est égale a G. Dans le

prochain théoréme, on va comparer la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théoreme 6.8
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. fermé de H. Alors :

I.H=F®F+
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2. Pr (projecteur orthogonal sur F') est égal au projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H =
FoFt
3. F =F++,

DEMONSTRATION : On rappelle que 1’on a déja vu que F'* est un s.e.v. fermé.

1. Soitu € H.Onau = (u — Pru) + Ppu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne (u — Pru) € F*.
Comme Pru € F, on en déduit que H = F + F*.

Soit maintenant u € F' N F'+. On doit donc avoir (u/u) = 0, ce qui donne u = 0 et donc F N F+ = {0}.
Onadonc H = F & F+.

2. Soit u € H. Comme u = Ppu + (u — Pru), avec Ppu € F et (u — Ppu) € F*, on voit que Py est égal au
projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H = F & F*. (Noter aussi que (I — Pr) est égal au
projecteur algébrique sur F'+ associé a la décomposition H = F & F+))

3. Il reste & montrer que ' = F++.

—Onadéjavuque FF C F-t

— Soitu € F++.0Onau = (u— Ppu)+ Ppu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne (u—Ppu) € F+
etonaaussi (u—Ppu) € F++ caru € FL+ et Pru € F C F+L. Onadonc (u—Pru) € FENFL+ = {0}.
Donc u = Prpu € F. On a donc montré que F++ C F.

Finalement, on a bien montré que F' = F++.

Le théoreme 6.8 a un corollaire tres utile :

Corollaire 6.1
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. de H. Alors :

F=H«s F+={0}.

DEMONSTRATION : F'est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.8 donne donc H = F & (F)*. On a déja vu que
(F)* = F+, onadonc B
H=F¢F*,
d’ou I’on déduit -
F=H«s F-={0.

6.2.3 Théoreme de Représentation de Riesz

Remarque 6.16 On rappelle ici la définition 6.7 et la remarque 6.10. Soit H un Banach réel ou complexe. On note
H' (ou L(H, K)) I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel
et K = C pour un Banach complexe). On rappelle que H* est I’ensemble des applications linéaires de H dans K.
On adonc H' C H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*, mais si H est de dimension infinie, on peut
montrer que H' # H*.

1.Si T € H*, on rappelle que T est continue si seulement si il existe k& € R t.q. |T'(u)| < k| ||z, pour tout
uwe H.
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2.8iT € H',onpose ||T'|| g = sup,e (0} % On rappelle que || - || g+ est bien une norme sur H' et que H’,
muni de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur K). Noter que ceci est aussi vrai si H est un e.v.n. non
complet. Noter aussi que, si T’ € H' etu € H,on a |T(u)| < ||T| g ||u| z-

3. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose p,(u) = (u/v)
pour tout u € H. Gréce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on a |, (u)| < ||u|lg||v|z. On a
donc ¢, € H' et ||oy||gr < ||v|| - En remarquant que ¢, (v) = ||v||%, on montre alors que ||¢, || nr = ||v] &

On considére maintenant I’application ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢, pour toutv € H.

—Si K = R, ¢ est une application linéaire de H dans H’ car, pour tout v,w € H tout , 3 € R et pour tout
u e H,

Pavtpw(u) = (u/av + fw) = au/v) + Bu/w) = apy(u) + Bew(u),
ce qui donne Yqy+puw = i, + Bpy. Lapplication ¢ est donc une isométrie (linéaire) de H sur Im(p) C H'.
(En particulier ¢ est donc injective.)
- Si K = C, y est une application “anti-linéaire" de H dans H' car, pour tout v,w € H tout «r, 8 € R et pour
toutuw € H B
Pavtpw(u) = (u/av + fw) = a(u/v) + fu/w) = Gpy(u) + Bew(w),
ce qui donne Yqp4guw = Py + B . L application ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) de H sur Im () C
H'. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)
L’ objectif du théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) est de montrer que 1’application ¢ est surjec-
tive, c’est-a-dire que Im(p) = H'.

Théoréeme 6.9
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il existe un et un seul v € H t.q.

T(u) = (u/v), pour tout u € H. (6.25)
L’application o définie dans la remarque 6.16 est donc surjective (le résultat ci dessus donne T = ,).

DEMONSTRATION :

Existence de v

On pose F' = Ker(T'). Comme T est linéaire et continue, F’ est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.8 donne donc

H = F @ F*. On distingue deux cas :

— Cas 1. On suppose ici que 7' = 0. On a alors F' = E et il suffit de prendre v = 0 pour avoir (6.25).

— Cas 2. On suppose maintenant que 7’ # 0. On a donc F' # H et donc F* # {0} (car H = F @ F™). Il existe
donc vy € F*, vy # 0. Comme vy € F, ona T'(vg) # 0.

Pour v € H, on a alors

B T(u) T(u)
u = T(Uo) 0 T(’Uo) 9. (626)
On remarque que % — 7?((11)) vo € F car
T(u) B T(u
T(u— T(vo)vo) =T(u) — T(UQ)T(UO) =0
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Donc, comme vy € F+, (u — T(v vo/vo) = 0 et (6.26) donne

(u/vo) = (T )UO/UO) = T(UO)(UO/UO)a

d’oti I’on déduit
T (vo)

(vo/vo)
On pose v = (T(/ ))vo siK =Retv= (Z(/v 500 si K = C. On a bien

T(u) =

(u/vo)-

T(u) = (u/v), pourtout u € H,

c’est-a-dire T = ¢, (avec les notations de la remarque 6.16).
Dans les 2 cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.25).

Unicité de v

Soit vy, vy € H t.q. T = ¢,, = ¢, (avec les notations de la remarque 6.16). Comme ¢ est linéaire (si £ = R) ou
anti-linéaire (si K = C), on en déduit ¢, —, = @y, — Pv, = 0. Comme ¢ est une isométrie, on a donc v; = vy,
ce qui donne la partie unicité du théoreme. |

Remarque 6.17 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit ' € H* \ H'. T est donc une application
linéaire de H dans K (= R ou C), non continue. On pose F' = Ker(T'). La démonstration du théoréme 6.9 permet
alors de montrer que F* = {0} et donc F' = H (dans un Hilbert H, le noyau d’une forme linéaire non continue
est donc toujours dense dans H). En effet, on raisonne par 1’absurde :

si F- # {0}, il existe vg € F*, vg # 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoréme 6.9 donne alors

T(u) = (u/v) pour tout u € H, avec v = (T(/v))v siK =Retv =g (/0))110 si K = C. On en déduit que T est

continu, contrairement a I’hypothese de départ.

On adonc F*+ = {0} et donc F= F~* = {0}. On en déduit, comme H = F & F (par le théoréme 6.8, car F'
est toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.18 (Structure hilbertienne de H’) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déja
que H' (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.16) est un espace de Banach. Le théoréme 6.9 permet aussi
de montrer que H' est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.16, I’application
o est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H’. Cela suffit pour montrer que 1’identité du
parallélogramme (identité (6.18)) est vraie sur H' et donc que H’ est une espace de Hilbert (voir la remarque
(6.11)). Mais on peut méme construire le produit scalaire sur H' (induisant la norme usuelle de H') :

Soient T, Ty € H'. Par le théoréme 6.9, il existe vy, vy € H t.q. Th = ¢y, €t To = ¢,,. On pose (T /T2) g =
(va/v1) g (ob (-/-) g désigne ici le produit scalaire dans H). Il est facile de voir que (-/-) g+ est un produit scalaire
sur H'. 11 induit bien la norme usuelle de H' car (T1/T1) g = (vi/v1)u = |v1l|% = |0, 1% = |T1 |3, car ¢
est une isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient Fune.v. sur K, K = RouC, et B = {e;,i € I} C FE une famille d’éléments de E (I’ensemble T est
quelconque, il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle que B = {e;, i € I} C FE est une
base (algébrique) de E si B vérifie les deux propriétés suivantes :
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1. B est libre, c’est-a-dire :

> iy ie; = 0, avec

J C I, card(J) < o0, = «; = 0 pour tout ; € J,

a; € K pourtouts € J,
2. B est génératrice, ¢’est-a-dire que pour tout u € F, il existe J C I, card(J) < oo, etil existe (a;);ecs C K t.q.

=3y e

En notant vect{e;, ¢ € I} I’espace vectoriel engendré par la famille {e;, ¢ € I}, le fait que B soit génératrice
s’écrit donc : E = vect{e;, i € I}.
On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre a partir de
I’axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de base
hilbertienne.

Définition 6.11 Soient H un espace de Hilbert sur K, K = Rou C, et B = {e;, i € I} C H une famille
d’éléments de H (I’ensemble I est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

[ isii=j, -
1. (ei/ej) =0, ; = { Osii] pour touti,j € I.
2. vect{e;, i € I} = H. On rappelle que vect{e;, i € I} = {) ;. ; ey, J C I, card(J) < oo, (avi)ics C K}

Remarque 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques). Le
cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par définition, la dimension de H
est égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration
de I’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.17 (la récurrence dans la construction de la
famille des e,, s’arréte pour n = dim(H ) — 1, voir la preuve de la proposition 6.17).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.12), il existe des bases hilbertiennes
dénombrables (voir la proposition 6.17).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci se
démontre avec 1’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.12 Soit E un e.v.n. sur K, K = R ou C. On dit que E est séparable si il existe A C Et.q. A = E et
A au plus dénombrable.

Proposition 6.17 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, de dimension infinie. On suppose que H est
séparable . Alors, il existe B = {e;, i € N} C H, base hilbertienne de H.

DEMONSTRATION : Comme H est séparable, il existe une famille {f,, n € N} C H dense dans H, c’est-a-dire
t.q. {fn, n € N} = H.

On va construire, par une récurrence sur n, une famille {e,,, n € N} t.q. :

1. (en/em) = dp,m pour tout n,m € N,

2. {fo,--., fn} Cvect{eg,...,e,} pourtout n € N.
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On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,, n € N}, pour tout i € N, et donc H =
{fn,mneN} C {e,,neN} C H,dot H = {e,, n € N}. Avec la propriété (e, /e,,) = Jn,m pour tout
n,m € N, ceci donne bien que {e,,, n € N} est une base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,,, n € N}.

Construction de ¢

Soit ¢(0) = min{i € N; f; # 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H # {0}). On prend ey = ijc“"%;“, de sorte que
©

(eo/eo) = 1et fo € vect{eo} (car fo = || folleo, méme si p(0) # 0).

Construction de e,, |

Soit n € N. On suppose construits ey, . . . , €y, t.q.

- (ep/€m) = Op.m pour tout p,m € {0,...,n},

- {fo,..., fp} C vect{eo,...,ep} pourtoutp € {0,...,n}.

(Ce qui est vérifié pour n = 0 grace a la construction de e.)

On construit maintenant e,,;; t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avec n + 1 au lieu de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{ey,...,e,} = vect{eg, ..., e, }. Si
fi € vect{ey, ..., ey} pourtouti € N, onaalors {f;, 7 € N} C vect{eq, ..., e,} etdonc H = vect{f;, i € N} C
vect{eg,...,en} = vect{eo, ..., e, }. Ce qui prouve que H est de dimension finie (et dim(H) = n + 1). Comme
H est de dimension infinie, il existe donc i € N t.q. f; & vect{eq,...,e,} (dans le cas ou H est dimension
finie, la construction de la famille des e,, s’arréte pour n = dim(H) — 1 et on obtient une base hilbertienne
avec {eg,...,en}). On pose alors ¢(n + 1) = min{i € N; f; & vect{eo,...,e,}}. On a donc, en particulier,
@©(n+1) > n+1.Enprenant €,11 = fo(n+1) — s i€ avec a; = (fy(n+1)/€i) pour tout i € {0,...,n}, on
remarque que €, 1 7 0 (car f,(,41) € vect{eo, ..., e, }) et que (€,41/e;) = 0 pour tout i € {0,...,n}. Il suffit

alors de prendre e,, | = I\Z"ﬂ i
n

fni1 € vect{e, ..., enqp1}carona fri1 = |[€ntillent1+ 2 r o ie; € vect{eg, ..., eni1}sion+1) =n+1
et fny1 € vect{eg,...,en}sipn+1) >n+1.

On a donc bien trouvé e, 11 t.q.

— (ep/em) = Op.m pour tout p,m € {0,...,n+ 1},

= {fo,..., fp} Cvect{eg,...,ep} pourtoutp € {0,...,n+1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,,, n € N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme cela a
déja été dit, la famille {e,, n € N} est alors une base hilbertienne de H. [

pour avoir (e, /ey, ) = dp m pour tout p,m € {0,...,n-+1}. Enfin, il est clair que

La proposition 6.17 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une base
hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que tout espace de
Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.24). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.18 Soient H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. et {e,, n € N} une base hilbertienne de

H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.24) et, dans ce cas, une telle base existe

d’apres la proposition 6.17). Alors :

1. (Identité de Bessel) |[ul|* = 3", oy |(u/en)

2. u=3, cn(u/en)en, pourtout w € H, c’est-a-dire Y. (u/e;)e; — udans H, quand n — o,

3. soient u € H et (ap)peny C K t.g.u =)
alors oy = (u/e;) pour tout i € N,

2, pour tout u € H,

» . . n
neN Onén (c’est-a-dire Zi:O a;e; — u dans H quand n — o0),

4. (identité de Parseval) (u/v) =, cn(u/en)(v/en), pour tout u,v € H.
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DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose F,, = vect{eq,...,en}. F, est donc un s.e.v. fermé de H (on a
dim(F,,) = n+1 et on rappelle qu’un espace de dimension finie est toujours complet, F, est donc fermé dans H).

On remarque que F,, C F,,;1 pour tout n € N, que U,enF,, = vect{e;, i € N} et donc que U, enF),, = H (car
{ei, i € N} est une base hilbertienne de H).

Soit u € H. La suite (d(u, F},))nen est décroissante (car F;,, C F,41), on a donc d(u, F,) J I quand n — oo,
avec [ > 0. On va montrer que ! = 0. En effet, pour tout e > 0, il existe v € UpenF, t.q. d(v,u) < € (car
UnenFrn = H). Il existe donc n € Nt.q. v € F,,. On aalors d(u, F},) < ¢, ce qui prouve que | < ¢. Comme € > 0
est arbitraire, on a bien montré que [ = 0.

On utilise maintenant le théoreme d’existence et d’unicité de la projection sur un convexe fermé non vide (théoreme
6.7). Il donne I’existence (et I"unicité) de u,, = Pp, u € F, t.q. d(un,u) = d(u, F},), pour tout n € N. On a alors
u = (u — uy) + u, et la deuxieéme caractérisation de la projection (proposition 6.16) donne que (u — u,) € Fii.
Le théoreme de Pythagore (théoréme 6.6) donne enfin que ||ul|?> = ||u,||? + ||u — u,||?. Comme ||u — u,| =
d(u,u,) = d(u, F,) 4 0 quand n — oo, on en déduit que

[ un]|? = 0, quand n — oco. (6.27)
Soit n € N. Comme u,, € F,, = vect{eg,...,e,}, 0nau, = > - oe; avec a; = (uyn/e;) pour tout i €
{0,...,n} (car (e;/e;) = &;; pour tout 4, 7). Puis, comme (u — u,) € Fi, ona (u — uy/e;) = 0 pour tout
i € {0,...,n}, d’ott 'on déduit que o; = (u/e;) pour tout i € {0,...,n}. On a donc montré que u,, =

S o(u/ei)e;. Ce qui, avec le théoreme de Pythagore, donne [|uy,||> = Y"1 |(u/e;)|*. On obtient donc, avec

(6.27) le premier item de la proposition, c’est-a-dire 1’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on a, pour
u€ H,u= (u—1up)+upet(u—u,) — 0dans H quand n — oo (car ||u— u,|| = d(u, F},)). On a donc u,, — u
dans H quand n — co. Ceci donne bien le deuxiéme item de la proposition car on a vu que u, =y . ,(u/e;)e;.

Pour montrer le troisiéme item de la proposition, on suppose que (e ) ey C K est t.q. Y., oe; — u dans H
quand n — oo. Soit j € N. On remarque que (Y. , cvie;/ej) = > o avi(e;/e;) = oj pour n > j. En utilisant la
continuité du produit scalaire par rapport a son premier argument (ce qui est une conséquence simple de I’inégalité
de Cauchy-Schwarz), on en déduit (faisant n — o) que (u/e;) = ;. Ce qui prouve bien le troisiéme item de la
proposition.

Enfin, pour montrer I’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport a ses deux argu-
ments (ce qui est aussi une conséquence de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait que

U, — wdans H, quand n — oo,
vn — v dans H, quand n — 0o, = (up/vn) = (u/v) quand n — co. (6.28)

Pour u,v € H, on utilise (6.28) avec u, = > (u/e;)e; etv, = Y. (v/e;)e;. On abien u,, — uetv, — v

(d’apres le deuxi®me item) et on conclut en remarquant que (u,/v,) = Y i Z;.I:O(u/ei)(v/ej)(ei/ej) =

Yio(u/e)(v/es). .
Remarque 6.20 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de dimension infinie.

1. Soit {e,, n € N} une base hilbertienne de H et soit ¢ : N — N bijective. On pose é, = e,(,). Comme
{en, n € N} = {€,, n € N}, la famille {é,,, n € N} est donc aussi une base hilbertienne de H. On peut donc
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appliquer la proposition 6.18 avec la famille {e,,, n € N} ou avec la famille {é,,, n € N}. Le deuxiéme item de
la proposition 6.18 donne alors, pour tout u € H,

u= Z(u/en)en = Z(u/e@(n))ew(n).

neN neN

Ceci montre que la série ) (u/e,)e, est commutativement convergente, ¢’est-a-dire qu’elle est convergente,
dans H, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de
I’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas étre absolument convergente.

On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite (Z?:o ﬁei)neN C H est de Cauchy, donc converge,
dans H, quand n — oo, vers un certain u. Pour cet élément u de H, on a (u/e;) = H—il pour tout ¢ € N.

La série ) y(u/en)e, est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car
Y onen lw/en)enll = cn %H = oo (voir a ce propos le corrigé 114). L’exercice 6.34 complete cet exemple
en construisant une isométrie bijective naturelle entre H et [2.

Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente si et seulement si elle est
absolument convergente (voir I’exercice 2.33). On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la
proposition 6.18 est commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de I’item 2, donnée ci
dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u, v € H,ona |(u/e;)(v/e;)| < |(u/e;)|?+|(v/e:)|?

pour tout ¢ € N, ce qui montre bien (grice a I’identité de Bessel) que la série ) _(u/e,)(v/e,,) est absolument
convergente (dans K).

2. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est I = Z) et {e;, i € [} C H.
Soit ¢ : N — [ bijective. On pose, pour n € N, é, = e, (). Onaalors {e;, i € I} = {€,,n € N}. La famille
{es, i € I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille {é,,, n € N} est une base hilbertienne.

Si la famille {e;, i € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.18 avec la famille
{€,, n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout u € H :

w=Y (W/epm))epm:

neN

La somme de la série ) . (u/€p(n))ep(n) ne dépend donc pas du choix de la bijection ¢ entre N et I et il est
alors 1égitime de la noter simplement ) _;_;(u/e;)e;. Ceci est détaillé dans la définition 6.13 et permet d’énoncer
la proposition 6.19.

Définition 6.13 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et I un ensemble dénombrable. Soit (u;);er C
H. On dit que la série ) ., u; est commutativement convergente si il existe u € H t.q., pour tout ¢ : N — |
bijective, on ait :

i€l

n
E Ugp(p) — U, quand n — oo.
p=0

On note alors w =, u;.

Proposition 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. Soient I dénombrable et {e;, i € I} une base
hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout w € H, la série Y, |(u/e;)|* est commutativement convergente et ||u|? =
Dier l(u/ed)?

2. Pour tout u € H, la série ) ;. (u/e;)e; est commutativement convergente et w =y, (u/e;)e;,
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3. soient u € H et (an)nen C K t.q. la série ), ce; est commutativement convergente et u, =
alors a; = (u/e;) pour tout i € I,

icl Q€4

4. (identité de Parseval) Pour tout u,v € H, la série ), (u/e;)(v/e;) est commutativement convergente et

(u/v) =3 ses(u/ei)(v/ei)

DEMONSTRATION : La démonstration est immédiate a partir de la proposition 6.18 et de la définition des séries
commutativement convergentes (définition 6.13). Il suffit de remarquer que {e,(,,), n € N} est une base hilber-
tienne de H pour toute application ¢ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.18), comme cela est
indiqué dans la remarque 6.20 (deuxiéme item). ]

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.20 (Caractérisation des bases hilbertiennes)
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit {e;, i € I} C H t.q. (e;/e;) = 0; j pour tout i,j € I. Alors,
{ei, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si :

ue H, (ufe;) =0Viel =u=0.

DEMONSTRATION : On pose F' = vect{e;, i € I}. F ests.e.v.de H.

On sait que {ei, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si F' = H. Or, on a déja vu (proposition 6.1) que
F = H < Ft = {0}. Donc, {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si

veH ueFt=u=0.

Comme u € F* si et seulement si (u/e;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;, i € I} est une base
hilbertienne si et seulement si
u€e H, (ufe;)) =0VieI=u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de la série
de Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = L2(]0, 27 [, B(]0, 27[), A), ol A désigne la mesure de Lebesgue sur B(]0, 27]).

On rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est donné par (f/g)s =
— 27 —

J fgdx = |7 f(x)g(z)dz pour f,g € H.

Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant e,, avec son représentant continu) :

en(x) = \/127_ exp(inz), x €]0, 27]. (6.29)

La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la proposition suivante (noter que
cette proposition ne donne pas de convergence ponctuelle de la série de Fourier, méme si f est continue).

Proposition 6.21 (Séries de Fourier) Soit H = L%(]0, 27 [, B(]0, 27[), \). Alors :
1. La famille {e,, n € Z}, on e,, est donnée par (6.29), est une base hilbertienne de H.

2. Pour tout f € H, la série ), (f/en)2en est commutativement convergente et

f= Z(f/en)26n~

neEZ
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En particulier, on a
n

2
/0 |f(x) — Z (f/ep)gep(ac)|2dw — 0, quand n — oo.

p=-n

DEMONSTRATION : Pour démontrer que {e,, n € Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition 6.20. I
suffit donc de montrer :

1. (en/em)2 = On.m pour tout n,m € Z,

2.feH, (f/len)2=0¥neZ= f=0.

L’assertion 1 est immédiate car (e, /€, )2 = o 5 exp(i(n — m)z)dz. Ce qui donne bien 0 si n # m et 1 si

0
n=nm.

Pour montrer I’assertion 2, soit f € H t.q. (f/en)2 = 0 pour tout n € Z. On va montrer que f = 0 (c’est-a-dire
f = 0p.p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P est donc I’ensemble des polyndmes trigonométriques). Par antilinéarité
du produit scalaire de H par rapport & son deuxi¢me argument, on a (f/g) = 0 pour tout g € P.

Etape 2. On note C), = {g € C([0,27],C); g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est dense dans C), pour
la norme de la convergence uniforme (définie par ||g||, = max{g(z), z € [0,27]}). On admet ce résultat ici
(c’est une conséquence du théoréme de Stone-Weierstrass). Soit g € C,,, il existe donc (g, )nen € P t.q. gn — g
uniformément sur [0, 27]. On a donc ||gn, — 9|l = ||gn — gllcc — 0 quand n — oo. Comme A([0, 27]) < oo, on en
déduit que ||g, — g||2 — 0 quand n — oo. (Plus précisément, on aici || - ||2 < v27|| - ||oo). Comme (f/gn)2 =0
pour tout n € N (par 1’étape 1), on en déduit (avec I’inégalité de Cauchy-Schwarz) que (f/g)2 = 0. On a donc
(f/g)2 = 0 pour tout g € C,,.

Etape 3. Soit g € C([0, 2], C). Pour n € N* on définit g,, par :

gn(r) = g(x), siz € [% 2},
gn(x) = 9(2m) + (9(3;) — 9(2m))(nx), siz € [0, 5,

de sorte que g, € C, (noter que g, est affine entre 0 et = et vérifie g, (0) = g(27) et g, (3) = g()).

Par I’étape 2, on a (f/gn)2 = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréme de convergence dominée dans LP
donne que g, — g dans H quand n — oo (noter en effet que g, — g p.p- et que g, < ||glloc € H, pour tout

n € N*). On en déduit donc que (f/g)2 = 0. On adonc (f/g)2 = 0 pour tout g € C([0, 27|, C).

Etape 4. On prend maintenant g € H = LZ(]0, 2x[, B(]0, 27[), A). On définit g de R dans C par § = g sur [0, 27]
et g = 0 sur R\ [0, 27]. On obtient ainsi g € LZ(R, B(R), \) (On a, comme d’habitude, confondu un élément
de L? avec I’un de ses représentants ; et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur B(RR)). On montre dans
I’exercice (corrigé) 6.4 que C..(R,R) est dense dans L3 (R, B(R), ). On en déduit facilement que C.(R, C) est
dense dans L2 (R, B(R), \). Il existe donc (hy,)nen C Ce(R, C) t.q. hy, — g dans LZ(R, B(R), \), quand n — oo.
On en déduit que

2
/ |hp(z) — 2dm</|h x)|?dz — 0, quand n — oo.
0
En posant g, = (hn)|, ., on adonc g, € C([0,27],C) et g, — g dans H, quand n — co. Comme I’étape 3
donne (f/gn)2 = 0 pour tout n € N, on en déduit que (f/g)2 = 0.

Pour conclure, il suffit maintenant de prendre g = f. On obtient (f/f)2 = 0 et donc f = 0 p.p..
On a bien ainsi montré (grice a la proposition 6.20) que {e,, n € Z} est une base hilbertienne de H.
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On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.19 donne que la série ), (f/en)2e, est commutativement convergente et que

f = Z(f/en)2€n-

nez

En utilisant la définition 6.13 et la bijection de N dans Z donnée par ¢(0) = 0, et, pour n > 1, (2n — 1) = n,
©(2n) = —n, on a donc, en particulier, Zgo(f/egp(m))ge@(m) — f,dans H, quand m — co. en prenant m = 2n,
ceci donne exactement

n

/o ’ |f(z) — Z (f/ep)ep(w)|*dz — 0, quand n — oco.

p=—n

6.3 Dualité dans les espaces L7, 1 < p < oo

6.3.1 Dualité pour p = 2

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note H = L% (E,T,m), avec K = RouC.

Soit f € L% (E,T,m). Onnote oy : H — K, 'application définie par ©(g) = (g/f)2. On a déja vu
(remarque 6.10) que ¢ ¢ € H' (dual topologique de H). On remarque aussi que (¢ ¢| g = || f||a = || f||2- En effet
lor(@) < IfIlllgller (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et |0 ¢(f)| < || fI|%. Donc :

lorlar = sup {229 ¢ 1\ (03 = 7)1
ol

Le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.9 page 145) appliqué a I’espace de Hilbert H = L% (E, T, m)
donne que pour tout T € H’, il existe un et un seul f € H t.q. T'(g) = (g/f)2 pour tout g € H, c’est-a-dire un et
unseul f € Htq. T = ¢y.

Lapplication ¢ : f — ¢ est donc une isométrie bijective de L2 (E, T, m) sur L2 (E, T, m). (Noter que  est
linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général 1 < p < oo.

6.3.2 Dualité pour 1 < p < o0

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit p € [1,+00], on pose ¢ = 27 € [1,400] (de sorte que % + % =1,

S
q s’appelle le conjugué de p). Dans toute cette section, on note L}, = L% (E,T,m), avec K = R ou C (et
r € [1, 00)).
On cherche a caractériser le dual de L’I’(, de maniere semblable a ce qui a été fait a la section précédente dans le
casp = 2.
Soit f € L%, on considere 1’application :

Pf g

/gfdm si K =R,
B (6.30)
/gfdm si K =C.
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L’inégalité de Holder (proposition 6.9) montre que ¢ (g) est bien définie si g € L%, et que ¢y € (L%,)" (dual
topologique de L%,). On peut aussi obtenir un majorant de la norme de ¢ car I'inégalité de Holder donne

o7 (@) < I llallgllp, pour tout g € Li,

d’ol I’on déduit que

losllany = sup{'j";ff)', g€ LA {0} < (1]l 6.31)
P

On définit donc une application ¢ : f + ¢ de L% dans (L%.)’. La définition de ¢ (formule (6.30)) montre que
cette application est linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. Elle est toujours continue, griace
a (6.31). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.22

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient p € [1,+00] et ¢ = I%. Si p = 1, la mesure m est supposée de plus o-
finie. L'application ¢ : f — @y, ot py est définie par (6.30) est une application de L}, dans (L%.)', linéaire dans
le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus , c’est une isométrie, c’est-a-dire que |||z v = || fllq
pour tout f € LY. (L’application ¢ est donc nécessairement injective, mais pas forcément surjective.)

DEMONSTRATION : on sait déja que ¢ est une application de L}, dans (L%,)’, linéaire dans le cas K = R et
antilinéaire dans le cas K = C. On sait aussi que [|¢y|/(zr ) < ||fllq pour tout f € L (voir (6.31)). Pour
terminer la démonstration de cette proposition, I1 suffit donc de montrer que, pour tout f € L%,

lerlleyy = 1flq: (6.32)

On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas & = C sont faciles a deviner).
Soit f € Lf. On suppose f # 0 (sinon (6.32) est immédiat). On confond f avec I’un de ses représentants, de sorte

que f € L% = LL(E, T, m). Pour montrer 6.32, on va chercher g € L%, \ {0} t.q. |%T‘?‘ =|fllq-

On distingue maintenant trois cas.
Cas1:1 < p < oo.Ondéfinitg : E — Rpar g(x) = |f(z)|? 'sign(f(x)) pour tout x € E, avec la fonction

sign : R — R définie par sign(s) = —1si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple) sign(0) = 0. La fonction
g est mesurable (comme composée d’applications mesurables) et on a (en notant que p = q%l) :

[toram= [are=y7am = [ igpam < oo

a
Donc, g € Lj, (plus précisément, g € L}) et ||g||, = || f||¢ # 0. Pour ce choix de g, on a donc

210l L[ fgam= 15l = 11,
112 ll

gl 5

carqf%:L

On en déduit que

pr(h vrlg
lerlagy = sl he pp oy > BHOL gy
7, ol

ce qui donne (6.32).
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Cas 2 : p = o0. On a, dans ce cas, ¢ = 1. On prend, comme pour le premier cas, g = sign(f). Onaicig € Ly
et ||gllc = 1 (car m(E) # 0, sinon Ly = {0} etil n’y a pas de f € L%, f # 0). Pour ce choix de g, on a
©r(g) = || fll1, donc “‘T;”(i)' = || f|lx et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.32).

Cas3:p=1.0na,dansce cas q = 00. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut pas toujours

trouver g € L1\ {0} t.q. |“T|{] h = =|f HOO En utilisant le caractére o-fini de m, on va, pour tout n € N*, trouver
gn € L\ {0} tq. ‘ﬁf;ﬁ? L > | f)loe — L. ++. Ce qui permet aussi de montrer (6.32).

Soit n € N*. On pose a, = ||f|loo — = et A, = {|f] = ay}. Onam(A,) > 0 (car m(A,) = 0 donnerait
Hf”oo < ag).

Si m(A,) < oo, on peut prendre g, = sign(f)1la, qui est mesurable (car Sign( f) et 14, sont mesurables) et
intégrable car m(A,) < co. On aalors g, € Lk \ {0}, |lgnlli = m(A,) et ps(gn) fA |fldm > apm(Ap).
Donc :

l¢r(gn)
sl y = 7”’; ”1 > an = || flloo
n

En faisant tendre n vers I’infini, on en déduit (6.32).

Si m(A,,) = oo, le choix de g, = sign(f)1.4, ne convient pas car sign(f)14, ¢ L&. On utilise alors le fait que
m est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)yen C T t.q. m(E,) < oo, E, C Epy1, pour tout
p € N, et E = UpenE,. Par continuité croissante de m, on a donc m(A, N E,) T m(4,) quand p — oo. Comme
m(A,) > 0 il existe donc p € N (dépendant de n, on ne note pas cette dépendance) t.q. m(A,, N E,) > 0. On
prend alors g, = sign(f)1a,ng,. On a bien alors g, € L \ {0}, [lgnlh = m(A, N E,) < m(E,) < oo et
or(gn) = fA,,mE,, |fldm > a,m(A, N E,). Donc :

losll oy > >
M@= lgalh

En faisant tendre n vers I’infini, on en déduit (6.32). ce qui conclut la preuve de la proposition. ]

La proposition 6.22 montre que I’application ¢ : f — ¢, oll p5 est définie par (6.30) est une application de LY,
dans (L)', linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K’ = C. De plus, ¢’est une isométrie, ¢’est-a-dire
que [[¢gll (e by = = || fllq pour tout f € L% . Comme cela a déja été dit, I"application ¢ est donc nécessairement
injective car ¢y = (@}, implique @¢_j = 0 etdonc || f — hllq = [l¢s-nll(zz) = 0, ce qui donne f = h p.p.. Mais
I’application ( n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective si p = 2 (c’était I’objet de la section
précédente). Le théoréme suivant montre qu’elle est surjective si m est o-finie et p € [1, +o0[ (de sorte qu on
identifie souvent, dans ce cas, (L};)" a LY,).

Théoréme 6.10 (Dualité L? — L) Soient (I, T, m) un espace mesuré o-fini, 1 < p < +oo, q = L5 et T €
(L%.). Alors, il existe un unique f € LY, t.q.

/gfdmsiK:]R,

T(g) =
/gfdm si K =C,

c’est-a-dire t.q. T = @y donné par (6.30) (on a donc montré la surjectivité de 'application ¢ : L%, — (L)’
définie par o(f) = ¢y pour f € L%.)
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Remarque 6.21 (Dual de L°°) Noter que le théoreme précédent est, en général, faux pour p = oco. L’application
@ : f @y, ol @y est donnée par (6.30) est donc une isométrie (linéaire ou antilinéaire, selon que K = R ou C)
de L1, dans (L52)’ mais I'image de ¢ est, sauf cas trés particuliers, différente de (L5¢)’. L’ application ¢ ne permet
donc pas d’identifier le dual de L5 a L.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.10 :
La démonstration de ce théoréme est faite dans 1’exercice 6.43. Elle consiste essentiellement a se ramener directe-
ment & appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.9) dans un espace L? approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme de Radon-Nikodym, qui
lui-méme se démontre en se ramenant au théoreme de représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée,
dans un cas particulier, dans I’exercice 6.40. Nous verrons le théoréme de Radon-Nikodym dans la section suivante,
voir les théorémes 6.11 et 6.12.

Enfin, on propose dans 1’exercice 6.42 une autre démonstration de ce théoreme dans le cas p < 2 (utilisant toujours
le théoreme de représentation de Riesz). |

Une conséquence intéressante du théoréme de dualité (théoreme 6.10) est le caractere réflexif des espaces LP pour
1 < p < o0, ce que I’on détaille maintenant.

Soit F' un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On note F” le dual
(topologique) de F' et F le dual (topologique) de F’. On dit aussi que F” est le bidual de F. Pour v € F, on
définit J,, : F' — R par

Ju(T) = T(u) pour tout T € F'. (6.33)

11 est facile de voir que J,, € F" et ||Jy||r» < ||u|]|#. On peut en fait montrer que ||J,||p» = ||ul|F (c’est une
conséquence du théoreme de Hahn-Banach, non démontré ici). Comme I’application J : u > J,, est linéaire,

¢’est donc une isométrie linéaire de F' dans F”'. 1l est alors immédiat que J est injective. On I’appelle “’injection
canonique” de F' dans F”. Par contre, .J n’est pas toujours surjective.

Définition 6.14 Soit F' un espace de Banach, F' son dual (topologique) et F"' son bidual (c’est-a-dire le dual
topologique de F'). Pour v € F, on définit J, € F" par (6.33). On dit que I’espace F est réflexif si I’application
J tuw Jy (de F dans F") est surjective (I’application J est toujours injective).

Un espace de Hilbert H est toujours réflexif car I’application J est alors simplement la composée des deux bijec-
tions de H dans H' et de H' dans H" données par le théoréme de représentation de Riesz (Théoréme 6.9). Ce qui
montre que .J est surjective. L'espace L% (E, T, m) est donc réflexif. Plus généralement, une conséquence directe
du théoréme 6.10 est que les espaces LP, sont réflexifs pour p €]1, +o0].

Proposition 6.23 Soient (E,T, m) un espace mesuré et 1 < p < 4oc. Alors, 'espace Ly (E, T, m) est réflexif.

DEMONSTRATION : On pose ¢ = p%l, LP = LY (E,T,m)et L9 = LY (E, T, m).

On note ® I"application de L? dans (L?)" définie par ®(f) = ¢y, olt s est donnée par (6.30), et on note ¥
I’application de L9 dans (L) définie par ¥(f) = ¢y .

Comme p # oo et ¢ # o0, le théoréme 6.10 donne que P est une bijection de L? dans (L4)’ et ¥ est une bijection
de L? dans (LP)’. On rappelle aussi que ® et ¥ sont des isométries linéaires.

Soit s € (LP)"”. Pour montrer que L? est réflexif, il suffit de montrer qu’il existe u € L? t.q. J,, = s (ou J,, est
défini par 6.33), ¢’est-a-dire t.q. s(T") = T'(u) pour tout T' € (LP)’.
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On va montrer que u = ®~!(s o ¥) convient. En effet, soit T € (L?)’.Ona:

T(u) = /UW*l(T)dm,

et:
s(T) = (s o W) (T~ HT)) = (u) (T HT)) = /u\rl(T)dm = T(u).

On a donc bien montré que ’application J : u — J, (de LP dans (LP)") est surjective, c’est-a-dire que L? est
réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait que J, = ®(u) o ¥=! pour tout
u € LP. ]

6.3.3 Théoreéeme de Radon-Nikodym

La définition 4.4 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette définition et on donne aussi la
définition de mesure “signée" de densité.

Définition 6.15 (Mesure de densité) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit p une mesure sur T. On dit que . est une mesure de densité par rapport a m si il existe f € My t.q.
u(A) = fA fdm, pour tout A € T. On pose alors pu = fm (on dit aussi que f est la densité de 1 par rapport a
m).

2. Soit | une mesure signée sur I'. On dit que | est une mesure signée de densité par rapport a m si il existe
[ € LL(E, T, m) t.q. u(A) = fA fdm, pour tout A € T. On pose alors ;1 = fm (on dit aussi que f est la
densité de p par rapport a m).

Remarque 6.22 (Sur les mesures de densité) Soient (E, T, m) un espace mesuré et y une mesure sur 7.

1. (Unicité de la densité) Soit f,g € M. On suppose que y = fm et u = gm. On a alors f = g m-p.p.. En
effet, on doit avoir [, fdm = [, gdm pour tout A € T'. En choisissant A = {f > g} puis A = {f < g}, onen
déduit que f{f>g}(f —g)dm + f{f<g}(g — f)dm = 0. Ce qui donne [ |f — g|dm = 0 etdonc f = g m-p.p..

2. (Espace L' pour une mesure de densité) Soit f € M, tq. p = fm. Soit g € M, I'exercice (corrigé) 4.22
donne alors les assertions suivantes :

(@) g € Ly(B, T, p) & fg € Ly(B, T, m),
(b) g € Ly(E,T,p) = [ gdp = [ fgdm.

3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soit f € M t.q. u = fm. Soit A € T t.q. m(A) = 0. On a alors

f1a = 0m-p.p. etdonc pu(A) = [ f1adm = 0. Selon la définition 6.16 ci-apres, ceci montre que la mesure p

est absolument continue par rapport a la mesure m. L’objectif du théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11)
sera de démontrer la réciproque de ce résultat (si u est finie et m est o-finie).

Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.16 (Mesure absolument continue) Soient (E, T, m) un espace mesuré et |, une mesure (positive ou
signée) sur T'. On dit que | est absolument continue par rapport a m, et on note 1 << m, si:

AeT ,m(A)=0= pu(A)=0.
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Remarque 6.23 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : on prend (E,T,m) = (R, B(R),
A) et i = &g (mesure de Dirac en 0 sur B(R)). Comme A({0} = 0 et 6o({0} = 1, la mesure &y n’est pas
absolument continue par rapport a \.

On donne maintenant le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théoréme 6.11 (Radon-Nikodym) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini et p une mesure finie sur T. Alors,
L est absolument continue par rapport a m si et seulement si |, est une mesure de densité par rapport a m.

DEMONSTRATION :

Sens («<=). Ce sens a été montré dans le troisieéme item de la remarque 6.22 (et les hypoth eses “u finie" et “m o-
finie" sont inutiles. (Noter aussi que le premier item de cette méme remarque donne 1’unicité m-p.p. de la densité
de w par rapport a m.)

Sens (=-). Pour toute mesure v sur 7" et pour tout 1 < p < oo, on note LP(v) = LL(E,T,v) et LP(v) =
L2(E,T,v).

Pour démontrer que p est absolument continue par rapport a m, on va appliquer le théoréeme de représentation de
Riesz (théoréme 6.9) dans I’espace de Hilbert H = L (i + m).

On rappelle d’abord que 1’exercice (corrigé) 4.2 donne que i+ m est une mesure sur 7' (définie par (u+m)(A) =
w(A) + m(A) pour tout A € T') et que les deux propriétés suivantes sont vérifiées (questions 1 et 2 de I’exercice
4.2):

ge L (p+m)egeLlL(n)nL(m),

ge L (pu+m)= /gd(u +m) = /gdu + /gdm. (6.34)

1l est aussi clair que [ fd(u+m) = [ fdp+ [ fdm pour tout f € M (voir le corrigé 62 de I’exercice 4.2).
Pour g € M, onadonc [ g?d(u+m) = [ g*du+ [ g*dm, ce qui donne L (p + m) = L2(p) N L2 (m).

Enfin, pour A € T, ona (pu + m)(A) = 0 si et seulement si (A) = m(A) = 0. On adonc, pour f,g : E — R:

f =g u-pp.,

f=g(p+m)pp & { f=gmpp.

On décompose maintenant la démonstration en 3 étapes.

Etape 1. Utilisation du théoréme de Riesz.
On pose H = L?(p + m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définir T : H — R par :

T(g) = /gdu pour tout g € H. (6.35)

On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit g € H = L?(p + m). On choisit un représentant de
g, encore noté g, de sorte que g € L2(pu +m) = L2(p) N L?(m). Comm y est finie, on a £2(p) C £ (11). Done
g€ LY (u), J gd existe et appartient a R. Puis, on remarque que [ gdp ne dépend pas du représentant choisi car
91 = g2 (4 + m)-p.p. implique g1 = go pu-p.p.. L’application T est donc bien définie de H dans R par (6.35).

On montre maintenant que 7' € H’. Il est immédiat que T est linéaire. On remarque ensuite que, pour tout
g € H, on a, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec g et 1g, [T'(g)| = | [ gdu| < ||gllr2(u)v/1(E) <

9]l 22 ) VI(E)) = llgllzrv/1(E). Onadonec T € H' (et | T g < /p(E)).
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On peut maintenant appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9). Il donne qu’il existe ¢ €
H = L*(p+m)tq. T(g) = [ gpd(u+ m) pour tout g € L?(y + m). On choisit un représentant de ¢, encore
noté . On a alors ¢ € L2(u +m) et

/gdu = /ggpd(u +m) pour tout g € L(p 4 m). (6.36)
Pour g € L%(u+m), ona gp € L1 (u+ m) etdonc [ gpd(pn+m) = [ gpdu + [ gpdm (d’apres (6.34)). On

déduit donc de (6.36) :
/g(l —p)dp = /ggpdm, pour tout g € £?(p +m). (6.37)

Etape 2. On cherche dans cette étape des bornes sur .

On montre tout d’abord que ¢ > 0 m-p.p. et u-p.p. (ce qui est équivalent a dire que > 0 (x + m)-p.p.).
Comme m est o-finie, il existe une suite (A, )neny C T t.q. m(A4,,) < oo pour toutn € Net E = U, enA4,. Pour
n €N, on pose B, = {¢ < 0} N A,, € T. Dans (6.37), on prend g = 1p, (on a bien g € L*(u + m) car
(ke +m)(Br) < u(E)+m(A,) < 0o). On obtient

/(1 —@)lp, du= /(pandm.

Comme (1 — ¢) > 0 et < 0 sur By, on en déduit que (1 — ¢)1p, = 0 p-p.p. et wlp, = 0 m-p.p. et donc
w(Bn) =m(B,) = 0.

Par o-additivité d’une mesure, comme {¢ < 0} = UnenBy, on en déduit (u +m)({e < 0}) < >0 n(p+
m)(By) = 0etdonc ¢ > 0 (u + m)-p.p..

On montre maintenant que ¢ < 1 (& + m)-p.p..

v

On prend dans (6.37) g = 1¢,, avec C,, = {¢ > 1} N A, (on abien g € L3(u + m) car (u + m)(C,) <

w(E) +m(A,) < co). On obtient
/(1 —¢)le, du = /(plcndm.

Comme (1 —¢) < 0etp > 0 sur Cp, on en déduit que (1 — ¢)lg, = 0 pu-p.p. et plg, = 0 m-p.p. et
donc m(C,) = 0. Mais on ne peut en déduire u(C,,) = 0 (car on a seulement (1 — ¢) < 0 sur C,, et non
(1 =) < 0). Cest ici (et seulement ici) qu’on utilise I’hypothése d’absolue continuité de p par rapport a m.
Comme m(C),) = 0, I'hypothése << m donne u(C,) = 0. Comme {¢ > 1} = U,enC,,, on en déduit
(n+m)({e 21}) <3, en(p+m)(Cr) = 0etdonc ¢ <1 (pu+m)-p.p.

On a donc montré que 0 < ¢ < 1 (u + m)-p.p.. En changeant ¢ sur un ensemble de mesure (x + m) nulle, on

peut donc supposer 0 < ¢(x) < 1 pour tout 2 € E. On a toujours ¢ € L£2(u + m) et (6.37) reste vraie.

Etape 3. On montre maintenant que p = fm avec f = &.

On montre tout d’abord que (6.37) est vraie pour tout g € M :

— Onremarque d’abord que (6.37) est vraie sig = 14 avec A € T't.q. m(A) < oo car, dans ce cas, g € L2(pu+m).

— On suppose maintenant que A € T. Comme m est o-finie, il existe une suite (Fy,)peny C T t.q. m(E,) < oo,
E, CE, 41, pourtoutn € N, et E = UpenEy,. Onprend g, = 1, avec B, = AN E,, desorte que g, T 14
etdonc (1 —¢)gn T (1 —@)la et wg, T ¢la. Comme (6.37) est vraie pour g = g,, (car m(B,) < 00), le
théoreme de convergence monotone (théoreme 4.1) appliqué aux mesures y et m donne (6.37) pour g = 1 4.

— Sig € &, il est alors facile de montrer que (6.37) est vraie. C’est une conséquence immédiate de la linéarité
positive de I’intégrale sur M .
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— On prend enfin g € M. Il existe (gn)nen € €4 t.q. gn T g.Onadonc (1 — p)g, T (1 — @)g et wgn T pg. On
écrit (6.37) pour g,, au lieu de g. En passant a la limite quand n — oo, le théoréme de convergence monotone
(théoreme 4.1) appliqué aux mesures . et m donne (6.37) pour g.

On a donc maintenant ¢ mesurable, 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € E et (6.37) pour tout g € M.

Soit h € M. Onpose g = . Onag € M, (car 0 < p(z) < 1 pour tout z € E). (6.37) donne alors

t
_ ¥
/hdu = /hidm. (6.38)
L—¢
En posant f = &, onaf € M, et(6.38)avec h =14 donne p(A) = [ f1adm pour tout A € T, ¢’est-a-dire
w= fm. |

Théoréme 6.12 (Radon-Nikodym, mesures signées) Soir (E,T,m) un espace mesuré et soit |, une mesure si-
gnée sur T, alors :
p<<m<= 3Af € Lg(E,T,m) u= fm. (6.39)

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement a se ramener au théoréme
6.11 en décomposant p sous la forme ;4 = 4 — p— comme cela est fait dans la proposition 2.6. ]

6.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi. ..

6.4.1 Convergence faible et faible-x

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des Banach complexes ne pose de
difficulté importante.

On rappelle que si F' est un espace de Banach (réel) on note F’ son dual topologique (F est donc I’ensemble des
applications linéaires continues de F dans R). Si || - || ¢ est la norme dans F, ’ensemble F” est aussi un espace de
Banach avec la norme définie par

T(u

T = sup {( ) ,UE F\{O}} .

[[ullF
Définition 6.17 (Convergence faible dans un espace de Banach)
Soit F un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique. On dit que la suite (u,)nen converge faiblement
vers u (dans F', quand n — o0) si pour tout élement T de F', on a : T(u,) — T(u) (dans R) quand n — oc.

Par le théoreme 6.10, on a donc la proposition suivante sur la convergence faible dans L% (E, T, m), pour 1 < p <
+o00:

Proposition 6.24 (Convergence faible dans L?)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+oc[ et q le conjugué de p, LP = LE(E, T, m), (fn)nen C LP et f
€ LP. Alors, la suite (f,)nen converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g € L (E,T,m),
[ frngdm — [ fgdm quand n — cc.

DEMONSTRATION :

On note ® I'application de L7 dans (LP)’ définie par ®(f) = ¢y, ol ¢ est donnée par (6.30), La démonstration
de cette proposition est alors immédiate quand on remarque que le théoréme 6.10 donne que ® est une bijection de
L9 dans (LP)'. L]
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Définition 6.18 (Convergence faible x dans le dual d’un espace de Banach)

Soit F un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique ; soit (T,,)neny C F' et T € F'. On dit que la suite
(T))nen converge vers T -faiblement dans F' si pour tout élement u de F on a : T,,(u) — T'(u) (dans R) quand
n — oo.

La proposition 8.3 du chapitre 8 montre que d’une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable on peut
extraire une sous suite x-faiblement convergente. De cette proposition 8.3, on peut alors déduire que de toute suite
bornée du dual d’un espace de Hilbert, ou d’un espace de Banach réflexif, on peut extraire une sous suite faiblement
convergente.

Remarque 6.24 (Convergence forte, faible et faible x) Soit F' un espace de Banach (réel).

1. Soient (T}, )nen C F' et T € F'. Les implications suivantes sont alors immédiates :
T, — T = T, — T faiblement = T,, — T %-faiblement.

La deuxiéme implication est une conséquence de I’injection canonique de F' dans F”’ (construite avec (6.33)).
2. Pour u € F, on définit J,, € F" avec (6.33). Soient (uy,)neny C F etu € F. Onaalors :

u, — u faiblement dans F < J,, — J, *-faiblement dans F".

Mais, si F' n’est pas réflexif, ’application J : u — J,, de F' dans F"”, n’est pas surjective et on peut avoir
une suite (u, )nen non faiblement convergente dans F' alors que la suite (J,,, )nen est x-faiblement convergente
dans F”'. Dans ce cas, la limite x-faible (dans F"') de (J,,, )nen est un élément de F” qui n’appartient pas a
I’image de J.
Dans le cas ou F' est un espace de Banach réflexif, I’application J : u — J,, est surjective de F' dans F”’ et on a
alors :

1. Soient (T}, )neny C F' et T € F'. Alors :

T, — T faiblement dans F’ < T,, — T x-faiblement dans F".

2. Soit (up )nen C F. La suite (u, )nen est faiblement convergente dans F' si et seulement si la suite (J,,, )nen est
*-faiblement convergente dans .

Soit 1 < p < o0, donc 1 < ¢ = 25 < o0o. Onnote LF = LE(E,T,m), LY = LL(E, T, m) et ® I'application de
LP dans (L9)’ définie par (f) = ¢y, olt ¢ s est donnée par (6.30). Le théoréme 6.10 donne que P est une bijection
de LP dans (L7)". On confond (ou on identifie) fréquemment v € LP avec ®(u) € (L?)’. On a alors une notion de
convergence faible-x dans LP. Si 1 < p < oo (on a alors aussi 1 < g < 00), les notions de convergente faible et
faible-x dans L? sont équivalentes. Dans le cas de L°°, que 1’on identifie fréquemment avec le dual (topologique)
de L', les notions de convergente faible et faible-x sont différentes. La convergence faible est plus forte que la
convergence faible-x. On donne ci dessous la définition de convergence faible-x quand on considére L°>° comme
le dual de L.

Définition 6.19 (Convergence faible x dans L°°)
Soient (E,T, m) un espace mesuré et L>° = L (E,T,m). Soient (fp)nen C L et f € L. On dit que la
suite (f,)nen converge x-faiblement vers f dans L> si pour tout élement g de Ly (E, T, m), ona : [ f,gdm —

| fgdm.
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6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens de R, on note L,, I'application de Cy,(R?, R) dans R définie par
Ly, (¢) = [ pdm (cette application caractérise m, d’apres la proposition 5.4). On a vu au chapitre 5 que L,, €
Cyp(R?, R)’. Soit (M, )nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur
les boréliens de R?. La convergence faible-x dans (C,(R?, R)’ de L,,, vers L,,, quand n — oo, signifie donc que
limy,e0 [ pdmy, = [ @dm, pour tout ¢ € C,(R%, R). Ceci s appelle la convergence étroite de m,, vers m.

Définition 6.20 (Convergence étroite et vague) Soit (m,,),en une suite de mesures finies sur les boréliens de R4
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R4,

1. On dit que m,, — m étroitement, quand n — o0, Si :

/cpdmn — /gpdm pour tout p € Cy(RY R)).
2. On dit que m,, — m vaguement, quand n — 0o, si :

/apdmn — /(pdm pour tout ¢ € C.(R% R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague et la convergence des masses totales donnent la conver-
gence étroite. Si m et les mesures m,, sont des probabilités, la convergence étroite de m,, vers m (quand n — c0)
est donc équivalente a la convergence vague.

Proposition 6.25 Soit (m,,),cn une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R%. On suppose que m,, — m vaguement et que m,(R) — m(R) (quand n — o). On a
alors m,, — m étroitement. (La réciproque de cette proposition est immédiate.)

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est contenue dans 1’exercice 5.19. ]
Remarque 6.25 Dans la peroposition 6.25, I’hypothese de convergence des masses totales est cruciale. Sans cette

hypothese, la convergence vague n’implique pas la convergence étroite. Un exemple simple est possible en prenant
d=1,m=0etm, =4, pourn € N.

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou vague, puisque c’est équivalent
pour des probabilités) des lois des v.a.r..

Définition 6.21 (Convergence en loi) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé (X,,)nen une suite de v.a.r. et X une
v.a.r.. On dit que X,, — X en loi, quand n — oo, si :

/go(Xn)dP — /cp(X)deour tout ¢ € Cp(R,R).

(Ce que est équivalent a dire que Px, — Px étroitement.)

Noter qu’il est possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a.r. définies sur des espaces probabilisés
différents (c’est-a-dire que X, est définie sur I’espace probabilisé (Qy,, A, Py,) dépendant de n, et X est définie
sur (2, A, P)). Nous utiliserons parfois implicitement cette définition plus générale.

Comme cela a déja été dit ci dessus, la proposition 6.25 donne une caractérisation intéressante de la convergence
en loi en utilisant la convergence vague.
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Proposition 6.26 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X,,)nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. La suite X,
tends vers X en loi, quand n — oo, si et seulement si :

/(p(Xn)dP — /(p(X)dP pour tout p € C.(R,R). (6.40)

DEMONSTRATION : La condition (6.40) est évidemment nécessaire car C.(R,R) C C,(R, R). D’apres la propo-
sition 6.25, la condition (6.40) est aussi suffisante. On redonne ici la démonstration du fait que (6.40) est suffisant
pour avoir la convergence en loi de X, vers X. On note m,, = Px, etm = Px.

Etape 1. Pour p € N*, on définit ¢, € C.(R, R) par

p(8) =0sis < —p—1,
p(8)=s+p+1lsi —p—1<s<—p,
p(s)=1si —p<s<p,
p(8)=—s+p+1lsip<s<p+1,
p(s) =0sip+1<s.

SRS

Comme (1 —¢,) — 0 simplement, quand p — oo, et que 0 < (1 —¢,,) < 1, le théoreme de convergence dominée
donne limy, o [(1 — ¢p)dm = 0. Soite > 0, il existe py € N* t.q.

0< /(1 — Ppo)dm < e.
On remarque maintenant que, comme ¢,, € C.(R,R) et que m,, et m sont des probabilités, on a, quand n — oo,

OS/(l—gppo)dm:1—/@p0dmn—>1—/<pp0dm=/(1—<pp0)dm§€.

Il existe ng t.q.

n>ng=0< /(1 — Pp)dmy, < 2e. (6.41)

Etape 2. Soit ¢ € Cy,(R,R). Pour n € N et p € N* on utilise I’égalité ¢ = p(1 — ¢,) + ¢, Elle donne

/(pdmn —/(pdm: /cp(l — @p)dmy, —/(p(l —Lpp)dm—l—/gogppdmn — /Lp(ppdm. (6.42)

En posant |||, = sup,cg |¢(s)| ona

[ = gpyima = [ 1= gyyimi < ol (fa-enam,+ [0 gim).

Soit € > 0. En utilisant I’étape 1, il existe donc p; € N* et n; € Nt.q.

n>n | / (1 — o, )i, — / (1 — pp,)dm| < e.

Puis, comme p¢,, € C.(R,R) il existe ny € N t.q.

n=ny = I/wpldmn—/wpldml <e.
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Finalement, I’égalité (6.42) avec p = p; donne alors

n > max{ni,ns} = \/gpdmn - /godm\ < 2e.

Ce qui prouve bien la convergence étroite de m,, vers m et donc la convergence en loi de X, vers X. ]

Une autre caractérisation intéressante de la convergence en loi est donnée dans le théoreme 10.3. Elle donne
I’équivalence entre la convergence en loi et la convergence simple des fonctions caractéristiques. La fonction
caractéristique d’une v.a.r. est construite avec la transformation de Fourier (qui sera étudiée au chapitre 10).

Remarque 6.26 Un intérét de la proposition 6.26 (ou du théoreme 10.3) est qu’un élément de C.(R,R) (ou une
fonction de la forme s +—+ exp®s?) est nécessairement uniformément continue (alors qu’une fonction appartenant
a Cp(R, R) n’est pas toujours uniformément continue). Cela permet, par exemple, de démontrer facilement que la
convergence en probabilité implique la convergence en loi (voir I’exercice 6.62).

Une propriété parfois intéressante d’une suite de mesures convergeant étroitement est la “tension” de cette suite.
On définit maintenant cette notion de “tension".

Définition 6.22 Soit (M., )nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R% (d > 1). On dit que la suite
(Mmn)nen est tendue si

lim m, (B;) = 0, uniformément par rapport a n,
a—r o0

avec B, = {z € R4, |z| < a}.

Dans la proposition précédente, la propriété importante est le caractere uniforme (par rapport a n) de la conver-
gence vers 0 de m,,(BS). En effet, pour tout n fixé, la continuité décroissante de la mesure m,, donne que
limg s 1 00 My (BS) = 0. On montre maintenant que la convergence étroite d’une suite implique sa tension.

Proposition 6.27 Soit (m.,),cn une suite de mesures finies sur les boréliens de RY (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R?. On suppose que m,, — m étroitement. Alors la suite (my, ey est tendue.

En particulier, soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X,,)nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On suppose que
X, — X enloi. La suite (Px, )nen est alors tendue, c’est-a-dire

lim P({|X,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.

a——+o00

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est ici aussi essentiellement contenue dans 1’exer-
cice 5.19. En effet, soit ¢ > 0, la question 3 de 1’exercice 5.19 (corrigé 100) montre qu’il existe ¢ € C.(R? R)
tq. 0 < ¢(z) < 1, pour tout 2 € R, et [,.(1 — ¢)dm,, < & pour tout n € N. En prenant a > 0 t.q. ¢ = 0
sur BE (c’est-a-dire que le support de  est inclus dans B, = {x € R?, || < a}), on a donc, pour tout n € N,
my(BS) < e. Ce qui montre bien que la suite (1., )nen est tendue. [

On peut maintenant donner une nouvelle caractérisation de la convergence étroite (et donc de la convergence en
loi).

Proposition 6.28 Soir (m,, )N une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R%. On a alors léquivalence entre les deux propriétés suivantes :
1. m,, — m étroitement quand n — o,

2. my,, — m vaguement quand n — oo et la suite (my,)nen est tendue.
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DEMONSTRATION : Le fait que la propriété 1 implique la propriété 2 a été vu dans la proposition 6.27. On montre
maintenant la réciproque. Pour cela, on reprend la démonstration de la proposition 6.26.

Pour p € N*, on définit ¢, € C.(R% R) par
op(x) =0sifz| > p+1,
op(@)=p+1—|z|sip<|z|<p+1,
wp(s) =1si|z| < p.

Soit ¢ € Cy(R%,R). Pour n € N et p € N* on utilise I'égalité ¢ = (1 — ¢,) + ;. Elle donne

/cpdmn f/cpdm: /cp(l — pp)dm, f/cp(l fcpp)dm+/gacppdmn f/cpcppdm. (6.43)

En posant |||, = sup,cga |[¢(s)| ona

[ ot = pyima [ 1= gl <ol (@ = eima+ 1= gyim).

Soit & > 0. On pose B, = {z € R, |z| < p}. Comme 0 < [(1 — ¢p)dmy, < mu(Bg) et 0 < [(1—pp)dm <
m(By), I'hypothése de tension sur la suite (17,,),en (et la continuité décroissante pour m) donne I’existence de
p1 t.q., pour tout n € N,

ol / (1= gpy )i < € et [|i]l / (1 - pp)dm < .

Puis, comme ¢y, € C.(R4,R), la convergence vague donne I’existence de ny € N t.q.

n=ng = |/‘P‘Pp1dmn_/90@p1dm| <e

Finalement, 1’égalité (6.43) avec p = p; donne alors

n2n0:>|/<pdmn—/<pdm|§35.

Ce qui prouve bien la convergence étroite de m,, vers m. |

Remarque 6.27 Voici une conséquence intéressante de la proposition 6.28 et de la proposition 8.3 du chapitre 8
(que I’on peut utiliser avec Cy(R?, R) qui est un espace de Banach séparable, ce qui n’est pas le cas de Cj(R%, R)).
Soit (1., )nen une suite de probabilités sur les boréliens de R?. On suppose que la suite (1, ),en est tendue. Il
existe alors une sous suite de la suite (m,,)nen, encore notée (my,)nen, et il existe une probabilité m sur les
boréliens de R? t.q. m,, — m étroitement quand n — oo. Cette remarque sera détaillée dans la proposition 8.6.

Enfin, on donne maintenant un lien entre convergence en loi et convergence des fonctions de répartition. En par-
ticulier, la convergence en loi donne la convergence des fonctions de répartition en tout point de continuité de la
fonction de répartition de la v.a.r. limite.

Proposition 6.29 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X,,)nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r.

165



1. On suppose que X,, — X en loi, quand n — oc. Soit a € R t.q. P({X = a}) = 0 (¢’est-a-dire que la fonction
de répartition de X est continue au point a). On a alors

lim P({X, > a}) = P{X > a}) = P{X > a}) = lim P({X, >a}).

(La méme propriété est vraie en remplacant > par <.)

2. On suppose que lim,,_, o P({X,, > a}) = P({X > a}) pour tout a € Rt.q. P{X = a}) = 0. On a alors
X, — X enloi, quand n — <.

DEMONSTRATION : Cette proposition est démontrée dans les exercices 6.58 et 6.59 (en particulier, la premiére
partie du corrigé 139 page 443 donne le premier item de la proposition 6.29). |

6.4.3 Lois des grands nombres

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en loi) pour des sommes de v.a.r.
indépendantes. Nous commencons ce paragraphe par un résutat (simple) sur la variance de la somme de v.a.r.
indépendantes, dont on déduit la loi faible des grands nombre qui donne non seulement un résultat de convergence
(en probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence. Puis, on donne la loi forte des grands
nombres et on énonce, en remarque, le théoreme central limite. On reviendra sur ce théoréme central limite au
chapitre 10 car on utilisera, pour sa démonstration, la transformation de Fourier (et la remarque 6.27).

Proposition 6.30 Soir (2, A, P) un espace probabilisé et (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes 2 a 2 et de
carré intégrable. On a alors, pour tout n € N*,

Var(X1 4+ ...+ Xp) = Var(Xy) + ... + Var(X,,).

DEMONSTRATION : On pose S, = Y., X; et E; = E(X;). On a alors, par linéarité de I'intégrale, F(S,) =
S Eiet:

n

)Y (X — Ej))

=]

7

—_

Y (X, - E
' E((X; — E)(X; — Ej)).

>

)

Var(S,) = E((S, — E(Sn))?) = E(

Pour i # j, on a, comme X; et X; sont indépendantes, E((X; — E;)(X; — E;)) = E(X, — E;)E(X, — E;) = 0.
On en déduit :

n

Var(8,) = > B((X; — E;)*) = ZVar(Xi).

i=1

Proposition 6.31 (Loi faible des grands nombres) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (X, )nen+ une suite
de v.a.r. indépendantes 2 a 2 et de carré intégrable. On suppose que ces v.a.r. sont de méme moyenne m et de
méme variance 0. On pose Y, = % Z?Zl X (ce sont les “moyenne de Cesaro" de la suite (X, )nen+), alors Yy,
converge en probabilité vers la v.a.r. constante et égale a m, c¢’est-a-dire que l'on a :

Ve >0, P(|Y,, — m| > ¢€) — 0 lorsque n — +o0.
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Plus précisément, on a pour tout € > 0 et n € N*,
2

P([Yy —m| >¢) < . (6.44)
ne
DEMONSTRATION : Soit € > 0 et n € N*. En utilisant 1’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10), on a :
1
P([Y, =m| =€) = P((Yo —m)* > &%) < S E((Ya —m)?).

Puis, en posant S, = Y1, X;, ona E((Y, —m)?) = L E((S, —nm)?) = Y¥=5=) La proposition 6.30 donne
Var(S,,) = nVar(X;) = no?. On en déduit finalement

1 no? o?

Pln —ml 2 ) < o = her
|

On donne maintenant la loi forte des grands nombres. La loi forte des grands nombres donne une convergence p.s.,
ce qui est plus fort qu'une convergence en probabilité (donnée par la loi faible des grands nombres). D’autre part,
le deuxieéme item de la proposition 6.32 (loi forte) ne demande que I’intégrabilité des v.a.r., ce qui est moins fort
que de demander qu’elles soient de carré intégrable (hypothese de la loi faible). La loi forte semble donc, a double
titre (hypothese moins forte et conclusion plus forte), meilleure que la loi faible. Ceci n’est pas tout a fait exact
car I’intérét de la loi faible est de donner une estimation sur la vitesse de convergence (inégalité (6.44)) ce que ne
donne pas la loi forte.

Proposition 6.32 (Loi forte des grands nombres) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (X,,)nen+ une suite
de v.a.r. indépendantes.
1. On suppose ici que les X,, sont de carré intégrable, que E(X,,) = 0 pour tout n € N* et que
Z E(X?)/(n?) < 0.
neN*
On a alors :
1 n
— ZXi — 0 p.s., quand n — oo.
n
i=1

2. On suppose ici que la suite (X,,)nen est une suite de v.a.ri.i.d. et que E(|X1|) < oo. Alors :

1 n
— g X; = E(X4) p-s., quand n — oo.
n

i=1

DEMONSTRATION : La démonstration sera bientdt détaillée dans ce polycopié. ]

Remarque 6.28 Nous verrons au chapitre 10 (théoreme 10.4) un résultat de convergence en loi lorsque que I’on
s’intéresse a ﬁ Z?Zl X, au lieu de % Z?zl X (comme dans les propositions 6.31et 6.32). Nous énongons ici ce
résultat (connu sous le nom de théoréme central limite).

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (X, )ncn+ une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables. On note m =
E(X1) et 0% = Var(X1). On pose

La suite (Y,,)nen+ converge alors en loi vers toute v.a.r. Y dont la loi est la loi normale N (0, o?
ou loi de Gauss, N(O, 02), est définie au chapitre 4 section 4.4 dans le cas o2 #0et N(O, 0) =

(la loi normale,

)
8o).
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6.5 Exercices

6.5.1 Espaces [P, 1 <p < o0

Exercice 6.1 Corrigé 101 page 387
Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,00[ et A € T. Onpose F' = {f € LE(E, T m); f = 0 p.p. sur A}.
Montrer que F est fermé (dans L (E, T, m)).

Exercice 6.2 Corrigé 102 page 387
Soitp € [1,00] et C = {f € LP(R,B(R),\); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < oo et
d’intérieur non vide pour p = oc.

Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme) Corrigé 103 page 388
Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,),cn une suite de fonctions mesurables de E dans R et f une fonction
mesurable de E dans R.

Montrer que ||fn, — flloc — 0, quand n — oo, si et seulement si il existe A € T t.q. m(A) = 0et f, = f
uniformément sur A€, quand n — oo.
Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne) Corrigé 104 page 389

1. Soit p € [1, oo[. Montrer que C (R, R) est dense dans L (R, B(R), A). Soit f € Li (R, B(R), A), montrer que
If—f(¢-+h)|, — 0quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo ?

Exercice 6.5 (Sur la séparabilité...)

1. Montrer que L (R, B(R), A) est séparable pour p € [1, 00| et n’est pas séparable pour p = co.

2. On munit Cy(R, R) et Cp(R, R) de la norme de la convergence uniforme. Montrer que Cy(R, R) est séparable
et que Cp(R, R) n’est pas séparable.

Exercice 6.6 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f, g, h des fonctions mesurables de E dans R. Soient p, g, r €

r

[1sgnlam < ([ 151amy> [ gpramyi [ inpam)?.

Exercice 6.7 (Produit P — L9) Corrigé 105 page 390

Soient (£, T, m) un espace mesuré, p € [1,+00] et ¢ le conjugué de p (ie. ¢ = ;E7). Soient (fn)nen C
LE(E,T,m), (gn)nen C LE(E,T,m), f € LL(E,T,m) etg € LL(E,T,m) tq. f, — [ dans LY(E, T,
m) et g, — g dans L (E, T, m). Montrer que [ f,gn,dm — [ fgdm lorsque n — +oc.

11, 4+00], tels que — + = + — = 1, montrer que :
p q

Exercice 6.8 (Caractérisation de £L?)
Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,00] et ¢ = z%' On note L” I'espace L (E, T, m) (pour r € [1, c0]).

Soit f : E — R une application mesurable. On suppose que fg € £! pour tout g € £9. Le but de I’exercice est
de montrer (si possible...) que f € LP.

1. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que f € L1

2. On suppose, dans cette question, que p = co. Pour montrer que f € £°°, on raisonne par 1’absurde en supposant
que f & L.
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(a) Soit @ > 0. Montrer qu’il existe 5 > « t.q. m({a < |f| < B} > 0. En déduire qu’il existe une suite
croissante (v, )nen t.q. a9 = 0, i, > net m(A,) > 0avec A, = {a,, < |f| < any1} (pour tout n € N).

(b) Soit (b, )nen CR.Onpose g =3 ybnla, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer qu’un
choix convenable de (b, ),cn donne g € L et fg & L1

(c) Conclure.
3. On suppose, dans cette question, que p €]1, 0o et que m(E) < co. Pour montrer que f € £P, on raisonne une
nouvelle fois par I’absurde en supposant que f ¢ LP.

(a) Soit o > 0. Montrer qu’il existe 3 > a t.q. 1 < [, [f[Pdm < oo avec A = {a < |f| < 8}. En déduire qu’il
existe une suite croissante (au, )pen t.q. ag = 0 et 1 < fA |f|Pdm < oo avec Ay, = {an < |f] < any1}
(pour tout n € N).

(b) Soit (by)nen CR.Onpose g = >, oy bnlf|P~ 114, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer
qu’un choix convenable de (b, ), ey donne g € L9 et fg & L.

(c) Conclure.
4. On suppose, dans cette question, que p €]1, oo et que m est o-finie. Montrer que f € LP.
Exercice 6.9 (un peu de calcul diff...)
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, et g € C'(R,R) et 1 < p < +o0; pour u € LP = LP(E, T, m), on note
g(u) la (classe de) fonction(s) : « — g(u(x)), et G la fonction qui a u associe g(u).
1. Soit 1 < g < +00; montrer que G € C(LP, L9) ssi il existe C' € R tel que |g(s)| < C|s| + C pour tout s € R.
2. Montrer que G € C1(LP, LP) ssi il existe a, b € R tel que g(s) = as + b pour tout s € R.

Exercice 6.10 Soit f une fonction de R dans R, continue a support compact, montrer que :

I fllzrr.BR),A) — || f]loc lorsque p — +o00.

[Pour montrer que lim+inf||f||Lp(R7B(R)7)\) > || fllcor 0 pourra introduire, pour 0 < € < || f||co, un ensemble A,
p——+o00
f@)>flle —&.1

Exercice 6.11 Corrigé 106 page 391
Soit (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L (E, T, m), (gn)nen C L (E, T, m), f € LL(E, T, m)etg €
L¥(E, T, m). On suppose que f, — f dans LL(E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans Lg°(E, T, m). Montrer que f,g, — fg dans Ly (E, T, m).

tel queVx € A,

2. On suppose maintenant que g,, — ¢ p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir f,g, — fg
dans LL(E, T, m).

3. On suppose maintenant que g, — g p.p. et qu’il existe M € R t.q. ||gn|loc < M. Montrer qu’on a alors
fngn — fgdans L (E, T, m).
Exercice 6.12 Soit (F, T, m) un espace mesuré et ; une mesure de densité f € M par rapport & m, montrer
que :
(4) /gdu = /fgdm Vge My
(i1) Soitg € M, alors g € L'(u) & fg € L*(m), (6.45)
etsig € L'(u), alors /gd,u = /fgdm
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Exercice 6.13

Soit K : R? — R, une fonction mesurable (on a donc K € M (R2, B(R?))). On suppose qu’il existe M € R
t.q. [ K(z,t)dt < M, pourtout z € R, et [ K(t,y)dt < M, pour touty € R.

Pour tout 1 < p < oo, on note L? I'espace L (R, B(R), A) et LP 'espace LE (R, B(R), A).
Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout x € R t.q. K(z,-)f(-) € L, T(f)(z) =

[ K (x,t)f(t)dt.

Soit 1 < p < 0. [On conseille de considérer séparément lescasp =1, p=ocet 1 < p < o0.]

1. Soit f € LP (on identifie f, comme d’habitude, avec 1’un de ses représentants, on a donc f € LP). Montrer que
T(f)(z) est définie pour presque tout € R. Montrer que T'(f) € L? (au sens “il existe g € LP t.q. T(f) = g
p-p-").

2. Montrer que T est une application linéaire continue de L” dans LP.

Exercice 6.14 (Inégalité de Hardy) Corrigé 107 page 391

Soit p €]1, oo[. On note LP Iespace LE(]0, oo, B(]0, oc[), A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de 0, co|).

Soit f € LP. Pour z €0, 00[, on pose F(z) = L [ f1jy ,;d\. Le but de I’exercice est de montrer que F € L7 et
1Elp < 555711 Fll-

1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, o) (c’est-a-dire que f est continue et & support compact dans
10, ca)).
(a) Montrer F' € C*(]0, oo[) N LP. Montrer que zF’(z) = —F(z) + f(z) pour tout z > 0.
(b) On suppose, dans cette question, que f(z) > 0 pour tout z €]0, oo|.
Montrer que fooo FP(x)dx = p’%l fooo FP=1(z) f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]
Montrer que [|F|l, < 7551 flp-

(c) Monter que [|F'[|, < 25| ]|, (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout = €]0, oo]).
2. On ne suppose plus que f € C.(]0, oo]).

(a) Montrer qu’il existe ( fr)nen C Cc(]0,00[) t.q || fn — fllp — 0 quand n — co. [On pourra utiliser la densité
de C.(R, R) dans LE (R, B(R), A), exercice 6.4.]
(b) Montrer que F' € C(]0, 0c[) N L7 et que | F[|, < J25 | fll,-

3. Montrer que sup{ ||“I;‘|||;’, feclr |fll,#0}= p%l (dans cette formule, F' est donné comme précédemment a

partir de f). [On pourra considérer la suite (f,),en+ définie par f,(t) = tv 1j1,5((t) pour ¢ €]0, col).]

Exercice 6.15 (Continuité d’une application de P dans L) Corrigé 108 page 394
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, oo] et g une application continue de R dans R t.q. :

3C eR”:; |g(s)| < Cls|7 +C, Vs e R. (6.46)

1. Soitu € LL(E, T, m). Montrer que g o u € LE(E, T, m).

On pose L" = Li(E, T, m), pourr = petr = q. Pour u € L”, on pose G(u) = {h € LL(E,T,m); h=gow
p.p.-}, avec v € u. On a donc G(u) € L1 et cette définition a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas
du choix de v dans .
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2. Soit (ty)neny C LP. On suppose que w,, — u p.p., quand n — oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L.

3. Montrer que G est continue de L dans LY.

4. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (6.46).
On va construire u € L' t.q. G(u) ¢ L.

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe av, € R tel que : |g(a,)| > n|ay| et |ay,| > n.

(b) On choisit une suite (a;,)nen vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+oo
(0%
ZW =1
1 Op T

(¢) Soit (an)nen une suite définie par : ap = 1 et apt1 = a, — (ou v, et « sont définies dans les 2

|cv, |2
questions précédentes). On pose u = Z:g onlia, 1 a.[- Montrer que u € L' et G(u) & L'

Exercice 6.16 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Egorov) Corrigé 109 page 396
Soit (£, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co. On note L? I’espace L (E, T', m). Soit ( f,, ), une suite d’éléments
de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p., quand n — oo.

1. Montrer que || f||, < liminf, o || fn|lp- [Traiter séparément le cas 1 < p < co et p = c0.]

2. Enprenant (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A) (ot A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1]), donner
un exemple pour lequel la suite (|| f,,||p)nen converge dans Ret || f||, < lim,ey || fn|lp- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 < p < oo et p = 00.]

Pour la suite de ’exercice, on suppose que || f|lp — ||f]lp. quand n — oo.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) On suppose que m(FE) < oo. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. On choisit
aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et ¢ > 0. On suppose que f,, — f uniformément sur
A°. Montrer qu’il existe ng t.q. :

nZnO:/|fn|dm§€+/|f\dm.
A A

(b) On suppose que m(E) < oo. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oo. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]

(c) On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe C' € T't.q. :

m(C) < oo et / |fldm < e.
CC

(d) On suppose que m(E) = oco. Montrer que f,, — f dans L', quand n — co.

4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < oo. Montrer que f,, — f dans LP, quand n — oo. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le cas p = 1.]

5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A). Donner un exemple pour
lequel f,, 4 f dans L°°, quand n — oo.
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Exercice 6.17 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou) Corrigé 110 page 400

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 0o], on note L? I’espace L (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f,, — f p.p. et que || fr|l, —
| 1|, quand n — oco.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fn| + |f| — |fn — f]| (en ayant choisi des représentants de
fn et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L'.

2. On suppose maintenant que p €]1, co|. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.

Exercice 6.18 (Compacité P — L9) Corrigé 111 page 401
Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, onnote L” I’espace L (E, T, m) (et L"
I’espace Lf (E, T, m)).
1. Soit r > 1 et (gn)nen une suite bornée de L”. Montrer que la suite (g, )nen est équi-intégrable, c’est-a-dire
que :
Ve>0,30>0tqg.neN AeT, m(A) §5:>/ |gn|dm < e.
A

[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

Soit 1 < p < ¢ < oo et (f)nen une suite bornée de L?. On suppose dans toute la suite que f,, — f p.p. quand
n — 00.

2. (Compacité LP — L9.) On suppose que m(E) < oo.

(a) Montrer que f € L9 (au sens “il existe g € L9t.q. f = g p.p.").
(b) Montrer que f,, — f dans LP quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g,, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours. |

3. On suppose que m(E) = occ.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < oo. Montrer que f,,1p — f1p dans L? quand n — oco.

(b) On prend ici (E, T,m) = (R, B(R),\),q = 2,p =1, f = 0. Donner un exemple pour lequel ( f,,)nen C L1,
fn # 0dans L' quand n — oo (et (f,)nen bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand n — o).

Exercice 6.19 (Convergence “dominée en norme'')

Pour tout s € [1,00], on note L*® I'espace L (R, B(R), \). Soitr,p,g e Rt.q. 1 <r < p < ¢ < 400, (fn)nen
une suite de fonctions mesurables de F dans R et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que (f,,)nen
et f vérifient les trois conditions suivantes :

- fn — fp.p-, quand n — oo,

— la suite (f,,)nen est bornée dans L” et dans L9,

— fn(x) — 0 quand © — 400, uniformémement par rapport a n € N.

1. Montrer que f € L™ N L4 (distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = +00).
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe § > 0 t.q.

AcBR), nel, /\(A)§6:>/ fulPd) < e.
A
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3. Soit ¢ > 0, montrer qu’il existe C' € B(R) t.q. A\(C) < 400 et
neN:>/ | frlPdX < e.
Ce

4. Montrer que f,, — f dans LP. [Utiliser le théoréme de Vitali, donné dans le cours.]

5. On suppose de plus que f,,(z) = 0 pour tout n € N et tout z € R t.q. |z| > 1. Montrer que f,, — f dans L*
pour tout s € [1, [ et donner un exemple pour lequel f,, 4 f dans L? (distinguer les cas ¢ < +o0o et ¢ = 400).

Exercice 6.20 (Caractérisation de £L>°) Corrigé 112 page 402

Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note £ I'espace L (X, T, m). Soit f une application de
X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f,, € L et g, € L1 t.q. f = fu + gn» | fallee < 1et
lgnlli < +. Montrer que f € L et || f|loo < 1.

Exercice 6.21 (Exemples de v.a. appartenant a LY) Corrigé 113 page 402

Soit (£2, .4, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de

q € [1, 0o] pour lesquels la variable aléatoire X appartient a I’espace L4(€2, A, P) :

1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—Az)1jg oo pour = € R).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,
avec f(x) = L5 pour z € R).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0, 1[) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~1, pour tout k € N*).

6.5.2 Espaces de Hilbert, Espace L*

Exercice 6.22 Corrigé 114 page 403
Soit (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’élements de L (E, T, m) deux a deux orthogonaux.

Montrer que la série ), _ f converge (dans L?) si et seulement si >, || f»||3 est convergente (dans R).

ne ne

Exercice 6.23 (L? n’est pas un espace de Hilbert si p # 2) Corrigé 115 page 404

Montrer que L% (R, B(R), A) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2.
[Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut 1’identité du parallelogramme, ¢’est-a-dire 1’identité
(6.18) page 139.]

Exercice 6.24 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables)
Soit I/ un espace de Hilbert (réel) de dimension infinie. Montrer que E est séparable si et seulement si il existe une
base hilbertienne dénombrable de E [1’'une des implications a d’eja été vue.. . ].

Exercice 6.25 (projection sur le cone positif de L?) Corrigé 116 page 404

Soit (X, T, m) un espace mesuré et £ = LZ(X,T,m). Onpose C = {f € E, f > 0p.p.}.
1. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de E.

2. Soit f € E. Montrer que Pof = fT.

Exercice 6.26 (Exemple de non existence de la projection) Corrigé 117 page 405
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Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :
E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de E, g € E \ F (et donc d(g, F) =
inf{||lg — fllg, f € F} > 0...) etil n’existe pas d’élément f € E't.q.d(g, F) = |lg — fl &

On prend £ = C([0,1],R), on munit E de la norme habituelle, || f||z = max{|f(z)|, z € [0,1]}. On pose
F={fekFE; f(0)=0, fol f(x)dx = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout = € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

2. Montrer que F’ est un sous espace vectoriel fermé de F.

3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(x)|dx > fol(g — (x)dx =
1/2.]

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F t.q. ||g — f|lz = 1/2.

5. Montrer que d(g, F') = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — f,||z — 1/2, avec f,, défini par

fu(x) = —Bux, pour z € [0,1/n], fo(z) = (x — 1/n) — Bn/n, pour xz € [1/n,1], et 3, choisi pour que
fn € F.]

Exercice 6.27 (Lemme de Lax-Milgram) Corrigé 118 page 406
Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de £ x E dans R. On note (-/-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € Ret > 0t.q. :

la(u,v)| < C|lull|lv|l, Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > allul|?, Vu € E (coercivité de a).

Soit T € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul v € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout
v € E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (-/-), de
E x E dans R par (u/v), = a(u,v). Montrer que (-/-), est un produit scalaire sur E et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente a la norme || - ||. En déduire qu’il existe un etun seul v € E't.q. T(v) = a(u,v)
pour tout v € E. [Utiliser le théoréme de représentation de Riesz.]

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a) Soit u € E, Montrer que I"application v — a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u, v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A I’application qui a u € E associe Au € E.
(b) Montrer que A est linéaire continue de F dans F.
(c) Montrer que Im(A) est fermé
(d) Montrer que (Im(4))+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un etun seul u € F t.q. T'(v) = a(u,v) pour toutv € E.

Exercice 6.28 (Exemple de projection dans L?) Corrigé 119 page 409

On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1[, par LP I'espace L5 (]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Iespace L§(]0,1[, B(]0,1[), A).

Soit g € L2
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1. Soitv € L? et ¢ € C=°(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C°(]0, 1[, R) signifie que ¢ est une application de 0, 1|
dans R, de classe C*°, et qu’il existe K C]0,1[, K compact, t.q. ¢(z) = 0 pour tout 2 €]0, 1[\K) . Montrer
que vgg’' € L.

Onpose C = {v € L?;v < 1p.p., [vgd/d\ < [ ¢dA, pour tout ¢ € C(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout z €]0, 1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L?.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale a 1 sur |0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(Jlu = 1|2 < ||v = 1|2 pour tout v € C) < ([ (1 — w)(u — v)dA > 0 pour tout v € C).

4. Soitu € C t.q. ||[u — 1||2 < ||v — 1]|2 pour tout v € C. On suppose que u, g € C1(]0, 1], R).

(a) Montrer que (ug)’(x) > —1 pour tout = €]0, 1].
(b) Soit z €]0, 1] t.q. u(x) < 1. Montrer que (ug)’(z) = —1.
(c) Montrer que u est solution du probléme suivant :
(ug)'(x) > —1, pour tout z €]0, 1],
u(z) < 1, pour tout z €]0, 1],
(1+ (ug)'(z))(u(x) — 1) = 0, pour tout z €]0, 1].

Exercice 6.29 (Approximation dans L.?) Corrigé 120 page 412

On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L? 'espace L% (R, B(R), \) et par £P 'espace
L (R, B(R), A). On note dt = d(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit T}, f de R dans R par :

Tif(x) = k /Q b, (6.47)

1

ol n(x) est 'entier de Z tel que % <z < %

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que Ty, f € L? (plus précisément, T}, f € L? et on confond alors, comme
d’habitude, T}, f avec {g € L2, g = Ti.f p.p-}) et que | Tk f|l2 < || f|l2, pour tout & € N*.

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et & support compact). Montrer que T} f — f dans L? quand
k — oo.

(I’entier n dépend donc de x).

3. Soit f € L2. Montrer que T}, f — f dans L? quand k — oo.

Exercice 6.30 (Projections orthogonales) Corrigé 121 page 413
Onpose H = L3(] — 1,+1[, B(] — 1,+1[), A). (On rappelle que B(] — 1, +1]) est la tribu borélienne de | — 1, 1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] — 1, +1[).) Soit F' = {f € H t.q. f]71 +1[f d\=0}.Soit G = {f € Htq.

fovo F dx= foo £ A}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F'-, G et
FNnaG.

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et Pg(g) de g sur F et G.

Exercice 6.31 (Projection orthogonale dans L2) Corrigé 122 page 414
On pose L? = LZ(R,B(R), \) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour «, 3 € R donnés, a < f3,
C={fel*a< f<Bpp}
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1. Montrer que C est vide si et seulement si o8 > 0.

2. On suppose maintenant que o3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2. Soit f € L?,
montrer que Pe f(x) = max{min{f(x), 8}, a} pour presque tout x € R. (P f désigne la projection de f sur
C.)

Exercice 6.32 Corrigé 123 page 415
Soit (E, T, m) un espace mesuré, et LP = LY (E, T, m).

1. On suppose ici qu” il existe Aet Be T't.q. ANB =0, et 0 < m(B) < 400, 0 < m(A) < 4+00. Montrer que
LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser I’identité du parallelogramme avec des fonctions
de LP bien choisies.]

2. Montrer que pour m = o (mesure de Dirac en 0), L (R, B(IR), m) est un Hilbert pour tout p € [1, 4+00].

Exercice 6.33 (Espace [2) Corrigé 124 page 416

On note m la mesure du dénombrement sur P(N), c’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A) = cosi 4
n’est pas fini.

On note I? = L (N, P(N), m).
1. Montrer que chaque élément de [? ne contient qu’un seul élément de I’espace £3 (N, P(N), m).

2. Montrer que 1’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [? donne :
(Q_anba)? <) _an ) by
neN neN neN

pour toutes suites (an )nen; (bn)nen C Ry t.q. >, yai <ooety b2 < oco.

3.Soit ¢ : N* — N*, bijective. Montrer que » . “"f);l) = 00. [On pourra commencer par montrer que
ZZ:1 ﬁ < Zzzl % pour tout n € N* puis utiliser I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Exercice 6.34 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec [2) Corrigé 125 page 417

Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,,, n € N} une base hilbertienne de H
(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour u € H, on définit a,, € [? (12 est défini a I’exercice 6.33) par a,(n) = (u/e,)n, pour tout n € N. (On
montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de [2.)

Montrer que I’application A : u +— a, (est linéaire et) est une isométrie de H dans [2, ¢’est-a-dire que ||ay||;z =
||| fr pour tout w € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € 2, il existe u € H t.q. a = a,).

Exercice 6.35 (Tribu et partition, suite et fin)

Cet exercice est la suite de ’exercice 3.37. Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et a une partition de 2 On note
7(a) la tribu engendrée par a (voir ’exercice 3.37). On suppose que la partition a est mesurable, ¢’est-a-dire que
ses atomes sont des éléments de .A (on a donc 7(a) C A).

Donner une base hilbertienne de L?(€2, 7(a), P) construite a partir des atomes de a.

En déduire I’expression de la projection orthogonale d’une variable aléatoire X appartenant a L2(2, A, P) sur le
sous espace L2(Q2, 7(a), P).

Exercice 6.36 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes)
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Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (X, ), cn une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que X, est de carré
intégrable pour tout n € N et que (X,,/ X, )2 = 0si n # m (On note L? 'espace L:(Q, A, p) et (-/-)2 le produit
scalaire dans L?). On suppose enfin que Y -, Var(X,,) < +oc.

1. Montrer qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) # 0.

2. Montrer que la série Y~ X, est convergente dans L2

Exercice 6.37 (Identités de Wald) Corrigé 126 page 418
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.rii.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose
Sy = X1+ ...+ Xy (Cest-a-dire que, pour w € Q, Sy (w) = Zg:(“l’) X (w)).
1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xy,..., X,,... sont indépendantes. Pour n € N*, on pose
A, = {w € Q, N(w) = n} (onnote, en général, A, = {N =n}), Y, =37 XpetZ, =3 |X,|.
(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y, sont des v.a.r. indépendantes et que 14, et Z,, sont des v.a.r. indépen-
dantes.

(b) On suppose que N et X sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer E(Sy) en fonction de
E(N) et E(X1). [On pourra remarquer que Sy = > - 14, Y, et [Sy| < D07 14, Z,.]
(c) On suppose que N et X; sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et calculer sa

variance en utilisant les variances de IV et X;.

2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xy,...,X,) pour tout n € N* (ot 0(X7y,...,X,,) est la tribu
engendrée par X1,...,X,)etque F(X;) =0.

(a) Montrer que 1,<xy et X, sont des v.a.r. indépendantes.

(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = >
tion 1(c), I’exercice 6.22.]

nen+ Lin<ny X, et utiliser, pour la ques-

N.B. : Le cas F(X;) # 0 peut aussi étre traité. Il se rameéne au cas E(X;) = 0 en considérant Y,, = X, —
E(X,).

6.5.3 Théoréme de Radon-Nikodym et Dualité dans .”

Exercice 6.38 (Fonctions absolument continues) Corrigé (partiel) 127 page 418
Soit —oo < a < b < 4-00. On admet les 2 résultats suivant :
— Toute fonction monotone définie sur [a, b], a valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de ]a, b].
— Soit f € Ly(Ja, b[, B(Ja,b[), X). Pour z € [a, b], on pose F(x) = [ f1j, ,d\. La fonction F' est alors dérivable
en presque tout point de |a,b[ etona F' = f p.p..
1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et & valeurs dans R.
(a) Montrer que f’ € L (]a, b[, B(Ja, b]), \) et que

[ tiasiir < 10) - s(@)
[On pourra poser f(z) = f(b) pour x > b, considérer f,(z) = n(f(z + 1) — f(z)) et remarquer que
fn — [ pp.sur]a,b[.]

(b) Donner un exemple pour lequel I'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue...)
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2. (Fonctions absolument continues.)

Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe § > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jay, bx[)1<k<n dont la somme des longueurs
est inférieure a6, onay ,_, |f(bx) — f(ar)| <e.

499

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.

(b) Montrer que 1’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a, b] (et & valeurs dans
R) est dite a variation bornée s’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = 29 < 1 < ... <
z, = b,onait Y ,_,|f(zx) — f(zk—1)| < C. Pour une fonction f a variation bornée, on peut définir, pour
a<x<b VF[f] par:

V] =sup{>_ |f(xx) = flar—1)|, a =m0 <21 < ... <Tp =, n € N*}.
k=1

On pose aussi V.*[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est & variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction z — V.*[f] est absolu-
ment continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de ]a, b]).

4. Soit f € Lg(Ja,b[,B(Ja,b[),A). Pour € [a,b], on pose F(z) = [ fl},4dA. Montrer que F' absolument
continue.

5. Soit F une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction sur
Renposant F'(z) = F(a)siz < aet F(z) = F(b) siz > b. Une version étendue du théoréme de Carathéodory
(cette version étendue est donnée par le théoréeme 2.5, pour ce résultat il suffit de F' continue croissante) donne
I’existence d’une (et une seule) mesure mp sur B(R) t.q. mp(]a, B]) = F(B) — F(«) pour tout o, 5 € R,
a<p.

(a) Montrer que my est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et I’absolue continuité
de F'.]

(b) Montrer qu’il existe g € Lg (R, B(R),\) t.q. F(8) — F(a) = [ glja dA, pour tout o, 3 € R, a < f3.
Montrer que g = F” p.p. sur |a, b].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
la,b], que F’ € Lk (Ja,b[, B(]a,b[), \) et que pour tout x € [a,b] on a

F(J,‘) - F(a) = /F/l]a’x[d/\.
Exercice 6.39 (Décomposition d’une mesure) Corrigé 129 page 423

Soit d > 1 et m une mesure sur les boréliens de R?. On suppose que m(R?) < +o0. On note B(R?) I’ensemble
des boréliens de R¢ et \; la mesure de Lebesgue sur B(R%). On pose

a = sup{m(C), C € B(R?) t.q. \a(C) = 0},
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1. Montrer qu’il existe C' € B(R?) t.q. A\g(C) = 0 et a« = m(C).
Soit C' € B(R?) t.q. \y(C) = 0 et a = m(C).
Pour A € B(R%), on pose v(A) = m(ANC) et u(A) = m(ANC°).
2. Montrer que / et v sont des mesures sur B(R?) et que v est étrangere 4 \g.

3. Montrer que x est absolument continue par rapport a Ay. En déduire qu’il existe une fonction f borélienne de
R? dans Ry t.q. m = fAg + 1.

Exercice 6.40 (Dualité L'-L>° par “Radon-Nikodym') Corrigé 128 page 422

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et T € (L% (E, T, m))’. On suppose que T est positive, ¢’est a dire que, pour
f € LL(E, T,m), f > 0p.p. implique T'(f) > 0.

1. Pour A € T, on pose p(A) = T(14). Montrer que u est bien définie et que i est une mesure finie sur 7.

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € My t.q. T(14) = f g1l adm pour tout
AeTl.

3. Montrer que g € L*(E, T, m) (plus précisément, il existe h € L (E,T,m) t.q. h = g p.p.). [On pourra
montrer que ||g||cc < ||7'||(z1) en choissisant bien A dans la formule trouvée a la question précédente.]

4. Montrer que T'(f) = [ gfdm pour tout f € Ly(E, T, m).

Exercice 6.41 (Dualité LP-L? pour p < 2) Corrigé 130 page 423

Soit (E, T, m) un espace mesuré c—finiet 1 < p < 2.Onpose g =p/(p—1) etonnote L" I'espace Ly (E, T, m)
(pour r = p,r = qetr =2).Soit T € (LP)'.

1. On considére d’abord le cas ot m(E) < +oo.

(a) Montrer que L? C LP et que I’injection canonique de L? dans LP est continue.

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T'(f) = [ fgdm pour tout f € L.

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a L4 [distinguer lescasp > letp = 1.
Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f,, = |g\(‘1_2) 91l{1g/<n}- Dans le cas p = 1, prendre
f=sgn(g)laon A={lg] > [T|[(rs)}]

(d) Si f € LP, montrer que fr, = flffj<n} € L. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = [ fgdm, pour
tout f € LP.

2. On considére maintenant le cas ot m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = U, enA,,, avec
An C Apy1etm(A,) < 4o00.Onnote T, ={A €T, AC A}, my, = m, et L"(my) = Ly(An, Tn,mp)
(r =pouq).

(a) Soit n € N. Pour f € LP(my), on pose T, (f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (A,)".
Montrer que T;, € (LP(my,))’ et qu’il existe g, € LY(my,) t.q. :

To(f) = / Fgudimn, Vf € LP(my).

On utilise (g, )nen dans les questions suivantes.

(b) Montrer que si m > n, g, = Gm p-p- Sur A,,.

(c) On définit g : £ — R par g = g,, sur A,,.
i. Montrer que g € LI(FE). (Distinguer les cas ¢ < +00 et ¢ = +00.)
ii. Montrer que T(f) = [ fgdm, pour tout f € L?.
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Exercice 6.42 (Dualité LP? — L9)
Lorsque p < 2, on propose d’étudier la démonstration suivante de la dualité L? — L9 : soit T' € (LP)’;

1. On considére d’abord le cas ot m(E) < +00:

(a) Montrer que L? C LP et que I’injection canonique de L? dans LP est continue.
(b) En déduire que il existe g € L? t.q. T(f) = /fgdm, vV fe L

(c) Montrer que g € L? (distinguer les cas p > 1 et p = 1. Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions
fa=19"""2 gl )4 <n}. Dans le cas p = 1, prendre f = sgn(g)1a ot A = {|g| > ||T (1 }-
(d) Si f € LP, montrer que f, = fl{fj<n} € L?. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = /fgdm, vV fe
LP.
2. On considére maintenant le cas oit m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = U, enAy,, avec
An C Aptq etm(A4,) < +oo.

(a) A n fixé, définir a partir de T" une application linéaire continue sur L”(A,, ), notée T,, t.q. il existe g,, € LI(A,,)
vérifiant

T.(f) :/A fgdm, pour tout f € LP(A,).

(b) Montrer que si m > n, g, = gm pp Sur A,.
(c) On définit g : £ — R par g = g, sur A,.
(i) Montrer que g € L(E). (Distinguer les cas ¢ < +00 et ¢ = +00.)

(ii) Montrer que T'(f) = /fgdm, v felLP.

Exercice 6.43 (Démonstration du théoréme de dualité LP — L9)
Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini : il existe une famille dénombrable (A,,),cy d’ensembles A,, qu’on peut

prendre disjoints deux a deux tels que m(A,) < +ooet E = U A,,. Soient p € [1, o0 et T une forme linéaire
neN
continue sur LY (E, T, m) = LP.

Partie 1. (Rappel du cours.) On considére d’abord le cas p = 2, montrer qu’il existe un unique g € L? t.q.

T(f):/fgdm, vV felL’

Partie 2. On s’intéresse maintenant au cas p € [1, 2]

. . . N 2 .
1. Soit 7, une fonction mesurable de E' dans R. Montrer que si ¢» € L", ou r = 5 , alors, pour toute fonction

f de L?, 1a fonction fi est dans LP.

Montrer qu’il existe une fonction ¢ € L de la forme : ¢ = Z oanla, , an > 0.
neN
Dans toute la suite, v désignera une fonction particuliere de la forme précédente.

2. Déduire des questions précédentes 1’existence d’une unique fonction G € L? t.q., pour toute fonction f de L?

t.q. i €L? onaT(f) = /f%dm.
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1 1
3. Soient p €]1, 2], et g tel que — + — = 1; on définit les fonctions f,,, de E dans R, par :
p q

fn = |g|(q gl{‘g‘<n}13" olg=— et B, U A (6.48)
(a) Montrer que : Vn € N, {Z e L2

G
(b) En déduire que g = E € L. [1l est fortement conseillé d’utiliser la continuité de T de LP dans R.]

4. Soientp = let f € L'. On définit : f,, =sgn(g)lalp, ou A = {[g] > ||T||(r) }.

(a) Montrer que : Vn € N, f—” e L%
(0
G
(b) En déduire que m(AN B,) =0,Vn € N,etque g (= —) € L.

(4

5. Soient p € [1,2[et f € LP, on définit f,, = f1{|¢<n}1p,. Montrer que J;) € L? et que f, tend vers f dans

LP. En déduire que il existe g € L1 t.q. T(f) = /fgdm7 v felLP.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au cas p > 2, et on suppose ici que 7' > 0, i.e. T'(f) > 0 pour toute fonction
f > 0p.p. Soit g tel que ;1) + 2 =1
1. On suppose dans cette question que la forme linéaire T est, de plus, continue pour la norme ||.|| 1.

(a) Montrer qu’il existe g € L t.q. T(f) = /fgdm pour toute fonction f € L' N LP.

(b) Montrer que g € L9. [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 3 de la partie 2].

(c) En déduire qu’il existe g € LI t.q. T(f) = /fgdm pour toute fonction f € LP et que ||g||za = ||T||(zry-
[On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 5 de la partie 2].

2. On suppose ici qu’il existe une suite (7}, ),cn de formes linéaires sur L? vérifiant les quatre propriétés suivantes :

VFeLrf=0, 0<Tu(f) < T(f) (6.49)
Vfelr f>0, To(f) <Thia(f) (6.50)
vV felf;f>0, <n/fdm (6.51)
V felLP;f>0, T,(f)converge vers T'(f) lorsque n tend vers + oo. (6.52)

(a) Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € L2 tel que T,,(f) = / gn fdm, pour tout f € LP. Montrer que

gnllze < T ll(Ley
(b) Montrer que, pour toutn € N, 0 < g, < np.p.et gy < gnt1 p-p--

(c) Montrer qu’il existe g € LY t.q. T(f) = / g fdm, pour toute fonction f € LP.
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3. Soit T;, 'application de LP dans R définie par :

Sifelreszo, L= it (T(:)+n [(f - )m)

si f € LP estquelconque, T,,(f) = Tn(f1) — T (f7)

Montrer que T, vérifie les propriétés (1) a (4).
4. Montrer que T, est linéaire .

5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positive 7" sur LP, il existe une fonction g de L7 t.q. T(f) =

[ foam

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continue 7" sur LP, il existe une fonction g de L9 t.q. T'(f) = / fgdm.

[Décomposer T en une partie positive et une partie négative].

6.5.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

Exercice 6.44 Corrigé 131 page 427
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)neny C L? = L?(E,T,m) et f € L? t.q. la suite (f,)nen tende faible-
ment vers f dans L?, ¢’est-a-dire : [ f,,odm — [ fodm pour toute fonction ¢ € L?.

1. Montrer que || f|l2 < liminf, oo || fr]|2-

2. On suppose de plus que || f,|l2 — ||f]|2 lorsque n — -+oc. Montrer que la suite (f,,)nen tend vers f dans L2,
Exercice 6.45 (Convergence faible) Corrigé 132 page 428

Soit (E, T, m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < 0o, on note L" I’espace Li(E,T,m).Soit1 < p < ocoet
q=p/(p—1). Soit (fn)nen C LP et f € LP.

1. Montrer que f,, — f faiblement dans LP quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si
/fngdm — /fgdm, Vg € L. (6.53)

2. Montrer que || f|, < liminf,,_, o || fnllp si frn — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser (6.53) avec un
choix convenable de g.]

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :
m(E) < oo, fn— fp.p., ICLq. ||fnllp <C,VneN. (6.54)

3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N € Netg € L9t.q. g = 0 p.p. sur ES, avec Exy = Ny>ny{z € E; |fn(z) — f(z)| < 1}. Montrer que
J fngdm — [ fgdm, quand n — oco.

(b) Montrer que f,, — f faiblement dans L?. [Pour g € L9, introduire gy = glg, .]

(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A) pour lequel f,, 4 f dans LP.

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f||; < liminf, . ||f»|/1. Donner un exemple avec
(E, T,m) = (]0,1[, B(]0, 1]), ) pour lequel f,, /4 f faiblement dans L*, quand n — oco.
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5. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f,, — f dans L", quand
n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser le théoreme de Vitali pour la suite (g, )nen avec g, = | frn — f|".]

6. Pour cette question, on retire dans (6.54) I’hypothése m(FE) < oo et on suppose que p > 1. Montrer que f,, — f
faiblement dans LP.

7. Dans cette question, on conserve 1’hypothese (6.54) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f
appartient nécessairement a L”.

8. On prend maintenant (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) et on définit f,, pour n € N par f,, = 1 p.p. sur
12k/n, (2k+1)/n[pourk € N, (2k+1)/n < let f,, = =1 p.p. sur |2k — 1/n, 2k /n[ pour k € N*, 2k/n < 1.
Montrer que f,, — 0 faiblement dans LP, pour tout 1 < p < oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.]

Exercice 6.46 Soit (f,,)nen la suite de fonctions de |0, 1 dans R définie par f,,(x) = (n — n?x)™. On note \ la
mesure de Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de ]0, 1[, et LP = L (]0,1[, B(R), \) pour p € [1, +o0].

1. Montrer que la suite (f,,),en est bornée dans L!.

2. Montrer que la suite ( f,,),en n’est pas bornée dans LP pour p > 1.

3. Y-a-t’il convergence simple, convergence p.p., convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans
L? (p € [1,+00]) de la suite (f,,)nen (justifier vos réponses...) ?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ € C([0,1],R), on a [ f,ipd\ — ¢(0). En déduire que la suite (f,)nen
ne converge pas faiblement dans L' (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une mesure de densité, cf
exercice 5.2).

Exercice 6.47 Soient (E, T, m) un espace mesuré t.q. m(E) < +00, et (f,)nen une suite de L? = L2(E, T, m)
tq.:
(i) la suite (|| fr||2)nen est bornée,

(i) fr, — f/fngdm — /fgdm quand n — +o0.
1. Montrer que f € L? et || fll2 < sup || fo[|o-
n>1

2. Soite > 0, on note B,, = {z € E;|f(x) — fn(x)| > €}. Montrer que m(B,,) — 0 lorsque n — +o0. [On

pourra introduire A, = U B,, et montrer que m(A,) — 0 quand p — +00.]
n>p

3. Montrer que f, — f dans L' quand n — +o0.
[On pourra écrire [ |fn — fldm = [, oo |fo = fldm+ [, _po [fo = fldm.]

4. Montrer, en donnant un exemple, que f,, peut ne pas converger dans L2, quand n — +00.

5. Montrer que, pour tout g € L% ona:

/fng dm — /fg dm quand n — +o00 (6.55)

(on dit que f,, — f “faiblement" dans L2). [Décomposer / (f = fn)gdm de maniére semblable a la question
3]

Exercice 6.48 Soient (E, T, m) un espace mesuré t.q. m(F) < +ooetp € [1,400]. Pour r € [1, +00], on note
L™ = Ly (E,T,m) et ||.||, la norme usuelle sur L". Soit (f,,)nen C LP, t.q.
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(i) la suite (|| fr|lp)nen est bornée,
(i1) fr, — f pp quand n — +o0.
1. Montrer que f € LP et || f|, < sup || fullp-
n>1

2. On suppose (dans cette question seulement) que p > 1. Soit r € [1, p[, montrer que f,, — f dans L" quand
n — +00.

3. Soit ¢ le conjugué de p (i.e. tel que - + - = 1), montrer que, pour tout g € L% ona:

/fngdm%/fgquuandn%—i—oo.

Peut-on dire que f,, — f “faiblement" dans L? ?

Exercice 6.49 (Convergence forte contre convergence faible)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour r € [1,+00], on note L" I’espace Ly (E, T, m).

Soit p € [1, 00[ et ¢ I’exposant conjugué de p. Soit (ty)neny C LP, u € LP, (Vp)neny C L etwv € LY.

1. On suppose que u,, — u faiblement dans L? et v,, — v dans L9, quand n — oco. Montrer que u,v, — uv
faiblement dans L1, quand n — oo.

2. On suppose que p = 1, u,, — u faiblement dans L', v,, — v p.p., quand n — oo, et qu’il existe C' € R t.q.,
pour tout n € N, v,, < C p.p.. Montrer que u,,v,, — uv faiblement dans L', quand n — co.

Exercice 6.50 (Convergence faible et non linéarité) Corrigé 133 page 431
On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1[, par LP I'espace L5 (]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Iespace L£(]0,1[, B(]0,1[), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,)nen C L et u,v € L'. On suppose que u, — u faiblement dans L1,
quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,) — T(u) pour toute application 7" linéaire continue de L' dans R) et
que u,, — v faiblement dans L.

(a) Montrer que [(u — v)¢dA = 0, pour tout ¢ € L.
(b) Montrer que v = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans I’égalité précécente.]
2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )nen C L et v € L. On suppose qu’il existe C' > 0
t.q. ||vn |l < C pour tout n € N et que v, — v p.p., quand n — oo.
(a) Montrer que v,, — v dans L?, quand n — oo, pour tout 1 < p < oo.
(b) Donner un exemple pour lequel v,, /4 v dans L.
(¢) Soit (up,)nen C L etu € L*. On suppose que ||ty ||o < C pour tout n € N et que u,, — u faiblement dans
L', quand n — oo. Montrer que [ u,v,d\ = [uvd), quand n — oo. [Ecrire v, = v + (v, — v).]
On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R, R).
3. Soit u € L. Montrer que p o u € L=,
4. Soitu € L™ etv,w € u. Montrer que {h € L®;h=povpp.}t={h€L®;h=powpp.}.

Grace aux 2 questions précédentes, pour v € L°°, on pose, siv € u :
p(u) ={h € L2;h=powvp.p.},de sorte que p(u) € L.

On se donne maintenant (uy, )neny C L°°. On suppose qu’il existe C' > 0 t.q. [[un|lcc < C pour tout n € N et
quilexisteu € Ltet f :]0,1[— Rtq.:
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— u,, — u faiblement dans L', quand n — oo,
- ¢(un) = f p.p., quand n — oo.
Le but de I’exercice est de comparer f et o(u).
5. Montrer que | [ ulad\| < CA(A) pour tout A € B(]0,1[). Montrer que u € L> que |Jul|o < C.

6. On suppose, dans cette question, que ¢ est affine (c’est-a-dire qu’il existe «, 8 € R t.q. p(s) = as + S pour
tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

7. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L* t.q. u, — v p.p. quand
n — oo. En déduire que v = u et f = p(u) p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ( est croissante.

(a) Soit v € L. Montrer que [(f — ¢(v))(u — v)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]
(b) Soit w € L. Montrer que [(f — ¢(u))wdA < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u + (1/n)w.]
(c) Montrer que f = ©(u) p.p..
9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k +1)/2n[pour k € {0,...,n— 1}, etu,, = —1 p.p.
sur |2k — 1/2n,2k/2n[ pour k € {1,... ,n}.
(a) Montrer que [ u,¢d\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0, 1], R).

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oco. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, /4 0 dans L', quand n — oco.

(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel p(u,,) — f p.p. et f # ©(0) p.p.. (et donc ¢ n’est
pas croissante et n’est pas injective).

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R, R) croissante pour lequel ©(u,,) — f p.p. (et donc f = ©(0) p.p.,
par la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

Exercice 6.51 (Convergences faible et forte dans L') Corrigé 134 page 436

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L? I'espace L% (X, T, m). Soit (fn)nen C L',
f € L' et C € R. On suppose que

— fn — [ faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,gdm — [ fgdm pour tout g € L*).

— Pourtoutn € N, f,, > C p.p..

—_

. Montrer que f > C p.p..

[\

. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L! (c’est-a-dire lim,, o || fn. — f]l1 = 0).

Exercice 6.52 (Convergence étroite de mesures) Corrigé 135 page 436

Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur 5(R) (on rappelle que “m,, finie" signifie que “m,, (R) < co") et m
une mesure finie sur B(R). On rappelle que C,(R,R) C L1 (R, B(R), m,,), pour tout n € N, et que Cp(R,R) C
Li (R, B(R), m).

On suppose que :

/gdmn — /gdm7 pour tout g € Cp(R, R).

Soit f € C(R,RR). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € Li(R, B(R), m,) pour tout
ncN.

1. On pose @ = sup,,c My (R). Montrer que a < 0o.
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2. On suppose, dans cette question, que :

8= sup/|f|2dmn < 00.

neN

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < (z) < 1 pour tout z € R. Montrer
qu’il existe C' € R, ne dépendant que de « et 5 (définis ci dessus), t.q. :

[11pim < c.

(b) Montrer que f € L} (R, B(R), m)
(c) Montrer que /fdmn — /fdm, quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup/ |f|?dm, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (m,,),en, m et f) que ’on peut avoir f & L (R, B(R), m).

Exercice 6.53 (Convergence faible et convexité) Corrigé 136 page 439

Dans cet exercice (E, T, m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o —finie.. Pour tout 1 < r <
oo, onnote L” I'espace L" (E, T, m) (et L™ I'espace L7 (E, T, m)). Soit 1 < p < 00, (un)nen une suite bornée de
LP etu € LP t.q. u, — u faiblement dans LP quand n — oo (on rappelle que ceci signifie T'(u,,) — T'(u), quand
n — oo, pour tout 7" dans (LP)’, ¢’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1.Onposer =p/(p—1)sip > letr = oo, si p= 1. Montrer que, pour toutv € L" :

/unvdm — /uvdm.

Soit ¢ € C1(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent a dire que o’ est strictement
croissante).

2. Soit a € R. Pour z € R, on pose hq(z) = p(z) — ¢(a) — ¢'(a)(x — a).
(a) Montrer que hq(x) > 0siz # a.
(b) Montrer que h, est décroissante sur | — co, a[ et croissante sur |a, co(.

Soit 1 < ¢ < oo. On suppose maintenant que la suite (¢(uy))nen est bornée dans L9 et qu’elle converge
faiblement dans L9, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) @ € L9.

Précision de notation : On choisit un représentant pour w,,. On désigne alors par ¢ (uy,) la fonction (de E dans
R) 2 — @(un(z)). Cette fonction est supposée étre dans L7 et on I’identifie, comme d’habitude, avec I’élément
de L7 qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [p(un) — p(u) — ¢’ (u)(uy, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour u. On désigne alors par p(u) et
¢’ (u) les fonctions x — @(u(x)) et x — ¢ (u(x)).
3.Soitk € R et B € T't.q. m(B) < c0. Onpose Aj, = {|u| < k} (c’est-a-dire A, = {x € E t.q. |u(x)| < k}.

Montrer que / fala,1pdm — /(@ — ¢(u))1a,1pdm, quand n — oco.
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4. Montrer $ > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

On suppose maintenant que @ = ¢(u) p.p..

5.80it B € T tq. m(B) < oo, k € RY et Ay = {|u|] < k}. Montrer que (fy)nen admet une sous suite
convergeant p.p. vers 0 sur A N B.

6. (Question plus difficile.) Montrer que ( f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le
fait que la mesure m est o —finie et un “procédé diagonal".]

7.S0it z € E tq. fu(r) — 0, montrer que u,(z) — u(x). [Soit b € R, limite d’une sous suite de la suite
(tn(7))nen. Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]

8. Montrer que (uy, ),ecn admet une sous suite convergeant p.p. Vers u.

9. On suppose ici que p > 1. Montrer que u,, 15 — ulp dans L" pour toutr € [1, p[ettout B € T't.q. m(B) < co.
[Utiliser I’exercice 6.18.]

10. En prenant (E,T,m) = (R,B(R),\) et p(s) = s, donner un exemple pour lequel u,, # u p.p. sur E

(toutefois, d’apres la question 8, (u,,),cn admet une sous suite convergeant p.p. vers w).

Exercice 6.54 (Produit de convergences faibles) Corrigé 137 page 442
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L? I’espace LL(E, T, m). Soit o, 3 > 0. Pour
a € R, on définit 1, de R, dans R par ), (t) = (t* — a®)(t? — d?).

1. Soit a € R ;. Montrer que 9,(t) > 0 pour toutt € R, ¢t # a.

Soit (f)nen une suite de fonctions positives appartenant & L et I, g, lo4+3 € L°°. On suppose que la suite
(fn)nen est bornée dans L™ et que f; — [, %-faiblement dans L>°, quand n — oo, pour v = «, v = [ et
y=a+p.
On rappelle que f;] — [, *-faiblement dans L signifie que [ fpdm — [l pdm, quand n — oo, pour tout
o€ L.

. Soit p € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ l,ipdm > 0.

. Montrer que [/, > 0 p.p..

1

. Montrer que [+ > lolg p.p.. [On pourra utiliser ¢, (t) > 0 avec t = f,,(z) et a = (Io(z))=.]

[ SRS S

1
. On suppose maintenant que [+ 5 = lolg p.p.. Onpose f =15 et g, = (f& — f)(f7 — fP).
(a) Montrer que g, — 0 dans L', quand n — oo.

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. g,(») — 0 p.p., quand n — oo. Montrer que
fom) — f p.p., quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer que f,, — f dans L9, quand n — oo, pour tout g € [1, 00].

Exercice 6.55 (Produit de convergences faibles (2)) Corrigé 138 page 443

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +00). On note L? I’espace L3 (X, T, m). Soit (up)nen
et (v )nen deux suites bornées de L? et u,v € L2 On suppose que les suites (uy)nen €t (Un)nen convergent
faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dmet lim vpwdm = /vw dm pour tout w € L?.

n—oo n—oo
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1. On suppose, dans cette question seulement, que v, = u, p.p., pour tout n € N (et donc v = v p.p.). Montrer
que u,, — u dans L? (quand n — 0o) si et seulement si [ uZdm — [u?dm (quand n — oo).

On suppose pour toute la suite de I’exercice que f Up Uy dm — f uv dm (quand n — oo) et qu’il existe une
fonction ¢ de R dans R t.q.

— ¢ continue et il existe C' € R t.q. ¢(s) < C + C|s| pour tout s € R.

- vy, = ¢(uy) p.p., pour tout n € N.

2. Soit w € L?, montrer que, quand n — 0o,
/(go(un) — o(w))(u, —w)dm — /(v — o(w))(u —w) dm. (6.56)

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L? ett € R. Montrer que

/(v — @(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (6.56).] En déduire que [(v — ¢(u))w dm = 0.
(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..
4. On suppose que  strictement croissante. Pour n € N, on pose G, = (¢(un,) — ¢(u))(upn, — u).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — oo (utiliser (6.56)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, ),en, notée (G¢(n))neN (avec 1 strictement croissante de
Ndans N) t.q. Gy(n) — 0 p.p.. En déduire que w,;(,,y — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ¢).

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2].

Exercice 6.56 (Convergence faible contre convergence forte)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On suppose que m est o-finie. Pour r € [1, 0o], on note L" I’espace Ly (E, T, m)
(et L" est muni de sa norme usuelle). Soit p, ¢ € [1, o] t.q. 1% + é = 1. Soit (f,,)nen une suite bornée de LP et
(¢ )nen une suite bornée de LY.

1. On suppose ici que p € [1,00] (et donc g €]1,0]), v, — @ dans L9, quand n — oo, et f,, — f faiblement
dans LP, quand n — oo (c’est-a-dire que T'(f,,) — T'(f) pour toute application linéaire continue 7" de L? dans
R).

(a) Montrer que [ fnipdm — [ fipdm, pour tout ¢ € L9.
(b) Montrer que [ frondm — [ fedm.

2. On suppose ici que p = oo (etdonc g = 1), ,, — ¢ dans L', quand n — oo, et f,, — f x—faiblement dans L>°,
quand n — oo (¢’est-a-dire que [ fn1pdm — [ fipdm pour touttp € L'). Montrer que [ frondm — [ fodm.

On suppose pour la suite de I’exercice que p = 1 (et donc ¢ = co0) et m(E) < oo.

3. Montrer que ¢,, — ¢ dans L°°, quand n — oo, implique :
(D) ¢n — @ p.p- quand n — oc.

4. Montrer, en prenant (par exemple) (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) que (p1) n’implique pas ¢, — ¢ dans
L quand n — oo. [1l faut donc trouver une suite (¢, )nen bornée de L et p € L™ t.q. ¢, — ¢ p.p., quand
n — 00, et ||¢n — ¢lloo 7 0, quand n — 00.]

On suppose maintenant que la suite (¢, )nen Vérifie (pl) et que :
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(p2) fn — f faiblement dans L', quand n — oo,

5. Montrer que ¢ € L™ (au sens “il existe € L*(E, T, m) t.q. ¢ = @ p.p."). [On rappelle que la suite (¢, )nen
est, par hypothese, bornée dans L>°.]

6. On admet que (p2) implique I’équi-intégrabilité de la suite (f,,)nen, ¢’ est-a-dire :
Ve>0,30>0tq. AeT, m(A) <4, nEN:>/ | frldm < e.
A

Montrer que [ fnondm — [ fiodm. [On pourra utiliser le théoréme d”Egorov.]

Exercice 6.57 (Théoréme de Dunford-Pettis)

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (f,,)nen une suite bornée de Ly (E, T, m). On suppose que la suite
(fn)nen est équi-intégrable. Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (f,,)nen admet une sous suite
faiblement convergente dans L} (E, T, m).

Exercice 6.58 (Conv. étroite et mesures des intervalles) Corrigé 139 page 443

Soit (my,)nen une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur B(R). On suppose que m,, — m étroitement,
quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({x}) = 0 pour tout € R). Soit I un intervalle de R,
montrer que m,, (I) — m(I) quand n — oo. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre
fausse si m n’est pas diffuse.

Exercice 6.59 (Convergence en loi et fonctions de répartition)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X, ),cn une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On note m,, la loi de X,, (pour
tout n € N) et m laloide X.

1. Soit A une partie dense dans R. On suppose, dans cette question, que P({X,, < a}) — P({X < a}), quand
n — oo, pour tout a € A.

(a) Montrer que my,(]a, b)) — m(]a, b]), quand n — oo, pour tout a,b € A, a < b.
(b) Soitp € N*, avq,..., 0 € Retay,...,a, € Atq.ag < ...<ap Soiteo=>3"_, a;ljq,_, a,)- Montrer que

/godmn — / pdm, quand n — oo.
R R

(c) Soit p € C.(R,R). Montrer que fR pdmy, — fR pdm.
(d) Déduire de la question précédente que X,, — X en loi, quand n — oo.
2. On suppose, dans cette question, que X,, — X enloi, quand n — co. Pour a € R on pose F'(a) = P({X < a})
(c’est donc la fonction de répartition de X). On note A I’ensemble des points de continuité de F'.
(a) Montrer que A est dense dans R.

(b) En partant de la définition de convergence en loi (c’est-a-dire E(p(X,)) — FE(¢(X)) pour tout ¢ €
Cp(R,R)), montrer que P({X,, < a}) = P({X < a}) pour tout a € A.

(c) Donner un exemple pour lequel, pour tout a € N, P({X,, < a}) A P({X < a}), quand n — oo (alors que
I’on a toujours X,, — X en loi, quand n — o0).

Exercice 6.60 (Convergence en loi) Corrigé 140 page 444
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Montrer que —X est une v.a. de méme loi que X.
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2. Donner un exemple de suite (X, ),en de vaa. t.q. :
(a) (Xn)nen converge en loi vers X,
(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.
3. Donner un exemple de trois v.a. X, Y, Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que X Z et Y Z aient la méme

loi.

Exercice 6.61 (Conv. en loi + conv. en probabilité) Corrigé 141 page 445
Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de v.a. réelles t.q. :

X, — X enloi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — oo.

Montrer que
X, +Y, — X enloi, quand n — oo.
[On pourra utiliser la convergence vague.]
Exercice 6.62 (Conv. en loi versus conv. en probabilité) Corrigé 142 page 446
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X,,),cn une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité¢, quand n — oo. Montrer que :
X, — X enloi, quand n — co.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Px, vers Px.]

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — oo. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — oo.
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Chapitre 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 1, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R (notée B(R)), ce qui nous a
permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie (borélienne) de R. On peut se poser la question de savoir s’il
existe une mesure sur une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de surface (et une mesure sur une tribu
convenable de R? qui exprimerait la notion de volume. ..).

La question est donc : existe-t-il une mesure Ay sur une tribu de R? contenant B(R) x B(R), vérifiant :
Ao(A x B) = NA)N(B), YA, B € B(R) ? (7.1)

La tribu T, sur laquelle on veut définir A, doit donc contenir 5(R) x B(R). On remarque tout d’abord que
B(R) x B(R) = {A x B, A € B(R), B € B(R)} n’est pas une tribu. En effet, B(R) x B(R) n’est pas stable par
passage au complémentaire ni par union (par contre, B(R) x B(R) est stable par intersection dénombrable). On
définit alors T> comme la tribu engendrée par B(R) x B(R), qu’on note B(R) @ B(R).

On cherche alors une mesure Ay : Ty — Ry t.q. A\2(A x B) = A(A)\(B) pour tout A, B € B(R). On peut montrer
I’existence et 1’unicité de la mesure Ao (voir le théoréme 7.1). On peut aussi montrer que la tribu 75 est la tribu
borélienne sur R2, ¢’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de R? (voir la proposition 7.1).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concerne 1’intégration des fonctions a plusieurs variables.
Considérons par exemple une fonction f définie de R? dans R. Sous quelles hypothéses (faciles a vérifier. . .)

pestron fermre” /(/f(m,y)dy)dmz / (/f(x,y)dx)dy ? (7.2)

Une réponse a cette question est apportée par le théoréme de Fubini, que nous verrons dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par exemple, pour démontrer des
théoremes de densité. Mais la convolution est un notion utile pour beaucoup d’autres raisons (elle est utile, par
exemple, en théorie du signal).
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7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu’un espace mesuré (E, T, m) est o-fini (on dit aussi que m est o-finie) si il existe une famille
(Ap)neny C T t.q. E = UpenAn, et m(A,) < +oo, pour tout n € N. L’espace mesuré (R, B(R), \) est o-fini
(prendre, par exemple, A,, = [—n, n]). Il existe, par contre, des mesures non finies. L’exemple le plus simple sur
(R, B(R)) consiste a prendre m(A) = oo pour tout A € B(R), A # (). Un exemple plus intéressant (intervenant
pour certains problemes) consiste a se donner un borélien non vide B de R (B peut étre, par exemple, réduit a un
point) et & définir mp par mp(A) =cosi A€ B(R) et ANB # Qetmp(A) =0si A€ B(R)et AN B = ).

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient (E1,T1) et (E2,T5) des espaces mesurables. On pose E = E; X Es. On
appelle tribu produit la tribu sur E engendrée par Ty x Ty = {A; X Ao, A1 € Ty, As € Ty }. Cette tribu produit
est notée T1 ® Ts.

Un exemple fondamental est (E1,T7) = (E2,T>2) = (R, B(R)). On va montrer que, dans ce cas, B(R) ® B(R) =
B(R?).

Proposition 7.1 (Tribu B(R"))
Pour tout N > 2, ona B(RN~!) ® B(R) = B(RM).

DEMONSTRATION : La démonstration est faite pour N = 2 dans I’exercice 2.6 (corrigé 14). Elle s’adapte facile-
ment pour traiter aussi le cas NV > 2 (exercice 7.1). [

Théoréme 7.1 (Mesure produit)
Soient (E1,T1,mq) et (Ea, To, mo) deux espaces mesurés o-finis, E = E1 X Ey et T =Ty @ Ts. Alors, il existe
une et une seule mesure m sur I’ vérifiant :

m(A1 X AQ) = ml(Al)mg(A2)7 (73)

pour tout Ay € Ty et Ay € Ty t.q. m1 (A1) < 0o et m(Ay) < 0o. Cette mesure est notée m = my @ ms. De plus,
m est o-finie.

DEMONSTRATION :

Existence de m. On va construire une mesure m sur 1" vérifiant (7.3).

Soit A € T'. On va montrer, a I’étape 1, que, pour tout 1 € Ej,ona la(zy,-) € M4 (Es,T»). On pourra donc
poser fa(z1) = [ 14(z1,-)dma, pour tout 1 € Ey. Lapplication f4 sera donc une application de E; dans R,.
On va montrer, a I’étape 2, que f4 € M (E1,Ty). On posera alors m(A) = [ fadm. Enfin, il restera a I’étape
3 a montrer que m est bien une mesure vérifiant (7.3) et que m est o-finie.

Etape 1. Pour A € P(E) et 1 € Ej, on note S(z1,A4) = {x2 € Ea; (z1,22) € A} C E,, de sorte que
La(z1,-) = 1g(ay,4)-
Soitz1 € E1.Onpose © = {A € P(E); S(z1,A) € To}.
On remarque tout d’abord que © D Tj x T5. En effet, si A = A; x Ay avec A3 € Ty et Ay € Ty, 0on a
S(xl,A) =AyeTosiz; € Aj et S(ﬂ?l,A) =0e T5 sixq € A
On remarque ensuite que © est une tribu. En effet :
- ) € OcarS(z1,0) =0 € T,
— O est stable par passage au complémentaire. En effet :
S(x1,A%) = (S(x1, A))° (c’est-a-dire S(z1, E\ A) = E5 \ S(x1,A)). On adonc S(x1, A°) € To si A € O,
ce qui prouve que A° € ©.
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— O est stable par union dénombrable. Il suffit de remarquer que :

S(Il, UneNA(n)) = UneNS(.’L‘l,A(”)) € Ty si (A(”))neN C 6.
O est donc une tribu contenant T} x T5, ceci prouve que © contient 73 @ T» = T. On a donc S(x1, A) € T pour
tout A € T.

Pour tout A € T, on peut donc définir une application f4 de E; dans R, en posant, pour z; € F,
fA(xl) = mg(S(scl, A)) = /IS(ml,A)dm2 = /1_,4(.’[71, )dm2 S @J’,. (74)

Etape 2. Dans cette étape, on démontre que f4 € M, (F1,T) pour tout A € T. Cette étape est plus difficile que
la précédente.

Onnote X ={A€T; fa € My(Ey,T1)} et on vamontrer que X D T et donc que ¥ =T
On suppose d’abord que ms est finie.

11 est facile de voir que X contient 77 x To. En effet, si A = A; x Ay avec A; € Ty et A; € T, on a alors
fA = mQ(AQ)].Al € 5+(E17T1) C M+(E1,T1).

On note maintenant .4 I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de 77 x T (A s’appelle 1’algebre
engendrée par T} x T5, voir I’exercice 7.2). Si A € A, il existe donc (A(”))pzl,__m CTyxThtq AP NAD =
sip # qetA = U;}:lA(”). On a alors fa(z1) = ma(S(z1,4)) = >, ma(S(21, AP)) = > o1 faw €
M (B, Ty) car AP) € Ty x T, C ¥.Onadonc A C X.

On montre maintenant que X est une classe monotone, c’est-a-dire que :

(AM), ey € 2, AM € AT Wy € N = Upend™ € 3 (7.5)

et
(A™) ey € 2, A 5 A Dy e N = n,end™ e 3. (7.6)

Pour montrer (7.5), soit (A("))neN Cc Xtq. A Alnt1) pour tout 7 € N. On pose A = UnenA. Soit z; €
Ey.Onaalors (S(z1, A™)),en C T (par Pétape 1, car ¥ C T), S(xq, A™) C S(xy, A"+ pour tout n € N
et S(x1,UpenA™) = UpenS(z1, A™). On en déduit, par continuité croissante de my, que may(S(z1, A)) =
sup,,en ma2(S(z1, AM)) et donc que f4 = sup,,cy faem - Ce qui prouve que fa € My (Fy,Th) car fam €
M (E;,Ty) pour tout n € N. Onadonc A = U,cnyA™ € 3.

La démonstration de (7.6) est similaire, il faut utiliser la continuité décroissante de mso au lieu de la continuité
croissante. C’est pour utiliser la continuité décroissante de mo qu’on a besoin de my finie.

On a ainsi montré que X est une classe monotone contenant I’algebre 4. On peut en déduire, cela fait ’objet de
I’exercice 2.13 (corrigé 18), que 3 contient la tribu engendrée par A et donc aussi la tribu engendrée par T} x T5
(car Ty x Ty C A), c’est-a-dire que X contient 7" = T} ® T5. On a bien montré, finalement, que > = 7.

Il reste maintenant a montrer que > = T" sans ’hypotheése my finie. Comme my est o-finie, on peut construire une
suite (Fy)nen C To t.q. Fyy C Frp1 et mo(F,) < oo pour tout n € N. Pour n € N, on définit alors la mesure
mé") par mé") (A3) = ma(ANF,) pour tout Ay € T. La mesure mé") est finie, 1’étape 1 et la premiére partie de

1’étape 2 donne donc que, pour tout A € T, fln) € My (E1,Ty) ot j{” est définie par 7.4 avec mé”) au lieu de

my (Cest-a-dire £ (21) = m$" (S(z1, A)) pour tout ; € ). On conclut alors en remarquant que f{” 1 fa

quand n — oo, ce qui donne que f4 € My (E1,Ty).

On a donc montré que f4 € M, (E;,T;) pour tout A € T. Ceci nous permet de définir m : T — R par:

m(A) = /fAdml, pour tout A € T. (7.7)
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Etape 3. Dans cette étape, on montre que m, définie par (7.7), est une mesure sur 7" et que m vérifie (7.3) et est
o-finie.

On montre d’abord que m est bien une mesure sur 7" :

1. m(0) = 0 car fy(x1) = ma(S(x1,0)) = ma(D) = 0.
2. (0-additivité de m) Soit (A™),ey € T t.q. A N A™ = (sin # m. On pose A = U,enA™. Pour
r1 € Fy,ona:

S(z1, A) = UpenS(z1, A™) et S(z1, A™) N S(x1, A™) = O sin # m.

La o-additivité de ms donne alors ma(S(z1, A)) = 3, .y ma(S(z1, AM™)), c’est-a-dire

fa(@) =" fao (1)

neN

Le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors :

m(A) = /fAdm1 = Z /fA(n)dml = Z m(A™),

neN neN

ce qui donne la g-additivité de m.

On montre maintenant que m vérifie (7.3). Soient A; € T} et As € T t.q. m1(A;) < oo et m(As) < oo. On pose
A=Ay x Ay.Onaalors fa = ma(As)14, etdonc m(A) = [ fadmi = ma(A2)my(Ar).

Il reste a vérifier que m est o-finie. Comme m; et mo sont o-finies, il existe (Bin))neN CTiet (Bén))TLEN c Ty
tq. By = UneNBYL), Ey = UHGNBé") et, pour tout . € N, ml(Bgn)) < oo et mg(Bén)) < 0. Pour (n,m) € N2,
on pose Cpm = B™ x B{™ | de sorte que E = Utn,m)enzCn,m et m(Cr ) = my (B x my(B{™) < 0.
Comme N2 est dénombrable, on en déduit que m est o-finie.

Unicité de m.

La partie “existence" de la démonstration donne une mesure m sur 7" vérifiant (7.3). La partie “unicité" du théoréme
peut se montrer avec la proposition 2.5, nous développons cette méthode ci-apres, ou avec le lemme des classes
monotones (exercice 2.13) comme cela est expliqué dans la remarque 7.1.

Soit m et p deux mesures sur 1" vérifiant (7.3). Pour montrer que m = p, on va appliquer la proposition 2.5. On

pose :
C= {Al X AQ, Al € Ty, Ay € 15, ml(Al) < 00, mQ(AQ) < OO}

Comme m; et my sont o—finies, il est facile de montrer que tout élément de 7 x 75 est une réunion dénombrable
d’éléments de C. On en déduit que C engendre T'. 1l est clair que C est stable par intersection finie et, par (7.3), on
am = p sur C. Puis, comme m; et my sont c—finies, il existe deux suites (E1 p)neny C Th et (Egp)nen C T
d’éléments de T et 15, disjoints deux a deux et t.q. By = UpenEin, B2 = UpenEa, et mi(Ei,) < 00
pour tout ¢ € {1,2} et tout n € N. Pour n,m € N, on pose F}, ,, = E1 X Eg3 . La famille (Fy, 1 )n.men
est une famille dénombrable déléments de C, disjoints deux & deux et t.q. E = Uy menFnm et m(Fom) =
m1(Ey n)ma(Er,m) < oo. On peut alors utiliser la Proposition 2.5. Elle donne m = p sur T et termine la
démonstration du théoréme. [
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Remarque 7.1 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie “unicité" du théoreme précédent est
d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Supposons tout d’abord que m; et my sont finies. On a
alors (par (7.3)) :

m(E) = p(E) = mi(E1)mq(F2) < co.

La condition (7.3) donne également que m = p sur 77 x T5. On a alors aussi m = p sur 1’algebre engendrée par
Ty x T, notée A (cette algebre a été définie dans la partie “existence" de la démonstration). En effet, si A € A, il
existe (AP)—y  , C Ty xThtq. AP N AW =(sip#qget A=Ur_ AP) Onaalors, par additivité de m et
On pose maintenant ¥ = {A € T'; m(A) = p(A)}. On vient de montrer que ¥ D A. Il est d’autre part facile de
voir que X est une classe monotone. En effet, les propriétés de continuité croissante et de continuité décroissante
appliquées a m et p permettent facilement de vérifier (7.5) et (7.6) (on utilise ici, pour montrer (7.6), que m et p
sont des mesures finies). Comme dans la partie “existence" de la démonstration, I’exercice 2.13 donne alors que X
contient la tribu engendrée par A et donc que 3 contient 7' = T} ® T5. Ce qui donne > = T et donc m = p.

Dans le cas oll m et my ne sont pas finies, mais o-finies, il existe (BE"))%N Cc Ty et (Bén))neN c Ty tq.

B = UnGNBYL), Ey = UHGNBén) et, pour tout n € N, ml(BYL)) < 00 et mg(Bé")) < 00. On peut également
(n)

supposer que BE”) C B%”H) et Bgn) C Bénﬂ) pour tout n € N (il suffit, par exemple, de remplager B;" par

U;L:OBi(p )). Par un raisonnement analogue a celui fait dans le cas o m; et mo sont finies, on peut montrer que

m=pusur {Ae€T;AC Bg") X Bén)}. On conclut alors, en utilisant la propriété de continuité croissante, que
m=psurT. |

Remarque 7.2 Dans le théoreme précédente (théoréme 7.1), on peut aussi remarquer que :

1. m(Ay x Ag) = mq1(A1)ma(Az) = cosi Ay € Ty et Ay € Ty avec my1(A;1) # 0 et m(Az) = oo (ou avec
m1(A1) = oo et ma(Az) # 0),

2.m(A; x A3) = 0si A) € Ty et Ay € Ty avec m1(A;) = 0 et m(Az) = oo (ou avec m1(4;) = oo et
ma(Az) = 0).

En effet, on suppose par exemple que m;(A;) = 0 et m(A3) = oo. Comme my est o-finie, on peut construire

une suite (F,)neny C T t.q. F,, C Fy1 et mo(F,) < oo pour tout n € N. On a alors, par continuité croissante

de m, m(A; x Ag) = lim,, 0o m(A; X (A2 N F,)) = limy, 00 m1(A1)ma(As N F,,) = 0 (on a d’ailleurs aussi

ma(Aa N F,) T 00, ce qui permet de conclure si 0 < m1(A;) < oo que m(A; x As) = 00). Les autres cas se

traitent de maniere analogue.

Définition 7.2 (Espace produit)
L’espace (E,T,m), construit dans le théoréme 7.1, s’appelle I’espace (mesuré) produit des espaces (Eq,T1, m1)
et (Eg, Tg, ’ITLQ).

Un exemple fondamental d’espace produit est I’espace (RY, B(R™), A\y) pour N > 2 que nous verrons dans la
section 7.4.

7.3 Théoremes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théoreme 7.2 (Fubini-Tonelli) Soient (Ey1, T, m1) et (Ea, Ty, m2) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T,
m) lespace produit (donc, T = Ty @ Ty et m = my @ ma). Soit f : E — R, une fonction mesurable positive
(i.e. T'-mesurable positive). Alors :
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1. f(x1,-) € My(Eq,T2) pour tout x1 € E,

on pose
vr(x1) = /f(acl, dmeg = /f(xl,xg)dmg(xg)pour tout v1 € E1,

de sorte que o5 : Ey — Ry,
2. (o S M.t,_(El,Tl)y

3. /fdm:/wfdml =/(/f($1,$2)dm2(932))dm1(931),

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de mq et mo, de sorte que :

/(/f(:vl,xz)dmz(m))dm1(x1) :/(/f(iCh.I'Q)dml(xl))dmg(fL'z),

DEMONSTRATION : la démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. Soit f = 14, A € T La partie “existence de m" de la démonstration du théoréme 7.1 donne alors que
[ fdm =m(A) = [psdm,.

Plus précisément, on a, pour tout ; € Ej, f(21,-) = la(z1,-) = lga,,a), avec S(z1,A) = {2 € Ey;
(x1,22) € A} C E5 (comme dans la démonstration du théoréme 7.1). L’étape 1 de la démonstration (de la partie
existence) du théoreme 7.1 donne que S(x1, A) € T, pour tout 1 € Fy, et donc f(z1,:) € M4 (Eq,Ts). Ceci
donne le premier item (pour f = 14) de la conclusion du théoreme 7.2.

On pose y(x1) = [ f(x1,-)dme = ma(S(x1, A)) pour tout 21 € Ej. (Cette fonction ¢ était notée f4 dans
la démonstration du théoreme 7.1). L’étape 2 de la démonstration du théoréme 7.1 donne que ¢y € My (E1,Th).
Ceci donne le deuxiéme item (pour f = 14) de la conclusion du théoréme 7.2.

On a alors posé, dans la démonstration du théoréme 7.1, m(A) = [ ¢ dm; et I’étape 3 a montré que m était une

mesure sur 7" vérifiant (7.3) (et la seule mesure sur 7" vérifiant (7.3), d’apres la partie “unicité" de la démonstration
du théoreme 7.1). Ceci donne le troisieme item (pour f = 14) de la conclusion du théoréme 7.2.

Pour avoir le quatrieme item (pour f = 14) de la conclusion du théoréme 7.2, il suffit de remarquer que 1’on peut
inverser les roles de m; et mo dans la démonstration du théoréme 7.2. On obtient ainsi que f (-, z2) € My (E1,T1)
pour tout o € Es. On pose alors ¢ (z2) = f f(-,z2)dm1. On obtient que vy € M (E2,T>). Enfin, on pose
m(A) = [ 1) ydms et on obtient que 712 est une mesure sur T vérifiant (7.3). La partie “unicité" de la démonstration
du théoreme 7.1 donne alors que m = m, ce qui est exactement le quatriéme item (pour f = 14) de la conclusion
du théoréme 7.2.

Etape 2. On prend maintenant f € £, (E,T). Il existe donc ay,...,a, € Ry et Ay,... A, € Ttq. f =
Z?:l ailAi .

On a alors, pour tout 1 € Ey, f(z1,-) = > a;la,(z1,7) € M4 (Es,Ty) car I'étape 1 donne 14, (z1,-) €
M (E5, Ty) pour tout i. Ce qui donne le premier item de la conclusion du théoréme 7.2.

On pose @y (x1) = [ f(x1,-)dmg pour tout 21 € Ey. Ona gy € My (Ey,Th) car oy = Y7 aip1,, et que
1, € My (E1,Ty) pour tout i (d’apres I’étape 1). Ce qui donne le deuxieme item de la conclusion du théoréme
7.2.
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Enfin, on utilise la linéarité de I’intégrale et I’étape 1 pour f = 14,, on obtient :

&/Mm }jm }jm/Qudml /éi%whmml
/ Za,/lA a1, -)dmsg)dmy (1) = / /fa:l, )dma)dmy (1)

= /cpfdml.

Pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoréeme 7.2, il suffit de changer les roles de m; et ms.

Ce qui donne le troisieéme item de la conclusion du théoreme 7.2.

Etape 3. On peut enfin prendre f € M, (E, T'). Il existe une suite (f,,)nen € E+(F, T) t.q. fn T f quand n — co.

On a donc, pour tout z; € Eq, fo(x1,-) T f(z1,-) quand n — co. On en déduit que f(z1,-) € M (E2,Ts) car
(d’apres I’étape 2) fr,(z1,) € M (E2,T») pour tout n € N (ce qui donne le premier item).

Le théoreme de convergence monotone (pour mo) donne que

o (o) = [ fularddmat [ flar,ddma = g

pour tout z; € Ey. Donc, ¢y, T ¢y Comme ¢, € M (Eq,T1) (d’apres I’étape 2), on en déduit que ¢y €
M (FE1,Ty) (ce qui donne le deuxieme item).

On applique maintenant le théoreme de convergence monotone pour m; et pour m, ils donnent :

/gofndmlT/gofdml et /fnme/fquuandn%oo.

L étape 2 donne [ f,dm = [ ¢y, dmy, on en déduit donc que [ fdm = [ ¢ rdm;. Ce qui donne le troisieme item
de la conclusion du théoreme 7.2.

Enfin, ici encore, pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.2, il suffit de changer les rdles de
mi et mo. ]

Corollaire 7.1 Soient (E1,T1,m1) et (Ea, T, mg) des espaces mesurés o-finis. On note (E,T,m) I’espace pro-
duit. Soit f : E — R une fonction T-mesurable. Alors :

fe (B, T,m) @/(/mdm)dml < +oo<:>/(/|f|dm1>dm2 < +00. (1.8)

DEMONSTRATION : Le corollaire découle immédiatement du théoréme 7.2 appliqué a la fonction | f| qui appartient
a M, (E,T). Dans (7.8), la notation ( [ | f|dmz)dm; signifie :

(/ \f(:tl,x2)|dm2(:c2))dm1(xl).

La notation est similaire en inversant les roles de m et mo. [

Voici une conséquence immédiate du théoréme 7.2 pour la mesurabilité :
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Proposition 7.2 Soient (E1,T)) et (Es,Ts) deux espaces mesurables. On pose E = E; X Ey et T =Ty @ Th.
Soit f € M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, T-mesurable). Alors :

1. f(z1,-) € M(Ez3,T5), pour tout z1 € Ey,

2. f(-,x2) € M(E1,T1), pour tout x5 € Es.

DEMONSTRATION : La démonstration est facile, il suffit de remarquer que f = f™ — f~etque f*, f~ e M (E
T). Le premier item de la conclusion du théoréme 7.2 donne alors, pour tout 21 € Ey, fT(x1,-) € My (Ea, Ts)
et f~(11,) € M (Fy, T). Comme f(z1,) = f* (1,") — f~(21,), on en déduit que f(z1,) € M(Ep, T).
En changeant les roles de (E1, T1) et (Eq, T3), on montre aussi que f (-, z2) € M(FE1, T1), pour tout 25 € Es.

[

Remarque 7.3 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (Eq,T}) et (Fa,T3) deux espaces
mesurables, E = F1 X FsetT =Ty ® T5. Soit f : E — Rtq.

1. f(z1,) € M(Ey,Ty), pour tout 7, € Fj,
2. f(-,x2) € M(Eq,T1), pour tout x5 € Es.

Alors, f n’est pas forcément T-mesurable. Un exemple est donné dans 1’exercice 7.4. Un cas particulier intéressant
pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la proposition 7.3.

Proposition 7.3 Soient (E1,T}) et (Es,Ts) deux espaces mesurables. On pose E = E1 X Ey et T = T) @ Tb.
Soient Fy € M(Ey,Ty) et Fy € M(E3,Ts). On définit f : E — R par f(x1,22) = Fi(x1)Fs2(x2) pour tout
(z1,22) € E. Alors f est T-mesurable (c’est-a-dire f € M(E,T)).

DEMONSTRATION : On proceéde en 3 étapes.

Etape 1. On prend d’abord F; = 14, et Fy =14, avec A; € Ty et As € To.Onaalors f = 14, x4, € M(E,T)
car Ay x ApeTi xTh CTH Ty =1T.

Etape 2. On prend maintenant F; € £(E,,T1) et F» € E(FEy,Th). 1l existe alors a( ) . ) ¢ R, A(l) ..
AV et d?,.. aP eRet AP . AR e Tyiq.:

Fr=>"aPAM ee AV n A = 0sii £k,

%
i=1

Fy=>aPAP et AP n AV = 0sij # k.
j=1
(1) (2)

Onaalors f = >0, 3770 a; a; 1A§1>XA§2> € &(E, T)C M(E,T).

Etape 3. On prend enfin F; € M(Eq,T7) et F € M(Es, T3). Il existe (F7(L ))neN suite de E(Ey, T1) et (F,SQ)),LGN
suite de £(FEs, Ts) t.q. Fr(Ll)(xl) — Fy(x1) pour tout z; € Fj et F7(L )(xg) — Fy(x2) pour tout 2 € Fs. On en
déduit que f,,(x1,x2) = Fy(Ll)(xl)FT(,,z) (x2) = f(x1,z2) pour tout (x1,z2) € E et donc que f € M(E, T) car f,
€ M(E, T) pour tout n € N (étape 2). [

Théoréme 7.3 (Fubini)

Soient (E1,T1,mq) et (Ea,Ta, ms) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T, m) I’espace produit. Soit f une
fonction T-mesurable de E dans R (c’est-a-dire f € M(E,T)) et intégrable pour la mesure m, c’est-a-dire
[ € LL(E, T, m). Alors :
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1. f(x1,") € LL(Ea, Ta, ma) pour presque tout 1 € E,

onpose p¢(x1) = [ f(x1,-)dms pour 1 € Fy t.q. f(x1,-) € Lk(E2, Ta, ms). La fonction o est donc définie
p.p- sur Ey (et a valeurs dans R).

2. ¢f € Ly (B, Ty, mq) (au sens : il existe g € L (Ey, Ty, m1) t.q. f = g p.p.).

3./fdm:/apfdm1=/(/f($1,332)dm2($2))dm1($1)’

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de my et mo, de sorte que :

/(/f(m,a:z)dmz(m))dml(m) :/(/f(ﬂ?l,xg)dml(xl)>dm2(gj2).

DEMONSTRATION : Comme f € M(E,T),ona f*, f~ € M, (E,T). On peut donc appliquer le théoreme de
Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) a f et f~. Il donne :

L ft(z1,), [ (x1,-) € M4 (E2, Ty), pour tout z; € E,
2. 05+, pp- € My (B, Th) avec op+(z1) = [ fE(21,)dms pour tout 21 € Ej.
3. [ fEdm = [ppedmy.

Le premier item donne que f(z1,-) = f1(z1,) — f~(21,-) € M(E2,T5) (noter que f, f+ et f~ sont a valeurs
dans R).

Comme [ fTdm < ocoet [ f~dm < oo (car f € L§(E, T, m)), le troisieme item donne que ¢ ¢+ < co p.p. (sur
Ey) et que ¢ - < oo p.p. (sur Ep). Onadonc f*(xy,-) € L (B2, Ty,ma) et f~(z1,) € LE(E2, To, ma) pour
presque tout z; € Ej. On en déduit donc que f(z1,-) = fF(x1,+) — f~(z1,-) € L&(F2, Ty, m2) pour presque
tout z1 € Ej. Ce qui donne le premier item de la conclusion.

La fonction ¢ est donc définie p.p. sur £y etona gy = @+ — @s- p.p. (ona@p(x1) = @+ (1) — ps- (1) en
tout point x; t.q. @+ (v1) < 0o et gy (r1) < 00). Comme @+ < 00 et - < 00 p.p, on peut trouver A € Ty
t.q.mi(A) =0etpsr <ocoetyps- <oosur A°= E; \ A. Enposant g = ¢+ — @ sur A°et g = 0 sur A, on
adonc g € M(Ey,T1), g = ¢y p.p-etg € LL(Ey, Ty, mq) car [ [gldmy < [ @p+dmy + [p-dmy < oc. Ceci
donne le deuxieme item de la conclusion (le fait que ¢ appartienne a L§ (E1, 71, m1)) et donne aussi le troisieme

item car :
/apfdml :/gdm1 =/¢f+dm1 —/gpffdml
:/f+dm—/f_dm=/fdm.

Enfin, comme pour le théoréme de Fubini-Tonelli, le quatrieme item de la conclusion s’obtient en changeant les
roles de mq et mo. [

Le théoreme de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 7.2 Soit (Ey, T, m1) et (Es, T, mo) des espaces mesurés o-finis, (E, T, m) ’espace produit et
f+ E — Rune fonction T-mesurable t.q. :

/(/|f(ac1,:vz)ldmz(xz))dml(ml) < 4oo

/(/|f(x1,x2)|dm1(m1))dm2(x2) < 4o00.
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e /(/f(il»xz)dmz(fw))dml(ffl) :/(/f(l"l?xz)dml(xl))dmﬂ%) (7.9)

(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

DEMONSTRATION : Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréeme 7.3 et de 1’équivalence (7.8).
|

Remarque 7.4 (contre-exemple lié au théoreme de Fubini) On cherche ici a construire une fonction pour la-
quelle la conclusion du théoréme de Fubini n’est pas vérifiée. Soit a une fonction (continue) de R dans R et
f : R? — R définie par f(z,y) = a(x)siz > 0etx < y < 2z, f(z,y) = —a(z)siz > 0et 2z < y < 3z,
f(z,y) =0siz <Oouz >0ety ¢ [z,3x]. On pose b(x) = x a(x). On peut montrer que les hypotheses du
théoréme de Fubini ne sont vérifiées que si b € LL(R, B(R), \). En prenant par exemple a(z) = 1/(1 + )2, on
montre que [ ([ f(z,y)dy)dz # [([ f(z,y)dx)dy (voir I'exercice 7.5).

7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de RY

On a déja vu que B(RY) = B(RV~!) @ B(R) pour tout N > 1 (exercice 2.6 pour N = 2 et exercice 7.1). Le
paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RV (c’est-a-dire sur la
tribu B(RY), engendrée par les ouverts de RY) pour tout N > 1.

Définition 7.3 (Mesure de Lebesgue sur B(R))

1. La mesure de Lebesgue sur B(R?) est la mesure A ® \, on la note \s.

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesgue sur B(RN), N > 3, estla mesure Ay_1 ® A, on la note .

On note L' (RY) I’espace L (RN, B(RY), Ay ), et pour f € L}(RY), on note

/f(x)CD\N(fE) :/f(:c)dx.

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue sur B(R™). 11 s’agit de propriétés élémentaires
ou de généralisations simples de propriétés vues pour la mesure de Lebesgue sur B(R). Les démonstrations seront
proposées en exercices.

Proposition 7.4 (Propriétés élémentaires de \y)
Soit N > 2. On rappelle que \x est la mesure de Lebesgue sur B(R™Y).

1. La mesure \y est o-finie.
2. Soit Ay, ..., An € B(R). Alors, Hfil A; € BRY) et

3. Soitay,...,any € Ret f1,...,8n € Rtq. a; < f; pourtouti € {1,...,N}. Alors :

N N

N
Av (] Jles, Bil) = H Maw, Bi) = 18 = ).

i=1 i=1
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4. Soit K un compact de RN (noter que K € B(RN)). Alors, A\n(K) < +oo.

5. Soit O un ouvert non vide de RN . Alors, An(0O) > 0.

6. Soit f, g € C(RN R). Alors f = g p.p. (c’est-a-dire Ax-p.p.) implique f(x) = g(x) pour tout x € RY.

7. Cf (RJ]\;, R) C LLRY,B(RN), Ay). (En confondant f avec sa classe, on écrira donc souvent C.(RY | R) C
Lg(RY).)

DEMONSTRATION : Comme Ay est une mesure produit, le fait que Ay est o-finie est (par récurrence sur N) une
conséquence du théoréme donnant 1’existence (et I'unicité) de la mesure produit (théoréme 7.1) car ce théoreme
donne que le produit de mesures o-finies est o-finie.

La démonstration des autres propriétés fait 1I’objet de 1’exercice 7.10. |

Une propriété trés importante de Ay est sa “régularité", c’est-a-dire que pour tout élément A de B(R™) et pour
tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F' fermé de RY tels que

FCACOetAN(O\F)<e.

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesure sur B(R™), finie sur les compacts, est réguliere
(proposition 7.5).

Proposition 7.5 (Régularité d’une mesure sur 3(R" ), finie sur les compacts)
Soit m une mesure sur B(RY) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RY. (Noter que ceci est vrai pour
m = An.)Alors :

1. Pour tout A € B(RYN) et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RY et F fermé de RY tels que :
FCACOetm(O\F)<e. (7.10)

2. Pour tout A € B(RY), on am(A) = inf{m(0O), O ouvert t.q. A C O}.

DEMONSTRATION : Cette proposition fait 1’objet de 1’exercice 7.11. |

On donne maintenant des généralisations au cas de Ay de propriétés déja vues pour A.

Proposition 7.6 (Densité de C. dans L' (R")) Pour tout N > 1, I’espace C.(R™ | R) est dense dans L*(RY)
(c’est-a-dire que, pour tout f € L*(RN) et tout £ > 0, il existe o € C.(RV,R) t.q. || f — ¢|l1 < &)

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 7.12, elle découle essentiel-
lement de la régularité de A\ . Cette démonstration est trés voisine de celle faite pour le cas N = 1, théoreme
5.5. ]

Comme cela a déja été dit apres le théoréme 5.5, le résultat de densité que nous venons d’énoncer n’est pas limité
a la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure sur B(R™), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en
remplagant C,. par C2°. On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 7.4 (Densité de C=° dans L'(RY)) Soit N > 1 et u sur une mesure sur B(RY), finie sur les compacts.
Alors, I'espace C°(RYN | R) est dense dans L*(RYN , B(RN), i) (c’est-a-dire que, pour tout f € L*(RY, B(RY),
) et tout e > 0, il existe o € C.(RY,R) t.q. | f — ¢|1 < &)

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme fait 1’objet de 1’exercice 7.13. |
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Proposition 7.7 (Invariance par translation)

Soient N > 1, ay,...,an € R*et B1,...,8xy € R Pourx = (z1,...,v5)" € RYN. On pose p(z) = (a171 +

B1,...,anzy + Bn)t (de sorte que ¢ est une bijection de RN dans RY). Pour tout A € B(RY), on a alors
N

p(A) = {p(z), x € A} € BRY) et An(p(A)) = [T;L, |es[An (A).

Pour ov; = 1 pour tout 1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de Ay ".

DEMONSTRATION : Cette proposition a déja été vue pour N = 1, proposition 2.9. La démonstration de la pro-
position 2.9 utilisait , par exemple, le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints
2 a2 (et la régularité de \). La démonstration proposée ici pour N > 1 utilise une récurrence sur IV et la partie
“unicité" du théoreme 7.1 sur la mesure produit. Elle fait I’objet de 1’exercice 7.14.

Zn

On peut aussi noter que la partie “unicité" du théoréeme 7.1 peut étre faite (voir la remarque 7.1) avec le lemme
des classes monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait aussi étre utilisé pour démontrer la proposition 2.9 (au
lieu du théoreme de régularité et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints 2 a
2). ]

Proposition 7.8 (Changement de variables simple)
Soient N > 1, ay,...,ay € R et B1,...,8ny € R. Pour x = (21,...,2x5)" € RN. On pose p(x) = (ayz1 +
B1y ... anzy + Bn)! (de sorte que ¢ est une bijection de RY dans RY ). Alors :

1. Pour tout f € My = M (RN B(RY)), ona fope M, et:

/fd/\N = f[l i /(fo P)AAN -

2. Pour tout f € L' = LL(RN B(RN),An), ona fop € LY et:

/fd)\N :f[lai/(fo@)dAN-

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence simple de la proposition 7.7. Elle fait I’objet de 1’exer-
cice 7.15.

Noter aussi que Hfil |o;| est la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point x. Cette
matrice est notée D¢(x), elle ne dépend pas de x pour les applications considérées dans cette proposition. Cette
proposition sera généralisée au théoréme 7.5. ]

7.5 Convolution

On rappelle que L'(RY) = LL(RY, B(RY), An) et que, pour f € LY(RY), [ fd\y = [ f(x)dAn(z) =
J f(z)dx (c’est-a-dire que dz signifie toujours dAy ().

On note aussi L} (RY) = £L(RY, B(RY), Ay).

Soient f, g € L*(RY). On souhaite définir la fonction “convoluée" de f et g, c’est-a-dire définir f % g par :

frg@) = [ Fo)gta vt (.11)

La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :
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1. 1l faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pour f et g.

2. 1l faut que, ayant choisi des représentants pour f et g, encore notés f et g, la fonction g(x — -) f(-) appartienne
a LY(RY) (au sens “il existe h € LY(RY) t.q. g(x — ) f(-) = h p.p."). Ceci n’est pas immédiat car, en général,
le produit deux fonctions intégrables n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pour z € RY, si f. f1, g et g1 sont des fonctions de RY dans R, on a:

f=hppsg=gipp. = f()9(z =)= fi()g:(z — ) p.p- (7.12)
(p.p. signifiant ici A -p.p..) En effet, il suffit de remarquer que si f = f) p.p. et g = g1 p.p.,il existe A, B € B(RY)
t.q.- An(A) = An(B) =0, f = f1 sur A°et g = gq sur B¢. Pourx € R, onaalors f(-)g(z—-) = fi(-)g1(z—")
sur AN BS = (AU B,)¢ avec B, = { — 2z, z € B}. On en déduit bien f(-)g(z —-) = f1(-)g1(x — -) p.p. car
AN(AUB,) < An(A) 4+ An(Bz) = An(A) + An(B) = 0 (on utilise ici la propriété d’invariance par translation
donnée dans la proposition 7.7).

On en déduit que, si Si f et f; [resp. g et g1] sont des représentants d’un méme élément de L' (R™), ona f(.)g(z —
)€ Ll(RN) si et seulement si f1(.)g1(z —.) € L*(RN) et, si f(.)g(z —.) € L*RY),ona [ f(t)g(x — t)dt =
f fl 91 xr — t)dt

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 est satisfaite pour presque tout z € RV,

Proposition 7.9 (Convolution) Soient f,g € L'(RY) (que I’on confond avec I’un de leurs représentants). Alors :
— Pour presque tout x € R, la fonction g(x — -) f(-) appartient & L*(RY) (en la confondant avec sa classe). On

pose donc : f * g(x) = /f(t)g(x — t)dt. La fonction f * g est donc définie p.p. sur RY.
— fxg € LYRY) (au sens “il existe h € L(RN) t.q. f xg = hp.p.").
=l Fxglly < I fllallgll

DEMONSTRATION : On donne la démonstration pour N = 1 (le cas IV > 1 est similaire, en ayant d’abord montré
que Aoy = AN @ An).

On choisit des représentants de f et g, de sorte que f,g € L}(R) = L}(R, B(R), \). On souhaite appliquer le
théoreme de Fubini (théoréme 7.3) 2 H : R? — R, définie par H (z,y) = f(y)g(x — y), avec les espaces mesurés
(E;, T;,m;) = (R, B(R), A) pour i = 1,2.

Comme A est o-finie, pour appliquer le théoréme de Fubini, il suffit de vérifier que H est B(R?)-mesurable et que
S 1H (2, y)ldz)dy < oc.

On montre d’abord que H est B(R?)-mesurable. On a H = H; o ¢ avec :

Hy : (zy) = f2)gy), ¥« (z,y) = (y,2—y).
La fonction H; est mesurable de R? dans R (car f et g sont mesurables de R dans R, on applique ici la proposition
7.3) et 1) est mesurable de R? dans R? car continue (R et R? sont toujours munis de leur tribu borélienne). La
fonction H est donc mesurable de R? dans R comme composée de fonctions mesurables. On peut maintenant
calculer 'intégrale de |H| :

[ 1@ lands = [ ([ 11w - iy = [ 1701 [ o - pldaay

La proposition 7.8 donne [ |g(z — y)|dz = [ |g(x)|dz = ||g]|1, Donc :

/qﬁmWwwwzmm/mw@=MMMM<m
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Le théoréme de Fubini peut donc s’appliquer. 11 donne que H(z,-) € L!(R) pour presque tout z € R. Donc,
g(z —)f(-) € LL(R) pour presque tout z € R. Ceci montre bien que f % g est définie p.p.. Le théoreme de Fubini
donne alors aussi que f x g € L'(R) (au sens “il existe h € L}(R) t.q. f xg = h p.p.").

Enfin pour montrer que || f * g|l1 < ||f|l1]lgll1, il suffit de remarquer que :

59l = [ 1] fwgte - wavide < [([ 1B wldordy = gl

Remarque 7.5 On a vu précédemment que L*(R™) muni de 1’addition (loi de composition interne), de la multi-
plication par un scalaire (loi de composition externe) et de la norme || - ajout de la
convolution (loi de composition interne) confere a L' (R”) la structure d’algébre de Banach.

On sait aussi que Cp(R, R) muni de I’addition, de la multiplication interne, de la multiplication par un scalaire et
de la norme de la convergence uniforme || - ||,, est aussi une algebre de Banach. En fait, nous montrerons par la
suite qu’il existe un isomorphisme d’algébre, appelé transformation de Fourier, entre L*(R™V) et son image (par
cette transformation) dans C,(RY | R).

Remarque 7.6 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution.

Soit N > 1. Pour p € [1, 00|, on pose LP(RY) = LE (RN, B(RN), \).

1. Soit f,g € LY*(RY). On a alors f x g = g x f p.p.. Ceci découle de I’invariance par translation de la mesure de
Lebesgue (propositions 7.7 et 7.8) et est démontré dans I’exercice 7.19.

2. Soitl < p < oo. Soient f € LP(RN) et g € L'(RY). Alors, f % g est définie p.p. sur RY, f x g € LP(RY) et
lf*gllp < I fllpllgll1. Cette propriété fait I’objet de I’exercice 7.21.

3. Soit p,q € [1,00] t.q. (1/p) + (1/q) = 1. Soient f € LP(RN) et g € LY(RY). Alors, f * g est définie partout
sur RN et f x g € Cy(RY, R), voir I'exercice 8.6.

4. Soit p € [1,00]. Soient f € LP(RN) et g € C(RY,R). Alors, f x g est définie partout sur R et f x g €
Co (RN R), voir I’exercice 7.20.

5. (Régularisation par convolution) Soit f : RY — R. Ondit que f € L}, (RY)si fl1x € LY(RY) pour tout
compact K de RY. On suppose que f € L}, (RM). Soit k € Net g € C*(RM,R). Alors, f x g est définie
partout sur RV et f « g € CF(RY R) (voir I’exercice 7.20, noter que L? (RN ) C L (RY).

6. Soit f,g € L*(R™). On suppose que f et g sont & support compact (f & support compact signifie qu’il existe
K, compact de RN t.q. f = 0 p.p. sur K¢). Alors, la fonction f x g est aussi a support compact. Ceci fait partie
de I’exercice 7.19.

La convolution est un outil treés utile pour “régulariser” des fonctions. Elle est & la base de résultats de densité
fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant (densité de C2° (R, R) dans LP(R™) pour p < oo, par
exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de mesures. On commence par
remarquer qu’une fonction f dans L}, (RY, B(RY), A\y) (voir la remarque 7.6) est entierement déterminée par
la mesure qu’elle induit sur B(RY), c’est-a-dire par la mesure m définie par m = fAy. Ceci est précisé dans le
lemme suivant (en remarquant que [ pdm = [ ¢ fdAy pour tout ¢ € C, (RN R)).

Lemme 7.1 Soit N > let f,g € L
Alors, f = g p.p..

RN, BRN),An) t.q. [ fedAn = [ gpdAn, pour tout p € C.(RV,R).

loc
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DEMONSTRATION : Soit M € N*. On note B) la boule (fermée) de centre 0 et rayon M dans R et hj; la
fonction défnie par :

har(z) = f(x) — g(z) siz € Ba et |f(x) — g(z)| < M,

hy(z) =0six € Byou |f(x) — g(x)| > M,

h]u(l‘) =0sizx ¢ BM.
Ona hy € LYRY, B(RY), \y) (car By est un compact de RY). Comme C.(RY R) est dense dans L!(RY,
B(RM), A\y) (théoréme 5.5 pour d = 1 et théoréme 7.6 pour N > 1), il existe une suite (¢, )nen t.q. ©n — has

dans L* (RN, B(R™), Ax) quand n — oo. On peut aussi supposer (quitte a extraire une sous suite) que o, — has
p.p. (théoreme 6.3). Enfin, en remplagant ¢,, par max(min(p,,, M), —M) on obtient :

0, € C.(RM,R) pour tout n € N,

on = hy pop.,
|on| < M pour tout n € N.

Comme ¢, € C.(RV,R),ona [(f — g)pndAn = 0. Le théoreme de convergence dominée (la domination est
par M1p,,|f — g|) donne alors [ hps(f — g)dA\n = 0. En faisant maintenant tendre M vers I'infini, le théoreme
de convergence monotone donne [ |f — g|dAy = 0, etdonc f = g p.p. |

Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de fonctions, on souhaite que m* . =
(fxg)An,lorsque m = fAyetg = gy avec f,g € L*(RY, B(RV), \y) (etdonc fxg € L' (RN, B(RY), Ay)).
Noter que m, p et m x p sont des mesures signées.

Soit f,g € LY (RN, B(RM), A\x). On pose m = fAyx et g = gAn. On a, pour tout ¢ borélienne bornée de RV
dans R (par exemple, ¢ € C,(RY | R)),

Jueaeary= [ ([ 1=t etaras

(On rapelle que dz désigne dAy (z)). En utilisant le théoréme de Fubini (qui s’applique bien ici car [ [ |f(z —
¥)g(y)e(@)|dedy < |l¢llollfll1]lgll1), puis avec le changement de variable z = & — y (pour y fixé) on obtient :

Jirapin = [ ([ 1= netrs) swa

— /Rd < . (z)go(z-i—y)d«z) 9(y)dy.

On a donc :

/(f*g)sod/\N = /RN (/RN p(z +y)dm(2)) du(y) = /R:w ey + 2)d(m @ p)(z,y), (7.13)

ol la derniere égalité découle de la définition de m ® p. Plus précisément, si m et p sont des mesures finies (c’est-
a-dire des applications o-additives de B(RY) dans R*), 1a derniére égalité de 7.13 est donnée par le troisieme item
du théoréme de Fubini (théoreme 7.3). Si m et  sont des mesures signées, on se ramene au cas précédent avec la
décomposition de Hahn (proposition 2.6) qui donne m = m* —m™ et u = u™ — p~. La mesure m ® y est alors
définie a partir de m* ® ™.

On est ainsi amené a définir m x  en utilisant le deuxi®me membre de (7.13) pour définir [ ¢d(m  p).
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Définition 7.4 Soit N > 1 et m, u des mesures signées sur B(RY). On définit la mesure signée yi v sur B(RY)
par:

m* pu(A) = /@(RZN) La(z 4+ y)d(m @ p)(x,y) pour tout A € B(RY).

onm@uv=mtout+m - @pu —m- @ut —mT @ pu" et m* pt sont données par la décomposition de
Hahn de m et . (proposition 2.6).

Le fait que m % u est une mesure signée sur B(R™) est facile (la o-additivité de m * p découle, par exemple, du
théoréme de convergence dominée). On déduit de cette définition la proposition suivante.

Proposition 7.10 Soit N > 1 et m, u des mesures signées sur B(RY).

1. On a alors, pour tout  borélienne bornée de RYN dans R (par exemple, ¢ € C,(RY R)) :

/ pd(mx ) = / (@ + 1)d(m ® 1)z, y).
RN

B(RZN)

2. Sim et u sont des probabilités, la mesure m x i est aussi une probabilité.
3.Sif,g€ LYRY,BRY),\n), m= fAn et u=g\n,onamx*pu=(f*g)\n.

DEMONSTRATION : Le premier item se démontre, comme souvent, en considérant des fonctions étagées, puis en
écrivant ¢ comme limite de fonctions étagées (bornées par la borne supérieure de ||, exercice 7.23). Le deuxie¢me
item est immédiat en remarquant que m % pu(A) > 0 si m et p sont des mesures (positives) et m * u(RY) =
m(RN)u(RYN). Enfin, le troisiéme item a été vu avant la proposition 7.10. "

Remarque 7.7 11 aurait aussi été possible de définir m x u grace au théoreme de Riesz dans Co(R™,R) (théo-
réme 5.4 pour N > 1). Si m, p sont des mesures signées sur B(RY) (ou, directement, des formes linéaires
continues sur Co(RY, R)). On définit, 1’application L de Co(R™,R) dans R par :

Lo = [ | [ elat+nm@int).ve € CoRY ). (.14

L application L est une forme linéaire continue sur Co(R™, R). Par le théoréme de Riesz, il existe donc une unique
mesure de Radon, notée 7 (c’est la mesure convoluée de m et u) t.q. :

L(p) = /(p(s)dT(s). (7.15)

7.6 Formules de changement de variables

La proposition 7.8 donne un résultat sur les changements de variables “simples". On donne maintenant une géné-
ralisation dans le cas ot les intégrales portent sur des ouverts bornés de R*V.

Théoreme 7.5 (Formules de changement de variables)

Soit N > 1, U et V des ouverts bornés de RY et ¢ un C'-difféomorphisme de U dans V (i.e. @ est une bijection
de U dans V, o € CL(U,V) et o=t € CH(V,U)). On note Dp(y) la matrice jacobienne de ¢ en y et Det(Dyp)
la fonction y — Det(Dp(y)).
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1. Soit f € My = M (RN, B(RY)). Alors,
(FoIDet(DP1y € M et | fla)ds= [ fow)IDetDe(w)ldv
1% U
2. Soit f € M(RN,B(RN)) t.q. f1y € L£L* = LL(RYN, B(RYN)). Alors,
(f o @)|Det(Dg)|1y € L et / f(z)dz :/ fle(y))|[Det(Dep(y))|dy.
1% U

DEMONSTRATION : Comme ¢ est de classe C*, la fonction (f o)|Det(Dyp)|1y; est mesurable si f est mesurable.
Il est plus difficile de montrer 1’égalité donnée dans I’item 1 du théoréme. Cette démonstration n’est pas faite ici.
Elle consiste a se ramener par un procédé de localisation au cas de changements de variables affines.

Le deuxiéme item du théoréme est une conséquence facile du premier. En effet, soit f € M(RY, B(RY)) t.q.
fly € L£'. En appliquant le premier item a la fonction |f| € M, on obtient que (f o ¢)|Det(Dy)|1y € L.
Puis en appliquant le premier item a f et f~ et en faisant la différence, on obtient bien que fv fl@)dx =

Ju F(e(y)|Det(Dp(y))|dy. u

Un exemple de changement de variables

On conclut cette section en donnant I’exemple des coordonnées polaires pour N = 2.

Soit f € M (R?, B(R?)) (ou f € Li(R?, B(R?), X2)). On veut calculer (par exemple) [, f(z)dx, ot B estla
boule unité (ouverte) de R?, en passant en coordonnée polaires.

On adonc By = {x € R?; |z| < 1}, ou | - | est la norme euclidienne dans R?, c’est-a-dire |z|? = 2% + 23 si
z = (x1,22)" € R

On pose L = {(z1,0)%, 1 € [0,1[} et on remarque que A\2(L) = A([0,1[) x A({0}) = 0. Donc, en posant
V=By\L,ona:
. f(x)d:c—/Bl\L f(:r)dx:/vf(a:)dx(:/vfd/\g).

On pose aussi U =]0, 1[x]0, 27|, de sorte que U et V sont de ouverts bornés de R?. L’application ¢ : (r,0)" —
(rcos@,rsinf)? est alors une bijection de U dans V. Elle est de classe C! et son inverse est de classe C'! (o et
! sont méme de classe C°°). On peut calculer la matrice jacobienne de ¢ et son déterminant :

cos —rsinf
sinf rcos@

Dop(r,0) = ( ) , |Det(De(r,0))| = r.

On peut donc appliquer le théoréeme 7.5, il donne :
f(z)dx = / f@)dx = / f(rcos@,rsinf)rdrq(r,0) =
By v U
/ f(rcos,rsin@)rdiy(r, 6)
10,1[x]0,2x]

En appliquant maintenant le théoréme de Fubini-Tonelli pour évaluer la derniére intégrale (si f € £! au lieu de
f € M4, on raisonne d’abord sur | f| puis on utilise le théoréme de Fubini), on obtient :

2m 1
. f(as)d;z::/o (/0 f(rcos@,rsinf)rdr)do.
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Si f(z) ne dépend que de |z|, c’est-a-dire si il existe 9 t.q. f(z) = ¢(|x|), on obtient alors :

1
z)dx = 27 r)rdr.
[ 1) | ue

En particulier, on voit que fl1p, € L£L1(R?) si et seulement si g € £L(]0, 1], B(R), \), avec g définie par g(r) =
ri(r) pour r €]0, 1[.

Prenons toujours f € M (R?, B(R?)) (ou bien f € L£4(R?, B(R?), X2)). Le raisonnement que nous venons de
faire pour B; peut étre fait pour B, = {x € R?; |z| < a} avec a > 0. On obtient alors, pour tout a > 0 :

2m a
/Ba f(z)dz :/0 (/0 f(rcosf,rsinf)rdr)dd. (7.16)

En prenant a« = n, n € N*, dans (7.16), on obtient aussi, quand n — oo (avec le théoréme de convergence mono-
tone si f € M et en raisonnement avec f* si f € £):

2m e
/f(x)dx:/o (/0 f(rcosf,rsin@)rdr)do. (7.17)

7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit

Exercice 7.1 Corrigé 143 page 447
Montrer que, pour tout n > 2, on a B(R") = B(R"™!) ® B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pour n = 2
dans I’exercice 2.6.]

Exercice 7.2 Corrigé 144 page 448
Soient E, E» deux ensembles, T} une tribu sur E; et T5 une tribu sur Ey. On note £ = E; x Es et on rappelle
que Ty X Ty = {Al X Ay, Ay € Ty, As € TQ}.

Montrer que 1’algébre engendrée par 17 x 75 est égale a I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
Ty x T c’est-a-dire que, pour tout A € P(E), A appartient a I’algebre engendrée par T; x T5 si et seulement si il
existe (A(p))pzl,wn CTixTotg AP NAD =(sip#qet A= U;}ZlA(p).

Exercice 7.3 (Exemple de mesure produit) Corrigé 145 page 449
Soit m; et ma des mesures o—finies, non nulles, sur (R, B(R)) et t.q. m; @ ma(R?\ D) = 0,00 D = {(z,z),z €
R}. Montrer qu’il existe a, «, 8 € R t.q. my = ad, et ma = 3d,, ot 4, est la mesure de Dirac en a.

Exercice 7.4 (Fonction dont les traces sont boréliennes) Corrigé 146 page 450
Pour B C R?, on note ¢(B) I’ensemble des 21 € R t.q. (z1,0) € B.Onpose T = {B C R?; t(B) € B(R)}.
Soit 8 €]0, Z[. Pour z = (z1, z2)" € R?, on pose g(z) = (x1 cosf — zsin b, 21 sinf + x5 cos §)".
1. Montrer que 7T est une tribu contenant B(R?).
2.Soit AC Rtq. A ¢ B(R).Onpose B = A x {0}.
(a) Montrer que B ¢ B(R?).

(b) On pose f = 1 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R mais que les
fonctions f(x1,-) et f(-; x2) sont boréliennes de R dans R, pour tout 71, z2 € R.
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7.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Exercice 7.5 (Contre-exemple au théoreme de Fubini) Corrigé 147 page 450
Soit L' = L (R, B(R), \). Pour (z,y) € R?, on pose :

S — sizx>0etx <y <2zx

(@+D)?
S S <
f(m,y) _ 17 sTx>Oet2x <y <3z (7.18)
0 siz > 0ety &z, 3z]
0 sixz <O0.

1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.

2. Montrer que pour touty € R, f(.,y) € L'; on pose ¢(y) = [ f(z,y)d\(z). Montrer que ¢ € L*.
3. Montrer que pour tout z € R, f(z,.) € L'; onpose ¢(z) = [ f(z,y)d(y). Montrer que ¢ € L.
4. Montrer que [ ¢d\ # [ pdX (¢ et ¢ sont définies dans les questions précédentes).

5. Pourquoi le théoréme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici ?

Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive) Corrigé 148 page 452

Soit (E, T, m) un espace mesuré o-fini, et f : E — R, une application mesurable. On pose F' = 1,4 avec
A={(t,z) eRX E;0<t< f(x)}.

1. Montrer que F est B(R) ® T- mesurable

2. Montrer que [ fdm = O+°O m({x € E; f(x) > t})dt et que [ fdm = 0+°o m({z € E; f(x) > t})dt.
[Utiliser le théoreme de Fubini-Tonelli. ]

Exercice 7.7 (Une caractérisation de L”) Corrigé 149 page 453
On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].

Soit f une application mesurable de R dans R. Pour tout y € R, on pose A, = {z € R; |f(z)| > y}. Pour tout
y € R*, on pose 4, = 0.
1. Montrer que I’application (z,y)" — 1,4, () est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer par montrer
que {(z,y)" € R% | f(z)| > y} est un borélien de R? ]
Soit p € [1,00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y[P"*A\(A,) (en convenant que g,(0) = 0 si A(4g) = o0).
2(a) Montrer que I’application (,y)* — |y[P~ 14, (x) est mesurable positive de R? dans R.

(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € L5 (R, B(R), \). [On pourra, par exemple, utiliser
le théoreme de Fubini-Tonelli.]

Exercice 7.8 (Mesure de boules de R?)
On considere ici ’espace mesuré (R?, B(R?), \2). Montrer que A2 ({z € R?;|z| < R}) = 7 R? pour tout R > 0.

Exercice 7.9 (A propos de Fubini)

Soit, pour n > 1, I,, = [1 — 1/n,1 — 1/(n+ 1)[; on pose ¢, = n(n + 1)x1, et f(z,y) = >, ~(¢n(z) —
Pnt1(2))en(y)-

1. Montrer que f : [0, 1] — R est bien définie et mesurable,

2. Montrer que, pour tout x € [0,1], y — f(x,y) est intégrable sur [0, 1]et que, pour tout y € [0, 1], x — f(x,y)
est intégrable sur [0, 1],

3. Montrer que F' : z +— f[o.1] flz,y)dyetG :y — f[o 1 f(z,y) dx sont intégrables sur [0, 1]. Calculer alors
x) dx et y) dy. Peut on appliquer a f le théoréme de Fubini ?
o F@)duet [ G(y)dy. P liquer & f le théoréme de Fubini ?

209



7.7.3 Mesure de Lebesgue sur B(R”Y)

Exercice 7.10 (Propriétés élémentaires de \n) Corrigé 150 page 454
Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RY).

1. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Montrer que [, A; € BRY) et An (T, A:) = T2, AM(A)).

i=1
2. Soitay,...,any € Retfq,...,0n € Rtq.a; < B; pourtouti € {1,..., N}. Montrer que

N N

Av([[lew BiD) = ] M, BiD)-
i=1 i=1
3. Soit K est un compact de RY (noter que K € B(RY). Montrer que Ay (K) < +oo0.
4. Soit O un ouvert non vide de R™. Montrer que Ay (O) > 0.
5. Soit f, g € C(R™,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire An-p.p.) implique f(z) = g(z) pour tout z € RV,
6. Montrer que C.(RY,R) C L4(RY, B(RY), Ay).

Exercice 7.11 (Régularité de \n) Corrigé 151 page 456
Soit m une mesure sur B(R™) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de R¥ . (noter que ceci est vrai pour m = Ay.)

1. SoientA € B(RY) et & > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de R et F fermé de R¥ tels que :
FCACOetm(O\F)<e.

2. Soit A € B(RY). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(0), O ouvert t.q. A C O}.

[On pourra s’inspirer de la démonstration de la régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les compacts (théoreme
2.3).]

Exercice 7.12 (Densité de C, dans L' (R"V))

Soit N > 1. Montrer que I’espace C.(RY,R) est dense dans L' (RY) (c’est-a-dire que, pour tout f € L}(RY)
et tout ¢ > 0, il existe p € C.(RY) t.q. |f — ¢|l1 < ). [S’inspirer de la démonstration faite pour le cas N = 1,
théoréme 5.5.]

Exercice 7.13 (Densité de C, et C>° dans L') Corrigé 152 page 458
Soit d > 1 et y une mesure sur les boréliens de R?. On suppose que ;. vérifie les deux propriétés suivantes :

(pl) p est est finie sur les compacts de RY, c’est-a-dire que (/) < +oo si K est un compact de R?,

(p2) u est réguliere, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout ¢ > 0, il existe O ouvertet F fermét.q. F C A C O
etu(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration n’est pas
demandée ici.

On note £}, I'espace L (R, B(R?), ). Pour f € L}, onnote || f|y = [ | f|dp. Enfin, pour z € R?, on note |z la
norme euclidienne de x.

1. Soit ¢ € C.(R% R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et a support compact). Montrer que ¢ € E}L.

2. Soit K un compact de R et > 0. Pour = € R%, on pose p(z) = M avec d(z, K) = inf{|z — y|,
y € K}. Montrer que ¢ € C.(R% R) et que p(z) = 1siz € K.
3. Soit A € B(RY) t.q. pu(A) < +oc.
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(a) Soit e > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. K C A C Oet u(O\ K) <e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R%, R) t.q. [|¢ — 1al; <e.
4. Soit f une fonction borélienne positive de R? dans R. On suppose que f € E}L. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
0 € C(RER) t.q. || f — ¢l|l1 < e.[On pourra approcher f par une fonction étagée.]
5. (Densité.) Soit f € L}, ete > 0.
(a) Montrer qu’il existe p € C.(RL,R) t.q. || f — ¢1 <e.
(b) Montrer qu’il existe 1 € C°(R%, R) t.q. ||f — %[/1 < e. [On pourra montrer que, si ¢ € C.(R% R), on a
lle—wnlli — 0,quand n — oo, avec @,, = Y*py, et (py, )nen+ une famille régularisante, voir la définition 8.4.]
6. (Continuité en moyenne ?)
(a) Soit p € C.(R4, R). Montrer que ||¢(- + h) — ¢|/1 — 0 quand h — 0.
(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et 1) qu’on peut avoir f € L’}L
et| f(-+h)— fllL # O0quand h — 0.

7. On suppose maintenant que €2 est un ouvert de R? et que y est une mesure sur les boréliens de (2, finie sur
les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(2,R) et
C°(Q,R) dans L (2, B(Q), ).

Exercice 7.14 (Invariance par translation de \y) Corrigé 153 page 459

Soient N > 1, ay,...,an € R*et By,...,8y € R. Pour x = (z1,...,2x5)" € RY, on pose p(z) = (21 +
Bi,...,anzy + Bn)t, de sorte que ¢ est une bijection de RV dans RY.

1. Soit A € B(RY), montrer que p(A) = {p(x), z € A} € B(RV).

2. Montrer que Ay (p(A)) = Hf;l |oi| A\ (A) pour tout A € B(RY). [On pourra faire une récurrence sur N : La
proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R), notée A. On suppose que le résultat est
vrai pour Ay_1 (et pour toute famille a1, ...,an_1 € R*, f1,...,8n—1 € R). On le démontre alors pour Ay
en posant m(A) = (Hfil |oi|) "t AN (¢(A)) et en montrant que m est une mesure sur B(RY) égale & Ay sur
BRN~1) ® B(R). On utilise pour conclure la partie “unicité" du théoreme 7.1 sur la mesure produit.]

Exercice 7.15 (Changement de variables simple) Corrigé 154 page 460
Soient N > 1, aq,...,any € R*etB1,...,8n € R.Pourz = (21,...,2x5)" € RY. On pose p(z) = (a1 +
B1y- .. anzy + Bn)! (de sorte que ¢ est une bijection de RY dans RY).

1. Soit f € &, = £ (RN, B(RN)), montrer que f o € & etque [ fdAy = [T, || [(f o ©)dAn. [Utiliser
I’exercice 7.14.]

2. Soit f € M4 = M (RN, B(RY)), montrer que f o € M etque [ fd\n = Hf\il lovi| [(f o @)dAn.
3. Soit f € L = LL(RN, B(RN), \y), montrer que f o o € L1 et que [ fdAn = [T, |eul| [(f 0 ©)dA.
Exercice 7.16 (Primitives de fonctions LP) Corrigé 155 page 461

Soit p € [1,00[. On note L? = L§(]0,1[, B(]0, 1[), A). Soit f, g € LP. On définit F et G de [0, 1] dans R par, pour
z € [0,1],

Fla) = [ st = [ gan. 6= [ oo (- /}0@[9‘“)'

10,2[

1. Montrer que F et G sont des fonctions continues et qu’il existe C' € R t.q. |F(y) — F(z)| < Cly — x|17% et
1
|G(y) — G(z)| < Cly — z|*~#, pour tous z,y € [0,1], z < y.
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2. Onsuppose p > 1. Soitn € N*etk € {0,...,n—1}. Montrer que, pour tout z € [£, £ ona (F(2), G(z)) €
Ank X By i, out Ay et By, i, sont des intervalles de R (indépendants de ) dont les longueurs tendent vers 0
quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

3. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(x),G(x)); z € [0,1]} est une partie négligeable de R? (muni de la
mesure de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable des longueurs de A,, ;, et
Bk, inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quand n — 00.]

Exercice 7.17 (Lemme de Comparaison)
Soit ¢ une fonction décroissante de R* dans R, on définit I’application de B(R) x B(R) dans R par :

24.8) = [ [ o= ydsdy

Soient A, B € B(R), a = A(A), b = A(B) (A est la mesure de Lebesgue) et o, 5 € R, v < b tels que A C [a, 5]
et B C [, ). Montrer que
®(A,B) > O([a, + al, [B — b, b]).

Exercice 7.18
Soit ¢ : R? — R B(R?)-mesurable. Pour z € R, on pose : f,,(z) = ¢(z, z).
1. Montrer que f, est B(R)-mesurable.

2. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables. Montrer que ¢ = 9 Aa-p.p. & f, = fy A-p.p.. (A2 est la mesure
de Lebesgue sur B(IR?) dont on suppose I’existence).

3. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables t.q. :

(a) o(x,.) et ¢(x,.) sont continues p.p.en x € R
(b) ©(,.y) et (., y) sont mesurables pour tout y € R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory".)
(a) Montrer que ¢ et ) sont B(R?)-mesurables.

(b) Montrer que ¢ = ¥ Aa-p.p. = @¢(x,.) = ¥(z,.) partout, p.p. en x € R. En déduire que si p = ¢ \a-p.p,
alors f, = fy A-p.p..

7.7.4 Convolution

Exercice 7.19 (Propriétés élémentaires de la convolution) Corrigé 156 page 463

Soit f,g € LY(RN) = LL (RN, B(RY), Ay).

1. Montrer que fxg = g« f p.p.. [Utiliser I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

2. On suppose que f et g sont & support compact (f a support compact signifie qu’il existe /&, compact de RV, t.q.
f =0 p.p. sur K¢). Montrer que la fonction f * g est alors aussi a support compact. [On désigne par B(0, «) la

boule ouverte de centre 0 et de rayon «v. Comme f et g sont a support compact, il existe a et b € R tels que
f =0p.p.sur B(0,a)¢ et g =0 p.p.sur B(0,b)°. Montrer que f * g = 0 p.p. sur B(0,a + b)°.]

Exercice 7.20 (Convolution L? — C2°) Corrigé 157 page 464
Soit 1 < p < oo. Soit f € LP(RYN) = LE(RN, BRY), Ay) (ou f € L] .(RY)) et p € C>°(RY,R). On pourra
se limiter au cas N = 1.
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1. Montrer que pour tout z € R, la fonction f(-)p(x — -) appartient 2 £ (R™). On pose alors
frp) = [ FOp =y,

2. Montrer que f x p € C°(RY R).
3. On suppose maintenant que f est a support compact, c’est a dire qu’il existe un compact de R, noté K, t.q.
f =0p.p. sur K¢, montrer que f x p est aussi a support compact.

Exercice 7.21 (Inégalité de Young) Corrigé 158 page 465

Soient 1 < p < +oo, f € LY(RN, BRN),An) et g € LE(RYN, B(RY), A\y). Montrer que f * g est définie
pp.. fxg € LE(RY, BRY), Ax) et |[f x gllp, < [[fll1]lgll,- [Ecrire [(f|f(z —y)g(y)ldy)Pdz = [([|f(z -
Y) |% |f(x—1v) |% l9(y)|dy)Pdz, avec ¢ = P Appliquer I'inégalité de Holder puis le théoréme de Fubini-Tonelli].

Exercice 7.22 (Itérations de convolution)
Soient L' = LL(R,B(R),\) et f € L' t.q. f = 0 p.p. sur R_. On définit, pour n € N*, f*" par: f*! = f et
+oo
= =1 & f pour n > 1. Pour A > 0, on pose : g(a) = / e f(t)|dt.
0

1.(a) Montrer que f*™ est bien définie pour tout n € N*, et que f*” =0 sur R_.
(b) Montrer, par récurrence sur n, que f0+oo et (t)|dt < (g(a))™, pour tout o > 0 et tout n > 1.
(c) En déduire que ;| f*"(t)|dt < e**(g(a))™, pour tout o > 0 tout n > 1 et tout = > 0.

2. Soit h € Cy(R, R). Montrer que h x f(x) est définie pour tout z € R et que h x f € Cp(R,R). Remarquer de
méme que h x f** € Cp(R,R). On suppose maintenant que, h = 0 sur R_ ; montrer que, pour tout x € R,
h* f*"(x) — 0 quand n — +o0.

Exercice 7.23  Soient y et v des mesures sur I’espace mesurable (R, B(IR)). On définit o x v par : px v(A) =
Jro La(@ +y)du(x)dv(y).

1. Montrer que p x v est une mesure.

2. Montrer que si p et v sont des probabilités, alors p x v est une probabilité.

3. Montrer que si x4 et v sont des mesures de densités respectives f et g (par rapport a Lebesgue), alors p * v est
une mesure de densité f x g.

7.7.5 Changement de variables
Exercice 7.24 (Fonction Gamma)

[ee]
Pour tout z > 0, on pose I'(z) = / t* e tdt.
0

1. Montrer que I'(z 4 1) = «I'(x) pour tout 2 > 0. En déduire que I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 1.

(o)
2. Calculer F(%) On pourra utiliser/ e dy = g
0

3. Montrer que T est de classe C* sur |0, oo[ et que '™ () = / (Int)"t*~te~tdt, pour tout n > 1.
0

Exercice 7.25 (Calcul d’un volume)
Calculer le volume de E ou E = {(z,y, 2) € [0,1]3; 2 > 4xy}.
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Exercice 7.26 Corrigé 159 page 466

1. Vérifier que sin > 1 / Ry / (/ e "tdt) sin zdx.
o o Jo

2. Calculer F,(t) = / e sinxdr (t > 0).
0

3. Calculer hm / t)dt. (F,, est définie a la question précédente.)
4. En déduire que lim " sin Tir="C
n—-+0oo 0 X 2

Exercice 7.27 (Coordonnées polaires) Corrigé 160 page 468

1. Calculer f(R+)2 e— (@ +Y%) do dy (on rappelle que dx dy désigne dA2(x,y)). [On pourra utiliser le passage en
coordonnées polaires.]

2. Calculer/ e~ dz.
R+

Exercice 7.28
Soient Q@ = {(z,y) | 1< 2?2 +4y° <4, 2>0,y>0LG={(z,y) €Q|y<az}, Y ={",y)|1<2' <
4, 0<y'tetG =" Nn{y <1}.

1. Montrer qu’il existe un difféomorphisme 7' : Q — Q' tel que T(G) = G'.

2. Soit f(x,y) = z” 74?’ six # 0et f(0,y) = 0. Montrer que f est borélienne sur R?, intégrable sur G et calculer
son intégrale. f est—elle intégrable sur 2 ?

Exercice 7.29 (Sur volume de la boule unité dans R%)
On note C'y le volume de la boule unité dans RY. Montrer que, si p > 0 et B (p) désigne la boule de centre
0 et de rayon p dans RY, on a Ax(B™(p)) = p™¥Cx. En déduire la relation de récurrence suivante : Cy 1 =

Cn fol(l —u)N2y= 12 qu.

Exercice 7.30 (Sur volume de la boule unité dans R”, suite)

On appelle fonction eulérienne de premiere espece la fonction B :]0, oo[2— R définie par B(p,q) = fol tP=1(1 -
t)atdt.

1. Montrer que B est bien définie et C* sur |0, oo[2.

2. Montrer que B(p, q) = 2 fo sin(p) 2P~ cos(p) 2t dp = [;° % du. En déduire B(1/2,1/2).
L(p)I'(q)

3. Montrer que B(p, ) = Trig)
(tv,t(1 — v))]. En déduire I'(1/2).

4. Calculer, en fonction de I', les constantes C'y de I’exercice précédent.

[on pourra calculer I'(p)T'(¢) en introduisant le difféomorphisme ¢(t,v) =

Exercice 7.31 (Cordonnées polaires dans RY) Corrigé 161 page 469

On note SV~ 1a sphére de centre 0 et rayon 1 dans RY (i.e. SV=1 = {x € RY | |z| = 1}, ol |.| désigne la norme
euclidienne usuelle). Pour A € SN—1, on pose A = {tz, t € [0,1], = € A}.

Montrer que si A est un borélien de SV, alors A est un borélien de RY.

On définit alors, quand A est un borélien de SV 1, 6(A) = NAy(A). Montrer que o définit une mesure sur les
borélien de SNV ~1

214



Montrer que, pour tout f : R — R mesurable positive ou intégrable on a

o [ @) 07 = /Ooo </SN1 F(p€) da(f)) pN L dp.

Trouver alors les a € R tels que x — |z|® soit intégrable sur RV \ B; ou sur By, avec By = {z € RV ; |z| < 1}.

Exercice 7.32 (Changement de variables W' croissant) Corrigé 162 page 471
Soit f € L}(R, B(R), \) t.q. f > 0 p.p.. Pour z € R, on pose () = f_zoo f(t)dt. (On rappelle que, pour a < b,

[? f(t)dt désigne [ 13, fdN.)

1.

Montrer que ¢ € C(R, R) et que  est strictement croissante.

On note I,,, I'image de ¢ (I,,, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et f fd\)etonnote : I,, > Rla
fonction inverse de ¢ (¢ est donc continue de I,,, dans R).

On rappelle que si I est un intervalle de R et 3(I) est sa tribu borélienne, on a B(I) = P(I) N B(R).
Pour A C R, on note p(A) = {p(x), z € A}. Pour A C I,,,, on note Y(A) = {¢(z), x € A}.
. Montrer que {¢(A), A € B(R)} = B(I,,,) etque {)(A), A € B(I,)} = B(R).

3. Soit I un intervalle de R. Montrer que A(¢(I)) = [; fd.

6.

. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(¢(O)) = [, fd\. En déduire que, pour tout £ > 0 il existe § > 0 t.q. :

O ouvert, A\(O) <6 = AMp(0)) <e.

. Soit A € B(R). Montrer que A(¢(A)) = [, fdX. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de X et la

question précédente. ]

Soita,b e Rtq.a <b.

(a) Soit B € B(R). On pose g = 1. Montrer que :

©(b) b
/ g(t)dt = / 9(0(3)) F(3)ds. (7.19)
p(a) a

[Prendre A = (B N I,,)N]a, b] et utiliser la question précédente.]
(b) Montrer que (7.19) est encore vraie pour g € E1 (R, B(R)), puis pour g € M (R, B(R)).

(¢) Soit g : R — R mesurable. On suppose que gliu(a),om) € L&(R,B(R), X). Montrer g o ¢f1j,, €
Li (R, B(R), \) et que (7.19) est vraie.

NB : On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢’ = f p.p.. La formule (7.19) est alors la formule habituelle
de changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a I'intervalle |a, b[, appartient & un espace
appelé Wt (Ja, b]) (ce qui explique le titre de I’exercice).
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Chapitre 8

Densité, séparabilité et compacité

Ce chapitre est consacré en majeure partie aux espaces L% (€2, B(€2), Ay) ot © un ouvert de RV, N > 1, B(€2) est
la tribu borélienne de (2, A désigne la restriction 2 B(2) de la mesure de Lebesgue sur B(R™Y) (aussi notée \y)
etl <p< oo

On notera toujours LP () = LE (22, B(Q2), An).

8.1 Théoremes de densité pour les espaces L”(?)

8.1.1 Densité des fonctions C.(§2, R) dans L?({2)

Définition 8.1 Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q2 dans R. On dit que f est a support
compact (dans Q) si il existe un compact K C Q tel que f = 0 sur Q\ K.

On note souvent supp( f) I’adhérence dans 2 de I’ensemble des 2 € Q t.q. f(z) # 0. On peut montrer que f est a
support compact si et seulement si supp(f) est compact.

Définition 8.2 Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de ) dans R. On dit que f € C°(, R)
i

1. f estde classe C™ (de ) dans R).

2. f est a support compact (dans Q).

On note aussi D(Q) = C(Q,R).

Remarque 8.1 Si N = 1 et Q =0, 1], la fonction f définie par f(x) = z(x — 1) est de classe C* sur €2, mais

elle n’est pas a support compact. En effet, il n’existe pas de compact inclus dans ]0, 1] t.q. f soit nulle en dehors
de ce compact.

Par contre, si f est de classe C*° sur |0, 1] et si il existe € > 0 tel que f(z) = 0 pour = €]0, e[ et pour x €]1 —¢, 1],
alors f € C°(, R).

Théoréme 8.1 (Densité de C.(2, R) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+oo[ et Q un ouvert de RN (par
exemple, 2 = RYN). Alors :

C (9, R) est dense dans L?(Q2) c’est-a-dire :

VfeLP(Q), Ve >0, Jp € Co(QR) t.q. ||f —¢llp, <e. (8.1)
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DEMONSTRATION : La démonstration de ce résultat est faite dans 1’exercice 6.4 pour le cas (2 = R. La généralisa-
tion donnée ici se démontre de maniere trés voisine (grace au résultat de régularité, proposition 7.5), voir I’exercice
8.1. |

Une conséquence importante du théoreme 8.1 est la “continuité en moyenne" que 1’on donne maintenant.

fCe+h) = fllp

Théoréme 8.2 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+oo,et f € LP(RY). Alors,
— 0 quand h — 0, c’est-a-dire :

/|f($+h) — f(z)|Pdz — 0, quand h — 0.

DEMONSTRATION : La démonstration est ici encore trés similaire a la démonstration vue pour N = 1 dans
I’exercice 6.4, elle est proposée dans I’exercice 8.2. ]

Remarque 8.2 (Attention a L°°!) Les deux résultats précédents sont faux dans L°°. Considérer par exemple le
cas N = 1 etla fonction f = 1g, (qui appartient a L>°(R), en confondant f avec sa classe). On peut montrer que
(voir I’exercice 8.3) :

1
2.Yh >0, [|f(-+h) = flleo = 1.

8.1.2 Régularisation par convolution

Sia € Ry, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon a de RY.

Définition 8.3 (L},,)

Soient N > 1 et Q un ouvert de RY. Soit f : Q — R. On définit que f est “localement intégrable sur 2" si
flg € LY(Q) (au sens “il existe g € L(Q) t.q. f = g p.p. sur K") pour tout compact K € €.

On note L}, .(Q)(= L}, .(Q, B(Q), A\n)) I’ensemble des fonctions localement intégrables sur ).

loc

Remarque 8.3 Soient N > 1 et 2 un ouvert de RY. Pour tout p tel que 1 < p < 400, ona LP(Q) C L}OC(Q)
(ceci est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espaces L, proposition 6.8).

Définition 8.4 (Famille régularisante) Soit N > 1 et soit p € C°(RN,R) t.q. p > 0, {x € RN ; p(z) # 0} C
Bj et [ p(x)dz = 1. On appelle famille régularisante (ou famille de noyaux régularisants) la famille de fonctions
(pn)nen+ C C(RN | R) définie par : p,(z) = n™p(nz),z € RN, n € N*.

Remarque 8.4 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que {z € RY; p,(z) # 0} C B et
J palw)de =1 )

Il existe bien des fonctions vérifiant les propriétés demandées pour p dans la définition 8.4. Pour N = 1, par
exemple, il suffit de prendre p(z) = aexp(——) pour = €] — 1,1 et p(z) = 0 pour z &] — 1,1[, avec o > 0
choisi pour avoir [ p(z)dz = 1.

Lemme 8.1 Soient N > 1, (pp,)nen+ une famille régularisante et f € L}OC(RN). Alors, f * py,, est définie partout
sur RN et fxp, € O (RN R). De plus, si il existe a > 0t.q. f = 0p.p. sur B, on aalors fxp, = 0 sur B;_%
(f * pn est donc a support compact).
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DEMONSTRATION : La démonstration du fait que f x p, € C°°(R¥ R) est donnée dans I’exercice 7.20. La
seconde partie est donnée dans les exercices 7.20 et 7.19. L’indication de la seconde question de I’exercice 7.19
donne le support indiqué ici pour f * p,. ]

Proposition 8.1 Soit N > 1, (p,)nen~ une famille régularisante. Soient p € [1,+oc[ et f € LP(RYN). Alors,
f % pn — f dans LP(R™N) lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence du théoréme de continuité en moyenne (théoreme 8.2).
On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour n € N*, on pose f, = f x p,,. Pourz € R, ona:

fule) - flz) = / F(@ — y)on(y)dy — f(z) / pu))dy
- / (f(z—y) — £(2))pn(y)dy,

et donc :

) - / @ —y) — £(@)|on(v)dy)P.

11
Pour p > 1, on utilise I’inégalité de Holder en écrivant p,, = pﬁ ps (avec ¢ = p/(p — 1)) et on obtient (ce qui est
aussi immédiatement vrai pour p = 1) :

fal) — F(@)P < / @ — ) — F(@)[pn)dy( / pnly)dy)
- / (@ — ) — F(@)Pon(y)dy.

On remarque maintenant que I’application (z,y)* — (f(y) — f()) est mesurable de R? dans R (munis de leur
tribu borélienne), ceci est une conséquence (par exemple) de la proposition 7.3 et de la mesurabilité de la somme
d’applications mesurables. L’application (z,y)! — (z,z — y) est mesurable de R? dans R? (car continue). Par
composition, I'application (z,y)! — (f(z — y) — f(x)) est donc mesurable de R? dans R. On en déduit, en
utilisant une nouvelle fois la mesurabilité de la composée d’applications mesurables (et du produit d’applications
mesurables), que (z,y)! + | f(z —y) — f(2)|Ppn(y) est mesurable (positive) de R? dans R.

(8.2)

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :

[15u@) = s@las < [([ 1@ 3) = @ pali)y)ds
= [([ 176~ 0) - H@) ooy 53)
- /B 17— ) — FlEpn(v)dy

n

On utilise maintenant le théoreme 8.2. Soit ¢ > 0. Il existe n > 0 t.q. :
heRY, bl <n = | f(—h)— fll, <e
On déduit donc de (8.3) que :

1

E§n=>||fn—f||p§€-

Ce qui termine la démonstration. ]

Le deux résultats précédents permettent de démontrer le théoreme de densité suivant :
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Théoréme 8.3 Soient N > 1 et p € [1, o0, C° (RN, R) est dense dans LP(RY).

DEMONSTRATION : La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de “troncature et régularisation”.

Pour f € LP(R™), on dit que f est “a support compact" si il existe K compact de RY t.q. f = 0 p.p. sur K. On
note A 1’ensemble des f € LP(R™) a support compact.

Etape 1. On montre dans cette étape que A est dense dans LP(RY). Soit f € LP(RY). Pour n € N, on pose
fn = flp,. Comme f, — f p.p. quand n — oo et |f,| < |f| p-p. (pour tout n € N), on peut appliquer le
théoreéme de convergence dominée dans LP (on utilise ici le fait que p < co). Il donne que f,, — f dans LP(RY)
quand n — oo. Comme (f,,)nen C A, on a bien montré la densité de A dans LP(RY).

Etape 2. Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une suite
(fo)nens C C(RY . R) t.q. f,, — f dans LP(RY) quand n — oc. Or cette suite est donné avec f,, = f x p,, ol
(pn)nen- est une famille régularisante. En effet, le lemme 8.1 donne que (f,,)nen+ C C2°(RY,R) et la proposi-
tion 8.1 donne que f,, — f dans LP(R™) quand n — oo. [

On rappelle (remarque 8.2) que C.(RY,R) (et donc aussi C>°(R™ R)) n’est pas dense dans L°°(R™). 11 est
intéressant aussi de remarquer que le théoréeme précédent (théoreme 8.3) est encore vrai si on remplace la mesure
de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de R (IV > 1), finie sur les compacts. Toutefois la démonstration
donnée ici doit alors étre modifiée. Ceci est fait dans I’exercice 7.13 pour p = 1 (et la généralisation pour traiter
tous les cas p € [1, oo[ est assez simple).

8.1.3 Densité de C°(Q2, R) dans LP(£2)
On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert de RY.

Théoréme 8.4 (Densité de D((2) dans L?(Q)) Soient N > 1, p € [1,+o0[ et Q un ouvert de R™. Alors, D(Q2) =
C(Q,R) est dense dans LP ().

DEMONSTRATION : Pour 2 # RY, on pose K,, = {z € RY ; d(z,Q°) > L} N B, sin € N*.

Soient f € LP(Q)) et e > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théoréme précédent, le théoréme
de convergence dominée dans LP) que flg, — f dans LP(Q2) quand n — oo. On peut donc choisir ng € N* t.q.

If = Frollp <e.

On pose maintenant g = f,,,. On peut considérer que g € LP(RY) etona g = 0 p.p. sur K¢ avec K = K,,,.
En prenant une famille régularisante, (p,,)nen«, le lemme 8.1 et la proposition 8.1 donnent que g x p,, — ¢ dans
LP(RY) quand n — 00 et (g * pn)nen C C°(RYN | R). 11 suffit alors de remarquer que la restriction de g x p,, &
Q) est a support compact dans 2 dés que n > ng pour conclure la démonstration. ]

Ici aussi, le théoreme 8.4 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de
Q, finie sur les compacts. La démonstration donnée ici doit alors étre modifiée (voir I’exercice 7.13).

8.2 Séparabilité de L7 (1)
Proposition 8.2 Soient N > 1, Q un ouvert de RY et p tel que 1 < p < 4o00. Alors, I’espace LP(S)) est séparable.

DEMONSTRATION : La démonstration est 1’objet de 1’exercice 8.4 (et de 6.5 pour le car Q2 = R). ]

Les espaces du type L ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.5 montre que, par exemple, L (R, B(R),
A) n’est pas séparable. Une adaptation simple de la démonstration de 1’exercice 8.5 montre aussi que ’espace
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Cb(Rd, R) (ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R), muni de la norme de la convergence uni-
forme, n’est pas séparable. Par contre I’espace Cp(R¢, R) (ensemble des fonctions continues de R? dans R tendant
vers 0 quand le norme de la variable tend vers I’infini), mumi de la méme norme, est séparable. Ceci est une
conséquence des deux premiéres questions de 1’exercice 8.4 (car C, est dense dans Cj).

8.3 Compacité dans les espaces L”(2)

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E'; on rappelle que A est (séquentiellement) compact si de
toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge. Notons que cette notion de compacité
“séquentielle” est équivalente & la notion ce compacité “de Borel -Lebesgue" (i.e. de tout recouvrement de A par
des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dés que E est un espace métrique (ce qui est notre cas, car
E est un espace vectoriel normé).

Une partie A de E est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou encore si il existe un compact
K de E telque A C K).

Dans le cas ou E est un espace de dimension finie, A est compacte si et seulement si A est fermée bornée, et A est
relativement compacte si et seulement si A est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +o0. On sait par le théoreme de Riesz que la boule unité
fermée d’un e.v.n. E est compacte si et seulement si la dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas E = LP () (92 ouvert non vide de RN ), espace vectoriel normé de dimension infinie,
et on voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée une suite de fonctions
de LP(2), sous quelles hypothéses peut-on en extraire une sous-suite qui converge ? Une condition nécessaire évi-
dente est que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée). La deuxieme
condition est, pour 1 < p < 400 et §) bornée, que la partie soit équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le
théoréme suivant :

Théoréme 8.5 (Kolmogorov) Soit Q@ € B(RN) et 1 < p < +00; on considere ici ’espace mesuré (E,T,m)
= (Q,BRYN), A\n). Soit A C LP(Q) ; A est relativement compacte si et seulement si :
1. Il existe C € Rtq. || f||, < C pourtout f € A,

2. la partie A est équicontinue en moyenne, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 t.q. :
pourtout f € A, |h| <5 =||f(-+h) - fll, <,

3. la partie A est “équi-petite a l'infini", c¢’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a € Ry, t.q.

/ |f|pdm < e pourtout f € A,
B

ou f est la prolongée de f par 0 en dehors de ).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme se fait en utilisant la densité de 1’espace de fonctions
C.(Q,R) dans L?(Q) et le théoreme d’Ascoli que nous rappelons ci aprés (théoreme 8.6). Elle est laissée a titre
d’exercice, le cas p = 1 est donné dans I’exercice 8.8. ]

Théoréme 8.6 (Ascoli) Soient K une partie compacte de R et A une partie de I’espace vectoriel C(K,R) muni
de la norme uniforme ; A est relativement compacte si et seulement si A est bornée et uniformément équicontinue,
eV e>030>0;VaoyekK, |lz—yl <d=|f(x)— fly)|<eV feA
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Corollaire 8.1 Soient Q € B(RY), 1 < p < 400 et (fn)nen C LP(Q). On suppose que la famille A = {f,,, n €
N} vérifie les conditions 1, 2 et 3 du théoréme de Kolmogorov. On peut alors extraire de (fy,)nen une sous-suite,
notée (fo(n))nen, et il existe f € LP(Q) t.q. fon) — f dans LP(Q?) quand n — oo.

8.4 Compacité faible-x

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible-x dans le dual d’un espace de Banach. On a une propriété de
compacité tres utile lorsque I’espace de Banach considéré est séparable :

Proposition 8.3 (Compacité faible-x séq. des bornés de E’ si E est séparable)

Soit F un espace de Banach séparable et F' son dual topologique. Soit (T,,)ncn une suite bornée de F'. Alors, il
existe une sous-suite (T, )xen et T € F' t.q. la sous-suite (T),, )en converge vers T x-faiblement dans F' (i.e.
Ty, (u) = T'(u) (dans R) pour tout élement u de F.)

DEMONSTRATION : La démonstration va se faire en trois étapes. L’ étape principale est probablement la deuxieéme
étape (qui décrit le “procédé diagonal").

On commence par remarquer que, comme F' est séparable, il existe une partie A de F', dénombrable et dense.
Comme A est dénombrable, il existe uns suite (fp)pen+ t.q. A = {fp, p € N*}. Onnote aussi C = sup,,c || Tn| 7
(ona C < +oo car la suite (T},),en est bornée dans F”).

Etape 1. Dans cette premiere étape, on montre, par récurrence, 1’existence d’une suite d’applications strictement
croissantes (1) pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (T, o...op, (n) (fp))nen converge dans R.

L’existence de 11 découle du fait que la suite (75, (f1))nen est bornée dans R (car |T,,(f1)| < C|f1l/F). Puis,
pour p > 1, en supposant 1, ..., construits, on utilise le fait que la suite (T o. .oy, (n)(fpt+1))nen est
bornée dans R. On obtient I’existence d’une application srtictement croissante v,11 de N dans N t.q. la suite

(Twlo---owp+1('rz) (fp+1)nen converge dans R.

Etape 2. On note ¢,, I’application ¢; o ... o 1),,. La deuxiéme étape consiste a définir 1) de N dans N en posant

¥(n) = ¢n(n), pourn € N.

La fonction ¢ est strictement croissante de N dans N. On va montrer que, pour tout p € N*, la suite (T3 () (fp) )nen
converge dans R. En effet, soit p € N*. Pour n > p,ona:

PY(n) =vro...otp(Ppy10...09%n(n)) = @p(Ypr10... 0 Py(n)).

La suite (Ty(n)(fp))nen est donc extraite de la suite (T, (n)(fp))nen @ partir de n = p. Ceci prouve que
(Tp(n)(fp))nen converge dans R.

Etape 3. On utilise maintenant la densité de A dans F'. L’étape 2 nous donne, pour tout g € A, la convergence
dans R de la suite (T7(,)(9))nen. La densité de A dans F et le fait que la suite (7}, ),en est bornée dans F nous
permet d’en déduire que la suite (7 (,)(f))nen converge dans R pour tout f € F'. En effet, soit f € . Pour tout
g € Aettoutm,n € N,ona

I Tp(n) (f) = Typm) (O £ 2C1f = gllp + | Tpn)(9) = Typ(m) (9)]-
On en déduit facilement que la suite (T',(,)(f))nen est de Cauchy dans R et donc est convergente.
Pour tout f € F, on note T'(f) la limite (dans R) de la suite (T (f))nen. Comme les applications T}, sont

linéaires, I’application T est aussi linéaire (de F' dans R). Puis, comme ||7},| s < C pour tout n € N, on a aussi
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IT(f)| < C||fllF pour tout f € F.Onadonc T € F’ et, finalement, Ty(,y — T x-faiblement dans F”, quand
n — oo. Ce qui termine la démonstration. [ ]

La proposition 8.3 s’applique aux suites bornées de L>°(€). En effet, grice au théoréme 6.10 et & la proposition
8.2, ’'espace L>°() peut étre identifié au dual de I’espace L*(£2), qui est un espace séparable (£ est ici un borélien
de RM). On a donc, par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.4 (Compacité faible-x séquentielle des bornés de L°°)

Soit d > 1. On note L*>° I'espace LF (R, B(RY), \y). Soit (uy,)nen une suite bornée de L™, i.e. telle qu’il existe
M € Ry t.q. ||uplloo < M pour tout n € N. Alors, il existe une sous suite, encore notée (uy)nen, et il existe
u € L™ t.q. u, — u *-faiblement dans L*°.

Dans le cas p €]1, +00[, on peut écrire une propriété de compacité faible :

Proposition 8.5 (Compacité faible séquentielle des bornés de L?)

Soitd > 1 et p €]1,+oc[. On note LP I'espace L (R, B(RY), \y). Soit (un,)nen une suite bornée de LP, i.e. telle

qu’il existe M € Ry t.q. ||uy|lp, < M pour tout n € N. Alors, il existe une sous suite, encore notée (U )nen, et

il existe uw € LP t.q. u,, — u faiblement dans LP, c’est-a-dire t.q. [(u,v — uv)dm — 0 pour tout v € L4, ot
_ P

4= 51

On donne maintenant une conséquence, trés utile pour les probabilités, de la proposition 8.3. Cette conséquence a

déja été évoquée dans la remarque 6.27.

Proposition 8.6 Soitd > 1 et (my,)nen une suite de mesures finies sur B(R?). On suppose que sup,, cy my, (R?) <
+00. Il existe alors une sous suite, encore notée (my,)nen, et une mesure finie sur B(R) notée m t.q.

/(pdmn — /apdm pour tout ¢ € Cy(R% R).

De plus, si la suite (m., )nen est tendue, on a alors m,, — m étroitement. (Ce dernier résultat est aussi vrai si on
remplace I’hypothése “(my, )nen est tendue” par “m.,(R?) — m(R%)").

DEMONSTRATION : On rappelle que Co(R%R) = {¢ € C(R%R), ¢(z) — 0 quand |#| — oo}. On mu-
nit Cy(R%, R) de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire |||, = sup{|o(z)|, € R?}. L’espace
Co (R4, R), muni de cette norme, est un espace de Banach séparable (alors que I’espace C,(R?, R) muni de cette
méme norme n’est pas séparable).

On note E 1’espace Cy(R?, R) (muni de la norme de la convergence uniforme). Pour n € N et ¢ € E, on pose
L,(p) = f wdmy,. La suite (L, )nen est donc bornée dans E’, car on a

IZallEr < ma(RY).
11 existe donc une sous suite de la suite (m,, ) ,en, encore notée (M, )nen, et il existe L € E' t.q.
/godmn — L(¢y) pour tout p € E.
L application L est donc une application linéaire positive (c’est-a-dire ¢ > 0 = L(y) > 0) de E dans R. D apres
le chapitre 5, il existe alors une mesure finie m sur les boréliens de R? t.q. L(y) = | ¢dm pour tout ¢ € E (en

fait le théoréme 5.2 donne ce résultat pour d = 1, la démonstration est semblable pour d > 1). Ceci donne bien le
résultat annoncé, c’est-a-dire

/gpdmn — /gpdm pour tout ¢ € Co(R%, R).
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Il est intéressant de noter que si m,, est pour tout n € N une probabilité, la mesure m n’est pas forcément une
probabilité et la suite (m,,)nen peut ne pas converger étroitement vers m. (Un exemple pour d = 1 consiste a
prendre m,, = 6, et m = 0.)

Toutefois, si on suppose que la suite (172, )<y est tendue (ou si on suppose que 1., (R%) — m(R)), la proposition
6.28 (ou la propostion 6.25 pour le cas m,, (R?) — m(RR)) donne la convergence étroite de m,, vers m, c’est-a-dire

/(pdmn — /<pdm pour tout ¢ € Cy(R% R).
m

Du point de vue des probabilités, la conséquence de la proposition 8.6 est que si (X,,)nen est une suite de v.a.r.
dont la suite des lois est tendue, il existe alors une v.a.r. X et une sous suite de la suite X,, t.q. cette sous suite
converge en loi vers X (cf. proposition 9.6 pour le cas de vecteurs aléatoires).

8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Densité de C..(£2, R) dans L?(Q2))

Soient, N > 1, p € [1,+o0o0[ et 2 un ouvert de R™V. Montrer que C..(©2, R) est dense dans LP(2), c’est-a-dire que
pour tout f € LP() et pour tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(Q2,R) t.q. | f — ¢||, < e. [Reprendre la démonstration
de I’exercice 6.4 qui traite le cas {2 = R. Utiliser le résultat de régularité, proposition 7.5.]

Exercice 8.2 (Continuité en moyenne)
Soient N > 1, p € [1,4o0[ et f € LP(RY). Montrer que ||f(- + h) — f|l, — 0 quand h — 0. [Reprendre la
démonstration vue pour N = 1 dans I’exercice 6.4]

Exercice 8.3 (Non densité de C. dans L°°) Corrigé 163 page 473

On considere f = 1g, (qui appartient a Lz° (R, B(R), A), en confondant f avec sa classe).
1. Montrer que || f — ¢|ls > 4 pour tout ¢ € C(R,R).

2. Montrer que || f(- + h) — f]leo = 1 pour tout i € Rx.

Exercice 8.4 (Séparabilité de LP(2), 1 < p < c0) Corrigé 164 page 473

Soient N > 1, Q un ouvert de RV et p tel que 1 < p < +o00. Montrer que ’espace LP () est séparable.

On pourra se limiter au cas 2 = R et raisonner ainsi : Soit n € N*, pour ¢ = 0,1,...,2n? — 1, on note :
Iy =[-n+L-n+ ﬂnl[ Onpose: A, ={f R=>R;f m=mrour€Qetf=0sur [—n, n[¢}. On pose

A= UnEN* An
1. Montrer que A est dénombrable.

2. Montrer que, pour tout f € C.(R,R) et pour tout e > 0, il existe g € A t.q. ||f —gl|, < e.
3. Conclure par la densité de C..(R, R) dans LP(RR, ) (théoréme 8.1).

Exercice 8.5 (Non séparabilité de L3 (R, B(R), A)) Corrigé 165 page 474

On note B I'ensemble des f appartenant a L>° (R, B(R), \) t.q., pour tout n € N, f = 0 p.p. sur Jn,n + 1] ou
f=1pp.sur]n,n+1].

1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de 1’ensemble des parties de N dans B.]

2. Soit A une partie dense de L (R, B(R), A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € At.q. ||f — glloo < 3.
En déduire qu’on peut construire une application injective de B dans A.
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3. Montrer que L (R, B(R), A) n’est pas séparable.

Exercice 8.6 (Convolution L? — L?) Corrigé 166 page 475
Pour 1 < p < 00, onnote LP = LL(R, B(R), A) et LP = LY (R, B(R), ).

1.Soit1<p<+oo,q:ﬁ,fGﬁpetgeﬁq.

(a) Montrer que pour tout = € R, I’application f(-)g(x — ) est intégrable.
On peut donc définir (f x g)(z) pour tout z € R.

(b) Montrer que |(f * g)(x)| < || fllpllgllq. pour tout z € R.

(c) Montrer que f x g est continue sur R.

2.Soit1<p<+oo,q:p%1.
(a) Soit F' € LP et G € L9. Montrer qu’on peut définir F' x GG sur R en posant ' x G = f x g, avec f € F et
g € G. [1l suffit donc de démontrer que f x g ne dépend pas du choix de f dans F et g dans G.]

(b) Montrer que Iapplication (F, G) — F G est bilinéaire continue de L? x L4 dans C, (R, R) (on rappelle que
Cy(R,R) est I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la norme de la convergence
uniforme).

(c) Soit F' € LP et G € L%. Montrer que F x G € Cy(R, R) (c’est-a-dire que la fonction F x G est continue de
R dans R et que (F' x G)(z) — 0 quand x — $00).

3. On prend maintenant p = 1 et ¢ = +00.

(a) Soit f € L' et g € £°°. Montrer que (f*g)(x) est bien définie pour tout z € R. Montrer que fxg € Cy(R, R).

(b) Soit F' € L' et G € L. Montrer que (F x G)(z) est bien définie pour tout # € R en posant F x G = f * g,
avec f € Fetg € G.

(c) L’application (F, G) — F % G est-elle continue de L' x L® dans Cj, ?
(d) A-t-on F x G € Cy(R,R), pour tout F' € L' et G € L>=?

Exercice 8.7 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C2°) Corrigé 167 page 478

Soit d € N*. On rappelle que )\ est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que 1’élément d’intégration
par rapport & A4 est noté dz (au lieu de d\4()). On rappelle aussi que | - | dénote la norme euclidienne dans RY.
On se donne une fonction p € C° (R4 R) t.q. :

— p(z) =0siz e RY, |z| > 1,

- p(z) >0sizx € R4,

- [p(z)dz = 1.

Pour n € N*, on note p,, la fonction définie par p,(z) = nép(nz), de sorte que (p,)nen~ est une famille de
noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € L (R, B(R?), \g).
(a) Soit ¢ € C*(R4, R). Montrer que fo € L1 (RY, B(RY), \g).
On suppose maintenant que [ f(z)¢(z)dz = 0 pour tout p € C° (R4, R).

(b) Soit n € N*. Montrer f * p,, () est bien défini pour tout x € R? et que f x p,,(x) = 0 pour tout x € R%.
(c) Montrer que f = 0 p.p..

2. Soit 2 un ouvert de R% et ¢ € L} (Q) (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q. glx €

loc

L1 (R B(RY), \y) pour tout compact K de Q).
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(a) Soit p € C°(Q, R). Montrer que gp € L*(R?, B(R), \z). (La fonction ¢ est prolongée par 0 hors de (2.)
On suppose maintenant que [ g(z)p(z)dz = 0 pour tout ¢ € C°(£, R).

(b) Soit n € N*. On note €2,, I'’ensemble des = € Q t.q. |z —y| > L pour tout y € Q°. Montrer g x p,, (z) est bien
définie pour tout = € Q,, et que g x p, () = 0 pour tout = € Q,,.

(c) Soit K un compact de €2, montrer que gl = 0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur €.
Exercice 8.8 (Théoréme de compacité dans L') Corrigé 168 page 480
On pose L'(]0,1[) = LL(]0,1[,B(]0,1[),A) et L'(R) = Li(R, B(R), \) (ot A désigne la mesure de Lebesgue

sur B(R) ou sa trace sur B(]0, 1[)). Pour f € L*(]0,1[[), on identifie f avec I'un de ses représentants et on note f
la fonction définie par f = f sur]0, 1[ et f = 0 sur R\]O, 1].

Soit .A une partie de L (]0, 1).

On rappelle que A est relativement compacte dans L' (]0, 1[) si et seulement si A est précompacte (c’est-a-dire que
poure > Oilexiste p € N*et f1,...,f, € Atq. A C UY_, B(fi,¢e), ot B(f,e) désigne la boule ouverte dans
L1(]0, 1) de centre f et de rayon €).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que A est relativement compacte dans L' (]0, 1[).

1. Montrer que A est une partie bornée de L*(]0, 1[).
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe o > 0 t.q. :

heR b <a,feA=|f(-+h) —flh<e (8.4)

Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que A une partie bornée de L'(]0, 1[) et que pour
tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (8.4).

Soit p € CX(R,R) t.q. p > 0, p(x) = 0si [z] > 1et [ p(x)dx = 1. Pour n € N*, on définit p,, par p,(x) =
np(nz) siz € R.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ng € N* t.q. :

neN"n>ng, feEA=|frp,—flli <e (8.5)

[On pourra remarquer que f * p,(z) — f(z) = [(f(z — £) = f(x))p(y)dy.]
2. Soit n. € N*. Pour f € A, on note f,, la restriction 2 [0, 1] de la fonction f  p,,.

(a) Montrer qu’il existe C1, Cy > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L'(]0, 1[) t.q. :

T,y € [07 1}7 f € Aé |fn(x) 7fn(y)‘ S 02|:C7y"

En déduire que 1’ensemble {f,,, f € A} est relativement compact dans C([0, 1], R) [Utiliser le théoreme
d’Ascoli (théoreéme 8.6).]

(b) Montrer que I’ensemble { f,,, f € A} est relativement compact dans L*(]0, 1] ).

3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L (]0, 1]).

225



Chapitre 9

Vecteurs aléatoires

9.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 9.1 (Vecteur aléatoire) Soit d > 1 et (2, A) un espace probabilisable. On appelle vecteur aléatoire
(souvent noté v.a.) de dimension d une application mesurable de Q dans R (o R% est muni de la tribu borélienne).

Noter que la notation “v.a." signifie indifféremment “variable(s) aléatoire(s)" ou “vecteur(s) aléatoire(s)".

Proposition 9.1 Soit d > 1 et (2, A) un espace probabilisable. Soit X une application de 2 dans R. On note
X1,..., X, les composantes de X (de sorte de X = (X1,...,Xq4)"). On note o(X) la tribu engendrée par X (et
o(X;), pouri=1,..., dlatribu engendrée par X;). On a alors :

1. o(X) est la plus petite tribu contenant les tribus o(X1),...,0(Xg).

2. X est un v.a. si et seulement si X; est, pour touti € {1,...,d}, une v.a.r.

DEMONSTRATION : On rappelle que o(X) = {X~(B), B € B(R%)} et que, pour tout i, o(X;) = {X; *(A),
A € B(R)}. On note C = {Hf:1 A;, A; € B(R) pour tout i}. On rappelle que C C B(R?) (voir I’exercice 7.10)
et que C engendre B(R?) (c’est méme encore vrai si on se limite a prendre pour A; des intervalles, ouverts, voir
I’exercice 2.7).

On note T la plus petite tribu contenant les tribus o(X1), ..., 0(Xy). Soiti € {1, ...,d} et A € B(R). En prenant
B = H;l:l Ajavec Aj=Rsij#ietA;=A ona X (B) € o(X) (car BeC C BRY))et X 1(B) =
X, (A). On en déduit X; *(A) € o(X) et donc ¢(X;) C o(X) pour touti € {1, ..., d}. Comme o(X) est une

(2

tribu, on a donc T' C o (X).

On montre maintenant I’inclusion inverse (¢’est-a-dire T' D o(X)). On remarque que, si B € Cona B = Hle A;
avec des A; appartenant 2 B(R). Onadonc X ~*(B) =N, X; ' (A;) € T (car X; ' (A;) € o(X;) C T). Or, il est
facile de voir que {B € B(RY), t.q. X ~!(B) € T'} est une tribu. Cette tribu contient C, elle contient donc la tribu
engendrée par C, c’est-a-dire B(R?). On vient donc de montrer que {B € B(R?), t.q. X~ }(B) € T} = B(R?),
c’est-a-dire que X ~!(B) € T pour tout B € B(R?), ou encore que o(X) C T On a bien, finalement, o(X) = T,
ce qui donne le premier item de la proposition.

Le deuxieéme item est un conséquence facile du premier. En effet, si X est un v.a., on a pour tout i, o(X;) C
o(X) C Aetdonc X; est une v.a.r.. Réciproquement ; si X; est, pour tout 4, une v.a.r., on a o(X;) C A pour tout
i. Comme A est une tribu, on a donc A D T et comme 7" = (X ) on en déduit que X est un v.a.. [
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La démonstration de la proposition 9.1 n’utilise pas vraiment le fait que les X; soient des applications a valeurs
dans RR. Elle se généralise donc facilement au cas ot les X; sont des applications 2 valeurs dans R% .

Proposition 9.2 Soit p € N, p > 2, dv,...,d, € N*. soit (Q, A) un espace probabilisable et, pour tout i €
{1,...,p}, X, une application de Q dans R%. On note X = (X1,...,Xy4)t, de sorte que X est une application
de Q dans R avec d = dy + ... + d,. Soit d > 1 et (2, A) un espace probabilisable. Soit X une application de
Q dans R%. On note o(X) la tribu engendrée par X (et o(X;), pouri = 1,...,p la tribu engendrée par X;). On
a alors :

1. 0(X) est la plus petite tribu contenant les tribus o(X1),...,0(X,).

2. X est un v.a. (de dimension d) si et seulement si X; est, pour tout i € {1,...,p}, unv.a. (de dimension d;).

Définition 9.2 (Loi d’un v.a.) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On
appelle loi de probabilité de X, et on note cette loi Px, la probabilité sur B(R?) image par X de P (c’est-a-dire
Px(A) = P(X"Y(A)) = P(X € A) pour tout A € B(RY)). Si (X1,...,Xq) sont les composantes de X, La
probabilité Px est aussi appelée loi conjointe de (X1, ..., Xg).

Un exemple important est la loi normale multidimensionnelle.

Définition 9.3 (Loi normale multidimensionnelle) Soir (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de
dimension d. Soit m € R et D une matrice (& coefficients réels, de taille d x d) s.d.p. (c’est-a-dire symétrique
définie positive). Le v.a. X a pour loi N'(m, D) (loi normale de paramétre m et D) si Px = f\q avec :

1

= ——F——¢X —lx—mt Lz —m our T d
£&) = G Ty O3 @~ m)' D7 @ m) pourz € R

Si D est seulement semi-définie positive (c’est-a-dire Du - v > 0 pour tout u € R?) au lieu d’étre définie positive
(¢ est-a-dire Du-u > 0 pour tout u € R, u # 0), la loi normale N'(0, D) est aussi définie, voir la proposition 9.11,
mais ce n’est pas une loi de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue), voir ’exercice 10.9 (et I’exercice 9.16
qui donne un exemple de loi normale bidimensionnelle qui n’est pas de densité).

Nous verrons dans la section 9.3 que si X est un v.a. suivant une loi normale multidimensionnelle, X est un v.a.
gaussien. L’extension de la définition de la loi normale multidimensionnelle au cas D non inversible permettra
alors de dire que les v.a. gaussiens sont exactement ceux qui suivent une loi normale multidimensionnelle (propo-
sition 9.11).

Le fait que les composantes du v.a. X suivent une loi normale ne donne pas que X suit une loi normale multidimen-
sionnelle (voir, par exemple, I’exercice 10.10). Mais, si les composantes du v.a. X suivent une loi normale et sont
indépendantes, le v.a. X suit alors une loi normale multidimensionnelle (cf. ’exercice 9.11 ou I’exercice 10.10).

Définition 9.4 (i-eme projecteur) Soit d > 1. On appelle i-éme projecteur de R I’application ;, de R? dans R,
qui a un vecteur de R® fait correspondre sa i-éme composante dans la base canonique de R?.

Définition 9.5 (Probabilité marginale) Soit (0, A, P) un espace probabilisé , d > 1 et X un vecteur aléatoire
de dimension d. On appelle i-éme probabilité marginale du vecteur aléatoire X la mesure image de Px par le
i-éme projecteur ;. La remarque suivante montre que cette probabilité marginale est en fait la loi de X; notée
Px..

i

Remarque 9.1 Soit (2, A, P) espace probabilisé ,d > 1et X = (X1, ..., X4)" un vecteur aléatoire de dimension
d. On note ¢; la i-eéme probabilité marginale du vecteur aléatoire X. Soit B € B(R), par définition de la loi
marginale, on a :

¢:(B) = Px(r; ' (B)) = P(X~}(m; (B)))-

K2
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Comme X; = m; o X, on adonc :
¢:(B) = P(X;1(B)).

(2

La probabilité g; est donc aussi la loi de la variable aléatoire X ;.

Remarque 9.2 Soit (2, A, P) espace probabilisé ,d > 1et X = (X1, ..., X4)! un vecteur aléatoire de dimension
d. La connaissance de Px entraine la connaissance des Px,. La réciproque est en général fausse.

On définit la densité d’une loi de maniere analogue au cas scalaire.

Définition 9.6 (Loi de densité) Soit p une probabilité sur B(RY) (d > 1), on dit que p est une probabilité de
densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) s’il existe une application borélienne f de R? dans Ry t.q.p = f\q.

De méme que dans le cas scalaire, on a un théoréme qui permet de calculer des intégrales par rapport a la loi
image :

Théoréme 9.1 (Loi image) Soird > 1, (Q, A, P) un espace probabilisé, X un v.a. de dimension d et Px la loi

de X. Soit ¢ une application borélienne de R® dans R. On a alors (On rappelle que o(X ) désigne p o X) :
1. p(X) € LL (2, A, P) si et seulement si p € L(RY, B(RY), Py),

2. L'égalité
/w(X)dP=/ @dPx,
Q R4

est vraie si o prend ses valeurs dans R, ou si o est bornée ou encore si o(X) € L(, A, P).

Définition 9.7 (Fonction de répartition)

Soit d > 1, (2, A, P) un espace probabilisé, X = (X1,...,X4)t un v.a. de dimension d et Px la loi de X. On
appelle fonction de répartition du vecteur aléatoire X la fonction définie de R? dans [0,1] par : Fx (t1,...,tq) =
P([Xy <t1,...,Xq < t4)]).

Proposition 9.3 Soitd > 1, (2, A, P) un espace probabilisé et X un v.a. de dimension d de fonction de répartition
Fx. Alors :

1.0 < Fx(t) < 1 pourtoutt € R%;

2.8it,t' eRY t <t (iet; <t pourtouti=1,...,d), Fx(t) < Fx(t');
3. Fx est continue a droite en tout point;

4. Fx(t1,...,tq) = Llorsque (t1,...,tq) — (+00,...,4+00);

5. Fx(ti,...,tq) = 0lorsque t; — —oo (a i fixé).

DEMONSTRATION : La démonstration découle facilement des propriétés d’une mesure (monotonie, continuité
croissante et continuité décroissante. ]

Proposition 9.4 Soitd > 1, (2, A, P) un espace probabilisé et X un v.a. de dimension d de fonction de répartition
Fx. Si Fx € C4R%,(0,1]), alors px est une probabilité de densité (par rapport a Lebesgue) et cette densité,
notée fx, vérifie

' Fx

fx = 9or .02, Aq-p.p.. .1
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DEMONSTRATION : On suppose que d = 1. Pour tout a,b € R, a < b, la définition de Fx donne Px (Ja,b]) =

Fx(b) — Fx(a). Mais, comme Fx est de classe C*, ona Fx (b) — Fx(a) = f(f F% (t)dt. En notant m la mesure
de densité F% par rapport a A, on a donc Py (]a, b]) = m(Ja, b]) pour tout a, b € R, a < b, ce qui est suffisant pour
dire que Px = m (en utilisant, par exemple, la proposition 2.5).

Pour d > 1, on note m la mesure de densité ¢ F'x /01 ...0xq par rapport & Ag. Un raisonnement voisin du

précédent donne m(H?Zl]ai, bi]) = PX(Hle]ai, b;]) pour tout a;,b; € R, a; < b;, i = 1,...,d. On en déduit
m = Px avec la proposition 2.5. |

Définition 9.8 (Espérance) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (X1, ..., Xq)t un vecteur
aléatoire de dimension d. On suppose que E(|X;|) < oo pour tout i € {1,...,d}. L'espérance de X, no-

tée E(X), est alors le vecteur de R? dont les composantes sont les espérances des X, c’est-a-dire E(X) =
(E(X1),..., E(Xa))".

Remarque 9.3 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (X1, ..., Xq)! un vecteur aléatoire de
dimension d t.q. E(|X;|) < oo pour touti € {1,...,d}. Soit u € RY. L’application v - X (qui & w € Q associe
u- X (w), on rappelle que & - 1) est le produit scalaire canonique de & et n) dans R?) est une v.a.r. intégrable et il est
clair que E(u - X) = u - E(X). L'application u — E(u - X) est donc I'application linéaire sur R¢ représentée
par E(X).

Définition 9.9 (Variance, covariance) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (X1, ..., Xg4)! un
vecteur aléatoire de dimension d. On suppose que E(X?) < oo pour tout i € {1,...,d}. On définit alors la
matrice de covariance de X, notée Cov(X ), comme la matrice dont le coefficient i, j est donné par :

Cov(X), ; = E((X; — E(X;))(X; — E(Xj))) pour tout i, j € {1,....,d}.

On a donc C; ; = Var(X;) et C; ; = Cov(X;, X;) (noter d’ailleurs que Cov(X;, X;) = Var(X;)). Enfin, on peut
aussi noter que Cov(X) est I'espérance de la matrice (X — E(X))(X — E(X))".

Remarque 9.4 Soit (0, A, P) un espace probabilisé , d > 1 et X = (Xy, ..., Xq)! un vecteur aléatoire de
dimension d t.q. E(X?) < oo pour touti € {1,...,d}. Pour tout u € R, on a donc E((u - X)?) < oo et il est
facile de voir (voir Uexercice 9.8) que Var(u - X) = u'Cov(X)u. La matrice Cov(X) est donc la matrice de la
forme quadratique w — Var(u - X ), définie sur Re. Cette matrice est donc symétrique et semi-définie positive. On
peut aussi noter que, pour tout u, v € R%, on a u!Cov(X)v = E((u- X)(v- X)).

Comme dans le cas des v.a.r., on définit la convergence en loi de v.a. a partir de la convergence étroite (ou vague,
puisque c’est équivalent pour des probabilités) des lois des v.a.. La convergence étroite est définie dans la défini-
tion 6.20.

Définition 9.10 (Convergence en loi de v.a.) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1, (X,,)nen une suite de
v.a. de dimension d et X un v.a. de dimension d. On dit que X,, — X en loi, quand n — oo, si :

/ o(X,)dP — / ©(X)dP pour tout p € C,(R% R).
Q Q

(Ce que est équivalent a dire que Px, — Px étroitement.)

Comme pour les v.a.r., il est possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a. définies sur des espaces
probabilisés différents (c’est-a-dire que X,, est définie sur I’espace probabilisé (,, A, P,,) dépendant de n, et
X est définie sur (2, A, P)). Il suffit que tous les v.a. aient méme dimension. Nous utiliserons parfois implicitement
cette définition plus générale.
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Ici, comme dans le cas des v.a.r., on remarque que la convergence en loi donne la tension de la suite des lois. Ceci
est donné dans la proposition 9.5.

Proposition 9.5 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1, (X, )nen une suite de v.a. de dimension d et X un
v.a. de dimension d. On suppose que X, — X en loi. La suite (Px, )nen est alors tendue, c’est-a-dire

lim P({|X,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.
a——+oo

DEMONSTRATION : Le résultat est donnée par proposition 6.27 en prenant m,, = Px,,. ]

La proposition 9.5 admet une réciproque partielle qui est due a la proposition 8.6. Nous donnons maintenant cette
réciproque (partielle).

Proposition 9.6 Soir d > 1, (2, A, P) un espace probabilisé et (X,)ncn une suite de v.a. de dimension d. On
suppose que la suite des lois des X, est tendue. Il existe alors un v.a. X (de dimension d) et une sous suite de la
suite (X )nen t.q. cette sous suite converge en loi vers X.

DEMONSTRATION : Pour n € N, on note m,, la loi de X,,. Comme (m,,),cn est une suite tendue de probabilités
sur B(R?), la proposition 8.6 donne 1’existence d’une probabilité m sur B(R?) t.q. m,, — m étroitement. En
prenant un v.a. X t.q. Px = m (X n’est pas nécessairement défini sur le méme espace probabilisé€), on a donc la
convergence en loi de X, vers X. |

9.2 Indépendance

Définition 9.11 Soit p € N, p > 2, dy,...,d, € N*. soit (2, A) un espace probabilisable et, pour tout i €
{1,...,p}, X; unv.a. de dimension d;. Les v.a. X1, ..., X, sont dits indépendants si les tribus 0(X1),...,0(X,)
(engendrées par X1, . .., X,,) sont indépendantes (cf définition 2.24, p. 38)

La proposition suivante donne des “opérations” possibles sur I’indépendance.

Proposition 9.7 Soit p € N, p > 2, dv,...,d, € N*. soit (Q, A) un espace probabilisable et, pour tout i €
{1,...,p}, Xi un v.a. de dimension d;. On suppose que les v.a. X1,..., X, sont indépendants. On se donne
maintenant une suite strictement croissante po,...,pq (@ > 2)tq. 1 = po < ... < pg = p + 1 et, pour
i€{l,...,q}, onnoteY;leva. (X,, ,,...,Xp,—1)', qui est donc unv.a. de dimensionr; = dp, , +...+dp,_1
. On a alors

1. Les v.a. Y1,...,Y, sont indépendantes,

2. Si p; est, pour tout i € {1,...,q}, une application borélienne de R" dans R% (avec s; € N*), les v.a.
©1(Y1), ..., pq(Yy) sont indépendants.

DEMONSTRATION : le premier item est une conséquence immédiate de la proposition 2.11 (sur I’indépendance de
tribus) et de la proposition 9.2. Le second item est une conséquence immédiate du premier car o (p;(Y;)) C o(Y3)
pour tout . ]

Remarque 9.5 Soit (2, A) un espace probabilisable et XY deux v.a. (pas nécessairement de méme dimension).
La proposition 9.7 montre que si X et'Y sont indépendants, toute composante de X est indépendante de toute
composante de Y. Réciproquement, si toute composante de X est indépendante de toute composante de Y, on en
déduit que X et Y sont indépendants. Ceci est encore une conséquence simple de la proposition 2.11.
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On donne maintenant une généralisation de la proposition 4.10.

Proposition 9.8 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, n > 2 et X1, ..., X,, des v.a. indépendants, de dimension
dy,...,d, € N*,
1. Soit, pour touti € {1,...,n}, une fonction borélienne, notée p;, de R% dans R . On a alors :
E([Jei(x0)) =[] BE(wi(X3)). 9.2)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’'un des termes est nul.)

2. Soit, pour touti € {1,...,n}, @; une fonction borélienne de R% dans R. On suppose que p(X;) est intégrable
pourtouti =1,...,n. Lava.r [[_, ¢i(X;) est alors intégrable et I’égalité (9.2) est vraie.

3. Soit, pour touti € {1,...,n}, @; une fonction borélienne bornée de R% dans R. Alors, I’égalité (9.2) est vraie.

N.B. Comme dans la proposition 4.10, I’item 3 est donc une CNS pour que les v.a. X1, ..., X, soient indépendants.

DEMONSTRATION : La démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.10, sans difficulté supplémentaire.
L]

Remarque 9.6 Soit (), A, P) un espace probabilisé. La proposition 9.8 donne aussi des résultats quand les
fonctions ; sont a la valeurs dans R"™ avec r; # 1. Par exemple, soit X,Y sont deux v.a. indépendants de
dimensions d. On suppose X et Y intégrables (c’est-a-dire E(| X|) < coet E(|Y]) < o0). Lav.ar. X -Y est alors
intégrable et (X - Y) = E(X) - E(Y).

Plus généralement, soit X est un v.a. de dimension d, Y est un v.a. de dimension d, X, Y indépendants. On suppose
que ¢ est une fonction borélienne de R? dans R” et 1) une fonction borélienne de R¢ dans R" t.q. o o X ety o Y
soient intégrables. On a alors w o X - ¢ o Y intégrable et E(po X - oY) =E(po X) -E(poY).

Enfin, si X1, ..., X,, sontdes v.a. indépendants de dimension d (d > 1), la formule donnée dans la proposition 6.30
se généralise et donne :

Cov(Xy +... 4 Xn) =Y _ Cov(X;).
=1

Pour le montrer, il suffit de traiter le cas n = 2 (qui est traité dans 1’exercice 9.9) et de faire une récurrence sur n.
On donne maintenant la généralisation de la proposition 4.12.

Proposition 9.9 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, n > 2 et X1, ..., X, des v.a. de dimension dy, . ..,d, €
N*. Ces v.a. sont indépendants si et seulement si on a, pour tout famille {p;, i = 1,...n} t.q. p; € C.(R% R)

pour tout 1,
d

d
E([[¢:(X0) =[] BE(wi(X0)), 9.3)
i=1

=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l’'un des termes est nul.)

DEMONSTRATION : Ici encore, la démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.12, sans difficulté supplé-
mentaire. ]

Théoreme 9.2 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.

231



1. Soit X, Y deux v.a.r.. Les v.a.r. X et'Y sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a. (X,Y)" (ou du couple
()(7 Y)) est P(X’Y)t = Px ® Py.

2. Soit X1,...,Xn (n > 2) nv.a. de dimension dy,...,d, € N*. On pose Z = (X1,...,X,) (Z est donc un
v.a. de dimension dy + ...+ dy,). Les v.a. X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a. Z est
P; =Px, ®...® Px,.

DEMONSTRATION : La démonstration du premier item fait partie de 1’exercice 9.10. le second item est une géné-
ralisation assez simple (en faisant, par exemple, une récurrence sur n pour se ramener au cas n = 2). |

On utilise souvent en théorie des probabilités une suite (finie ou infinie) de v.a.r. indépendantes ayant des lois
prescrites. Le théoreme suivant montre qu’il existe effectivement un espace de probabilité et une suite de v.a.r.i.
sur cet espace ayant des lois prescrites.

Théoreme 9.3 (Existence de v.a.r.i. de lois prescrites)

Soit (pn)nen+ une suite de probabilités sur B(R). On a alors :

1. Pour tout n € N*, il existe un espace probabilisé, noté (2, A, P), et une suite finie de v.a.r. indépendantes,
notées X1, ..., Xn, t.q. Px, = pi pour tout k € {1,...,n}.

2. Il existe un espace probabilisé, noté (2, A, P), et une suite de v.a.r. indépendantes, notée (X, )nen+ t.q. Px, =
Pn, pour tout n € N*,

DEMONSTRATION : Nous démontrons ici le premier item. Le second (plus difficile) sera admis. Soit n € N*.
Un raisonnement par récurrence utilisant le théoréme d’existence (et unicité) de la mesure produit (théoréme 7.1)

permet de construire une mesure p sur B(R™) vérifiant, pour toute famille Ay, ..., A,, de boréliens de R :
p(J] 40 = [ pi(40).
i=1 i=1

Onadoncp =p1 ®...RQ py.
On prend alors (92, 4, P) = (R™, B(R"),p) et, pour tout ¢ = 1,...,n, X; est application qui a w € R™ associe

sa i-ieme composante. Enfin, on note X = (X7, ..., Xn)t , de sorte que X est un v.a. de dimension n.

Pour tout w € R™, on a X (w) = w, ceci prouve que Px = P. Puis, pour touti € {1,...,n}, ona X (w) = w; (ot
w; désigne la i-ieme composante de w). On en déduit que Px, = p;. Enfin, comme p =p; ® ... ® p,, on a aussi
Px =px, ®...® px, . Le théoreme 9.2 donne donc que les v.a.r. X5, ..., X, sont indépendantes. [

On s’intéresse maintenant a la somme de v.a.i.

Proposition 9.10 (Loi de la somme de v.a. indépendantes) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X, Y
deux v.a. indépendants de dimension d. Alors, Px 1y = Px x Py.

DEMONSTRATION : Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R? dans R. Comme X et Y sont indépendants, on
a Pxyy = Px ® Py (par le théoreme 9.2) et donc :

[etxaviar= [ elorpirunen = [ [ oo+ pirc@ir).
Q R2d Rd JRRA

La définition de la convolution de mesure donne (voir la définition 7.4 et la proposition 7.10 :

/ / (@ + y)dPy (2)dPy (y) = / (2)d(Px * Py)(2).
R4 JR4 Rd

On en déduit que [, (X +Y)dP = [, ¢(2)d(Px * Py)(z), c’est-a-dire Pxy = Px x Py. ]
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9.3 Vecteurs gaussiens

Soit m € R et o > 0. On rappelle que la loi normale A (m, o?) est la probabilité (sur B(R)) de densité f avec,

pour z € R,
1 _ (z—m)?
f(z) = exp 202
oV2r

Pour introduire les v.a. gaussiens, il est utile de définir aussi la loi normale N '(m,0). Cette loi normale est la
probabilité (sur B(R)) d,, (appelée “mesure de Dirac au point m). Comme elle vérifie, pour tout fonction ¢
borélienne de R dans R, [ ¢dd,, = p(m), il est facile de vérifier que N (mn, 0) est la limite étroite, quand o — 0,
o > 0,de N(0,0?).

Définition 9.12 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. le v.a. X est un v.a.
gaussien siu - X est, pour tout u € R?, une v.a.r. gaussienne.

Remarque 9.7 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On suppose que
chaque composante de X est une v.a.r. gaussienne. Alors, le vecteur X n’est pas nécessairement gaussien. Mais,
si les composantes de X sont indépendantes, le vecteur X est alors un v.a. gaussien. On peut aussi montrer que
si X est un v.a. gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux (ou si on a seulement
Cov(X;, X;) = 0 pour tout ¢, j t.q. ¢ # j), alors les composantes de X sont indépendantes (voir 1’exercice 10.10
pour tous ces résultats).

Les v.a. gaussiens sont les vecteurs qui suivent un loi normale multidimensionnelle, dont la définition et don-
née dans la définition 9.3, a condition d’étendre convenablement la définition 9.3 au cas D non inversible. C’est
I’ objectif de la proposition suivante.

Proposition 9.11 Soir (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d.

1. Soit m € R? et D une matrice s.d.p. (de taille d x d). Si X ~ N(m, D), oit N(m, D) est définie par la
définition 9.3, alors X est un vecteur gaussien.

2. Si X est un vecteur gaussien. On pose m = E(X) et D = Cov(X). Alors, la loi de X ne dépend que de m et
D. Si D est inversible on a X ~ N (m, D) (ou N (m, D) est définie par la définition 9.3).

Ceci permet de définir N'(m, D) dans le cas oit D est seulement symétrique semi-définie positive (et m € R?). On

définit N'(m, D) comme étant la loi d’un vecteur gaussien de dimension d t.q. m = E(X) et D = Cov(X) (on

peut montrer qu’un tel vecteur existe).

DEMONSTRATION : Le premier item est démontré dans 1’exercice 10.8 et le deuxieme item est démontré dans
I’exercice 10.9. L]

Remarque 9.8 La notion de vecteur aléatoire gaussien (et de loi normale multidimensionnelle) généralise la no-
tion de variable aléatoire gaussienne (et de loi normale). Le théoréme central limite que nous avons énoncé dans
la remarque 6.28 se généralise au cas vectoriel. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé , d > 1 et (X,,)nen+ une
suite de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(]|X;|?) < co. On pose E(X1) = m, D = Cov(X7) et, pour
n € N*,

1 n
Y,=—)>» (X;—m).
La suite (Y, )nen+ converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la normale multidimensionnelle N'(0, D).

(Voir la définition 9.3 et la proposition 9.11 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.) Ceci sera
démontré au chapitre 10 (théoreme 10.4) en utilisant la transformation de Fourier.
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9.4 Exercices

9.4.1 Définition, propriétés élémentaires

Exercice 9.1 Soient (E,T) un espace mesurable et ( f)x=1,... n une famille de fonctions mesurables de (E,T)
dans (R, B(R)). Montrer que I’application f définie de F dans RY par: (z,...,z) — f(x) = (fi(x),... f~(z))
est mesurable.

Exercice 9.2 On reprend les hypotheses de I’exercice 4.37. Soit Y la longévité moyenne des 1000 ouvrieres nées
le 7 mai. Déterminer une valeur = > 0 pour laquelle on a une probabilité inférieure 2 10~2 que |Y — 45| > .

Exercice 9.3 (Probleme de Buffon) On reprend les hypotheses de I’exercice 4.38. On suppose maintenant que
{ = %. On lance n fois 1’aiguille : quelle est la loi de la variable aléatoire Z,,, qui représente le nombre de
rencontres au cours des n lancers.

Soit F), la fréquence des rencontres au cours des n lancers ; estimer, a I’aide de 1’inégalité de Bienaymé Tchebi-
cheff, le nombre de lancers permettant d’obtenir | F' — %\ < 0.05 avec une probabilité d’au moins 0.99.

Exercice 9.4

On va montrer ici que la connaissance des lois de probabilité marginales ne détermine pas forcément la loi de
probabilité. On considere pour cela I’espace probabilisable (E, T') = (]0, 1[x]0, 1[, B(R?) et on note Ay la mesure
de Lebesgue sur B(RY), et §,5) la mesure de Dirac en (a, b). Soit p une probabilité sur (E,T'), on note p; et p;
ses probabilités marginales.

1. Soit (a,b) € E. Montrer que p = 6, ) Si et seulement si p; = 6, et pa = Jp.

2. Soit p = Ay sur (E, T). Montrer que p; = p2 = A1 (sur (]0, 1[, B(R))).

3. Onpose D = {(t,1 —t),t €]0, 1[}, et on définit I’application f :]0,1[ dans D par f(t) = (¢,1 —t).
(a) Montrer que f est mesurable.

(b) On définit la probabilité p sur (E, T') par : p(D¢) = 0 et p(A) = A(f~1(A)) pour tout A € B(R?), A C D.
Montrer que p; = p2 = A; et conclure.

Exercice 9.5 On considere deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y qui ont pour loi de probabilité

2 2
conjointe la loi dans le plan R? de densité f(z,y) = 525 exp(— 12;? ) par rapport a la mesure de Lebesgue de
R2, o étant un nombre réel donné. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire Z = max(| X/, |Y]) ?

Exercice 9.6 Soient X et X, des variables aléatoires d’un espace probabilisé (E, T, p) dans (R, B(R)) suivant
des lois de Poisson de parametre \; et Ao respectivement, montrer que X1+ X5 suit une loi de Poisson de parametre

A1 + A2. (On rappelle que la loi de Poisson est donnée par P = ), e N %’:5;@, ol §, désigne la mesure de Dirac
en k).

Exercice 9.7 (Convergence p.p. d’une série dans L?)

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. On pose L? = L2 (E, T, m). Soit ( f»)nen une suite de L? t.q.
— La série de terme général || f,,||3 converge dans R,

— (fn/fm)L2 = 0 pour tout n,m € N, n # m.

1. Montrer que la série de terme général f,, converge dans L? vers une fonction F' € L2.
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2. Pour ¢ € N*, on pose

Ay, ={y € Etq.pourtout N € Nil existe m,n € Nt.q

m>n>Net|pr(Z/)|Zé}~

p=n
Montrer que m(A4,) = 0. En déduire que la série de terme général f,, converge vers F' p.p..

Soit maintenant (€2, A, P) un espace probabilisé et (X,,),cn une suite de v.a.r. indépendantes. On note o2 la
variance de X, et on suppose que » 02 < +00. On pose S, = ZZ:O Xi.
3. Montrer que la suite de v.a.r. S,, converge presque sirement vers une v.a.r. S de variance finie, et que o%(S,, —

S) — 0 lorsque n — +o0.

Exercice 9.8 (Matrice des moments, matrice de covariance) Corrigé 169 page 481

Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d (d > 1), dont toutes les

coordonnées (notées X;, ¢ = 1,...,d) sont supposées étre de carré intégrable. La matrice des moments d’ordre

2 du v.a. X est la matrice E(XX"), dont le terme (7, 7) est le réel E(X;X), et on rappelle que la matrice de

covariance de X, notée Cov(X), est la matrice F((X — E(X))(X — F(X))!) = E(XX") — E(X)E(X)?, dont

le terme (7, ) est la covariance des v.a.r. X; et X;. (La notation X" désigne le transposé du vecteur X .)

1. Soit u € R?, montrer que u' E(XX")u = E((u - X)?) et que u'!Cov(X)u = Var(u - X) (On rappelle que
u-X =0 uX; = utX).

2. Montrer que les matrices E(X X*) et Cov(X) sont symétriques et semi—définies positives.

3. Montrer que si A est une matrice k x d et b un vecteur de R*, Y = AX + b, alors E(Y) = AE(X) + bet
Cov(Y) = ACov(X)A.

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a. X prend p.s. ses valeurs dans un sous—espace affine de
R? de dimension (inférieure ou) égale & d — 1, et que la loi de X n’est pas absolument continue par rapport 2 la
mesure de Lebesgue de R?, notée _d (i.e. cette loi n’est pas 2 densité dans R%).

5. Montrer que si trois points z, y et z de R? ne sont pas alignés, tout v. a. X de dimension 2 tel que P(X = z) > 0,
P(X =y) > 0et P(X = z) > 0 a une matrice de covariance non dégénérée.

9.4.2 Indépendance

Exercice 9.9 (Covariance d’une somme de v.a.i.) Corrigé 170 page 482

Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité et X, Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d (d > 1).
Montrer que Cov(X +Y) = Cov(X)+Cov(Y).

Exercice 9.10 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Corrigé 171 page 483
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r..

1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X, Y") est Px y) = Px ® Py.

2. On suppose que X et Y ont des densités par rapport a A : Px = fAet Py = g, avec f,g € LL(R, B(R), \) (et
positives p.p.). Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X, Y') a pour densité
la fonction (z,y) — f(z)g(y) par rapport a A,.

Exercice 9.11 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle) Corrigé 172 page 483
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Soit (€2, .4, P) un espace de probabilités et X = (X7,...,Xy4) (d > 1) un v.a. de dimension d. On suppose que
les X; sont des v.a.r. indépendantes et que X; ~ N (m;, 012), avec m; € Ret o; > 0 pour tout z. Montrer que X
suit une loi normale multidimensionnelle et donner m et D t.q. X ~ N (m, D).

Exercice 9.12 (Somme de v.a. indépendantes et convolution) Corrigé 173 page 484
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi de X a une densité, notée f, par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer que la loi de
X + Y aaussi une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) et I’exprimer en fonction de f et de la loi de
Y.

2. On suppose que X ~ N (u,02) et Y ~ N(m,s?) (m, p,s,0 € R). Montrer que X +Y ~ N ( +m, 0% + 5?)
(le signe “~" signifie “a pour loi").

Exercice 9.13 (Calcul de 7) Corrigé 174 page 485
Soit (2, A, P) un espace de probabilité, (U, )nen+ et (V,,)nen= deux suites de variables aléatoires réelles de loi
uniforme sur I’intervalle [0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble). On pose
pourtoutn > 1:
X, =1siU2+V?<1letX, = 0sinon,

et
X4+ X,

- .

Z, =4

1. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X,.
2. Montrer que la suite (Z,,),cn+ converge en probabilité vers 7.

3. Soit @ €]0,1[ et &€ > 0. A 'aide de I’inégalité de Tchebychev, donner, en fonction de « et ¢, une valeur de
ng € N* t.q.
n>ng= P[|Z,—7|>¢] <a.

Exercice 9.14 (Indépendance des composantes d’un v.a.) Corrigé 175 page 487

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a. de dimension 2. On note X7, X2 les composantes de X et
Y1, Y5 les composantes de Y. On suppose que X et Y ont méme loi.

1. Montrer que X7 et Y7 ont méme loi.

2. On suppose que X; et X sont des v.a.r. indépendantes. Montrer que Y; et Y5 sont aussi des v.a.r. indépendantes.

Exercice 9.15 (Sur la différence de deux v.a.r.i.i.d.) Corrigé 176 page 487

1. Soit m une mesure sur les boréliens de R. On suppose que m(R) > 0. Soit > 0. Montrer qu’il existe a € R
t.q. m(Ja —n,a+n[) > 0. En déduire que

m @ m(A) = / mly — 20,y + 2n))dm(y) > m(la — g+ n)* > 0,

avec A = {(x,y) € R? t.q. |x — y| < 2n}. (On rappelle que m ® m est une mesure sur B(R?).)
2. Soit (€, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes et de méme loi. Soit ¢ > 0. Montrer que

P(IX-Y|<e)=P{weQ, |X(w)—Y(w)| <e})>0.

[On pourra utiliser la premiere question avec m = Px = Py.]

236



9.4.3 Vecteurs gaussiens

Exercice 9.16 (Loi du couple (X, X) si X ~ N(0,1)) Corrigé 177 page 487

1. Soit A un borélien de R2. On pose T(A) = {z € Rt.q. (z,z)" € A}. Montrer que T(A) est un borélien de R.
On pose m(A) = A(T'(A)) (ou A est mesure de Lebesgue sur B(R)).
On a ainsi défini une application m de B(R?) dans R, .

2. Montrer que I’application m (définie ci dessus) est une mesure sur B(IR?) et que pour toute application ¢
borélienne positive de R? dans R on a :

/RZ oz, y)dm(z,y) = / (. 2)de

R

3. Soit (2, A, P) est un espace de probabilité. et X une v.a.r. t.q. X ~ N (0,1).
(a) On pose Z = (X, X)*. Montrer que le v.a. Z est un vecteur gaussien et donner, pour a € R?, laloide a - Z
(en fonction de a).

(b) Montrer la loi du v.a. (X, X)* a une densité par rapport a la mesure m définie dans les questions précédentes
et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a. (X, X)! n’a pas de densité par rapport 2 la mesure de
Lebesgue sur B(R?).

N.B. la loi de (X, X)! est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur (X, X)* est gaussien (voir la proposi-
tion 9.11) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R?).

237



Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact [a, b] de R dans R (ou C).
La notion de transformée de Fourier permet d’analyser les fonctions définies de R (ou R”) dans R (ou C). La
transformée de Fourier est une notion employée par exemple en théorie du signal, en théorie des probabilités et
pour I’analyse des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considérera I’espace mesuré (R, B(RY), Ay) et on notera dAy(z) = dx. Soit N >
1, les espaces L&(RY, B(RY), An) et LE(RYN, B(RY), Ay ) ont été définis dans la section 4.10 et les espaces
LELRN, BRN), An) et LZ(RY, B(RY), Ay ) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que si f est
une fonction définie de RY dans C, la fonction f est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire
sont mesurables (chaque ensemble, RY, R ou C, étant muni de sa tribu borélienne). On peut, bien sir, aussi définir
les espaces L2(RY, B(RY), Ay) et LE(RY, B(RY), An) pour tout p € [1,00].

Définition 10.1 (Espaces LE(RY, B(RY), \y)) Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction mesurable de RN
dans C (c’est-a-dire f~1(A) € BRY) pour tout A € B(C)). On dit que f € LL(RN,BRN),\n) si |f| €
CERN, BRN), Ay et on définit | fll, par | fll, = | llp ot 11l est la norme de || dans £2(RN, BRN),
AN) (vue au chapitre 6). L'espace LE.(RY, B(RY), Ay) est I'espace LE(RN, B(RN), A\y) quotienté par le rela-
tion d’équivalence “= p.p.". C’est un espace de Banach (complexe), ¢’est-a-dire un e.v.n. (sur C) complet.

Remarque 10.1 Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction définie de R" dans C. Il est facile de voir que
f € LE(RYN,B(RY), \y) si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont dans £5 (RY, B(RY), Ay).

10.2 Transformation de Fourier dans L'

10.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soit N > 1. Pour z = (z1,...,zn)' € RNV ett = (t1,...,tn)t € RY, onnote z - t le produit scalaire euclidien
de zett, c’est-a-direx - t = Zf\il z;t;. Dans ce chapitre, On note aussi L2 (R™) I’espace L2 (RN, B(RY), An),
pour p € [1, 00].

Définition 10.2 (Transformée de Fourier dans L')

238



Soit N > 1et f € LE(RN). Pour t € RN, Uapplication x — e~ f(z) (définie de R dans C) appartient a
LL(RN). On définit alors f(t) par :

ft) = (2m) /f(m)e*”'tdx. 10.1)

La fonction f (définie de RYN dans C) s’appelle transformée de Fourier de f.

On note Cy(RY,C) = {g € C(RM,C) t.q. g(t) — 0 quand |t| — +oo}. On rappelle que Co(RY,C) est un
espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire :

il = max [ (x)]

Proposition 10.1 Soit N > 1. Soit F ’application qui a f (appartenant & LE(RYN)) associe sa transformée de
Fourier. F est une application linéaire continue de L:(RY) dans Co(RY, C).

DEMONSTRATION :

— Le théoreme de continuité sous le signe | (théoréme 4.9) appliqué a la fonction (z,t) — e~ f(x) entraine
immédiatement que f est continue.

— On montre maintenant que f € Cy(R, R).
— Cas N = 1. On remarque que pour ¢ # 0, on a, comme '™ = —1,

fy=-mt [ D@,
et donc avec un changement de variable simple,
P -1 —iyt ™
F&)=—@m)7= [ e f(y + 7 )dy.
On en déduit que
£ -1 —ix ™
27(t) = (2m) [ (@) - fa+ T

et donc que |f(¢)] < %(2%)*% |f(-) = f(- + F)|l1. Le théoréme de continuité en moyenne dans L* (théo-

réme 5.6) donne alors le fait que f(¢) — 0 quand |¢| — oc.
— Cas N > 1. On reprend la méme méthode. Pour ¢ # 0, t = (t1,...,tn)% il existe j € {1,..., N} tq.
|t;| = maxg_1,  n |tx|. On a alors, comme '™ = —1, en notant e, le j-iéme vecteur de base de RY,

.....

F(t) = —(2m) % / IEE () de,

et donc avec un changement de variable simple,

fy=-enF [ty e

J

On en déduit que |f(t)| < %(27r)*% () = f(- + Ee;)|l1. Le théoréme de continuité en moyenne dans L'
J
(théoreme 8.2) donne alors le fait que f(¢) — 0 quand [¢t| — oo.
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La tansformée a la propriété intéressante de transformer la convolution en produit. Ceci est montré dans la propo-
sition suivante.

Proposition 10.2 Soient f et g € LL(RY), alors f x g = (27) ¥ fg.

DEMONSTRATION : Par la proposition 7.9, on fxg € L{.(RY) etpourp.p. z € RY, fxg(z) = [ f(z—y)g(y)dy.
On a donc, pour tout t € RY,

Frat=en* [ ([re- y)g(y)dy) ety =
(e )

En appliquant le théoréme de Fubini (théoreme 7.3) a la fonction (x,y) — f(z — y)g(y)e **=¥) e~ (qui est
bien intégrable sur R?V car son module est la fonction (z,y) — |f(z — y)g(y)| dont I'intégrale sur R%Y est égale
a | fll1]lgll1), on obtient :

Fea) = o [( [ e -peenias) geray

N
2

Comme, pour tout y € RY, [ f(z —y)e "9 tdx = [ f(2)e~**'dz = (2r)> f(t), on en déduit :

—

Frot) = f@o) / g(y)e vt dy = (2n)

N
2

F®)a(),

ce qui est le résultat annoncé. ]

10.2.2 Théoreme d’inversion

Il est naturel de se poser les deux questions suivantes :

(i) La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-dire si f =g,aton f=g
p-p)?
(i1) peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses a ces questions sont fournies par le théoréme d’inversion de Fourier :
Théoréme 10.1 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) Soit N > 1 et f € L tq. f € LL Ona
alors | = f(—) p.p., ¢’est-a-dire :

flit)y= (277)_% /f(x)e”td:v, pour presque tout t € RY.

DEMONSTRATION : La démonstration fait ’objet de 1’exercice 10.1. |

Une conséquence de ce théoreme est I’ 1n]ect1V1te de I’application F’, qui fournlt donc une reponse positive a la
question (i). En effet, soient f et g € L t.q. f = ¢ alors par linéarité, f g = 0 et donc f g € L. En
appliquant le théoréme d’inversion, on a donc f=gpp-

Ce théoreme apporte aussi une réponse partielle a la question (ii) : on peut calculer f a partir de f des que f e L.
Il faut remarquer a ce propos que L' n’est pas stable par transformation de Fourier (voir exercice 10.2).
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10.2.3 Régularité et décroissance a I’infini

Proposition 10.3 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soit f € LL(R)NCY(R,C) t.q. f' € LL(R) (oie f' est la dérivée de f). Alors, pour tout t € R, f’(t) = (it) f(b).

2. Soit f € LER) t.q. (.)f € Lﬁﬂi) (ot () f est I'application qui a = € R associe x.f(x)). Alors, f € C*(R,C)
et, pour toutt € R, f'(t) = (—i-) f(¢).

DEMONSTRATION : La démonstration du premier item consiste a faire une intégration par parties sur ’intervalle
[—n, n] puis a faire tendre n vers I'infini (en remarquant que f(4n) — 0, quand n — oo, voir ’exercice 5.8).

Le deuxi®me item est une conséquence immédiate du théoréme 4.10 (théoréme de dérivation sous le signe [).
(]

La transformation de Fourier “transforme" donc la dérivation en multiplication par la fonction (i-), et la multiplica-
tion par (—i-) en dérivation. Cette propriété est utilisée, par exemple, pour la résolution d’équations différentielles
(qui sont ainsi transformées en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimension IV et pour un ordre k de dérivation quelconque. On introduit
pour ce faire les notations suivantes : soient & = (a1, ...,ay)" € NV un “multi-indice" et f une fonction de R
dans C. On définit |o| = a3 + ag + ... ayet:

oY 92 ooN
Ozt Ozg? T xRy )f

D"f:(

Proposition 10.4 (Différentiabilité, dimension N)
1.Soit N > 1 etk > 1. Soit f € C*(RN,C) t.q. D*f € LE(RYN) pour tout o € NV t.q. |a| < k. Alors,
Def(t) = (it)* f(t) pour tout t € R et pourtout v € NN 1.q. || < k, avec (it)™ = (it1)* (itg)*> ... (it )N,

2. Soit f t.q. ()*f € LE(RYN) pour tout o € N¥ tel que || < k. Alors, feCHRN,C)et Df = (—/i-)\afpour
tout o € NN tel que |a| < k.

La proposition 10.4 montre que la dérivabilité de f entraine la décroissance de f a I'infini (“plus f est dérivable,
plus f décroit vite a I’infini"), et réciproquement. Cette remarque incite a définir I’espace des fonctions a décrois-
sance rapide (souvent appelé “espace de Schwartz"), noté S(RY, C) ou Sy en abrégé.

Sy={f¢€ C’OO(]RN,C) t.q. pour tout aw et 3 € NV sup |(:U)”Dﬁf(x)| < 400}
z€RN

On va montrer I’invariance par transformation de Fourier de cet espace. On commence par remarquer que Sy C
L}C (RN ). En effet, si f € Sy, en prenant des choix convenables de « et 8 dans la définition de Sy, on remarque
quil existe C € R t.q. (1 + [2|VT1)|f(z)] < C. On en déduit que f € LL(RY). Plus généralement, si f € Sy,
on remarque que (-)?D*f € LL(RY) pour tout a, 3 € RY. On obtient alors la proposition 10.5.

Proposition 10.5 Soit N > 1 et f € S(RY,C). Pour tout o, 3 € NN ona :

Do ((=i)?f) = (i)*(=i-)Pf = ()" D° (10.2)
(~i)2D#f = D*DPf = D*[(i-)° f]. (10.3)
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DEMONSTRATION : La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.4. |

La proposition 10.5 et le théoreme 10.1 nous permettent alors de remarquer que la transformée de Fourier est une
bijection de Sy dans Sy .

Proposition 10.6 Soit N > 1. L’application F qui a f associe sa transformée de Fourier est une bijection de Sy
dans Sx. De plus, pour tout f € Sy, ona f = f(—).

DEMONSTRATION : En utilisant la proposition 10.5, on montre facilement que F' envoie Sy dans Sy . Le théoreme

d’inversion (théoréme 10.1) donne alors que f est injective et que f = f(—.) pour tout f € Sy. De cette derniére
formule, on déduit que F est surjective (et donc bijective) de Sy dans Sy =

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

I est facile d’étendre la définition de la transformation de Fourier 4 une mesure signée sur les boréliens de R,
Plus précisément, si m est une mesure signée sur les boréliens de RN (N > 1), 1a définition 10.3 définit 1a fonction
7 (continue et bornée de RY dans O) et, sim = fAy, avec f € LL(RY, B(RY), \y) (c’est-a-dire que m est la
mesure signée de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY), on a 7 (t) = f (t) pour
toutt € RV,

Définition 10.3 (Transformée de Fourier d’une mesure signée)

Soit N > 1 et m une mesure signée sur les boréliens de RN . Soit t € RY, I'application x + e~"** (définie de
RY dans C) appartient & LE(RY , B(RN), m) (car elle est continue, donc borélienne, et bornée). On définit alors
m(t) par :

m(t) = (2r)" 2 / e" "t dm(x). (10.4)
La fonction 1 (définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de m.

On rappelle que C,(RY,C) = {g € C(RY,C) t.q. sup,egn |g(t)] < oo} et que C,(RY, C) est un espace de
Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme.

Proposition 10.7 Soit N > 1. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN . La fonction 1 appartient a

Cy(RN, C).

DEMONSTRATION : Le fait que 72 est bornée est simple. On utilise la décomposition de Hahn (proposition 2.6),
c’est-a-dire le fait que m = m* — m™~, ot m* sont deux mesure finies étrangéres. On remarque alors que, pour
toutt € RN, ona [im(t)] < m|(RY) < +o0, 0t |m| =mT +m~.

La fait que 772 est continue est une conséquence immédiate du théoréme de continuité sous le signe | (théoreme 4.9)
appliqué 2 la fonction (z,t) — e " (et avec les mesures finies m*). ]

Comme pour la transformation de Fourier dans L', on peut se demander si 772 caractérise la mesure signée m et si
on peut retrouver m a partir de 7. La proposition suivante s’intéresse a ces deux questions.

Proposition 10.8 Soit N > 1.

1. Soit m et yu deux mesures signées sur les boréliens de R™. On suppose que 1 = [i. alors, m = ju.
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2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R™. On suppose que m € E(%: (RN). Alors, m = fAx avec
f =m(—-) p.p. (c’est-a-dire p.p. pour la mesure A ).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice 10.5. ]

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lien entre les propriétés de décroissance de f a I’infini
et les propriétés de régularité de f (propositions 10.3, 10.4 et 10.5). Dans le méme esprit, on peut remarquer que,
si f est une fonction de R dans R, borélienne et intégrable, la continuité de f en 0 donne une précision sur la
convergence vers 0, quand a — o0, de f]ia)a[c[ | f(x)|dx. Nous donnons dans le lemme 10.1 cette précision dans
le cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme permet de démontrer le théoreme 10.3 (lui-méme utile
pour démontrer le théoréme central limite, théoreme 10.4).

Lemme 10.1 Soit m une mesure (positive) finie (et non nulle) sur B(R). On pose M = m(R) et, pour t € R,

C—ri(t) + i (—t)
Y(t) = mf.

(La fonction 1) prend donc ses valeurs dans R, et méme dans [—M, M), est continue en 0 et 1)(0) = M.) On a
alors, pour tout a > 0,

2/a
mi{ ol = a}) <o [ Q1= o)

DEMONSTRATION : On peut supposer M = 1 (il suffit, si M # 1, de remplacer la mesure m par la mesure m/M).
On remarque tout d’abord que pour tout ¢ € R on a

N 5 ! e~ L e dm(z) = 2 cos(zt)dm(x
m(t) m( t) \/ﬁ/}l&( )d ( ) \/271’/]1% ( t)d ( )
et donc

P(t) :/]Rcos(:z:t)dm(x).

On en déduit bien que ¥ (t) € R, [¢(¢)| < 1etque 1»(0) = 1.

Soita > 0,onposec =2/aetT = fOE (1 —(t))dt. En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) on
obtient

- /O N /R (1 cos(wt))dm(z))dt /R ( /0 (1 = cos(at))dt)dm(z) — /R (e — Si”f”)dm(x).

Mais, (e — %) =e(l— %) > e/2si |ex| > 2, ce qui est vrai si || > a car ea = 2. On a donc

T = /(5 — Ln(gm))dm(x) > Em({gc, |z| > a}).
R X 2
Obtient donc, finalement,

m({z, [z > a}) <

2T
— <
€

(LI )

€ 2/a
/0 (1—w(t))dt=a/0 (1 —o(t))dt.

Ce qui est le résultat annoncé. ]
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10.4 Transformation de Fourier dans 2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de L2(RY) = LZ(RY, B(RYN), Ay ). On rappelle
que ’espace L%(RN ) est un espace de Hilbert et que le produit scalaire sur L2 (R™N) est défini par (en notant
dt = dAn(t)):

(f/fﬂzi/f(ﬂmdt.

Il est clair que la définition de f qu’on a donnée pour f € L (R™) ne s’applique pas pour un élément de L2 (RM).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de LZ(RY), on va utiliser la densité de Sy dans LZ(RY)
(on peut montrer que Sy C LZ(RY), comme on a montré que Sy C L& (RY)). On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoie Sy dans L% (R™) et que c’est une isométrie pour la norme de L2 (RY). On utilisera
ensuite la densité de Sy dans L2 (RY) pour définir la transformée de Fourier des éléments de L2 (RY).

Proposition 10.9 Soit N > 1 et f,g € Sy (on a donc, en particulier; f,g € LZ(RN)). Alors f,ge€ LA(RY) et
(f/9)2 = (f/9)2. En particulier, || f||2 = || f|2-

DEMONSTRATION : Soit f,g € Sy. Comme f, f € Sy C LE(RY), on peut appliquer le théoréme d’inversion
(théoreme 10.1). Il donne f = f(—-) et donc :

/9= [ F-nat=ea% [ [ei@ar) soar

On utilise maintenant le théoreme de Fubini (théoréme 7.3). Il s’applique car f ,§ € LE(RY). On obtient :

(/g = Cm) ¥ [ ( / e“'tgu)dt) fadr = [ 507w = (/)

ce qui termine la démonstration. |

La proposition 10.9 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dans L2 (R™).

Théoréme 10.2 Soit N > 1. Il existe une application linéaire continue F de L:(RY) dans L2(RN) t.q. :
1. Si f € LM(RN) N LEZ(RYN), ona alors F(f) = f p.p..

2. Pour tout f,g € LA(RN), ona (f/g)2 = (F(f)/F(9))2

3. Pour tout f € LA(RN), ona f = F(F(f))(—).

4. I est une bijection de LZ(R™) dans L%(R™).

Pour f € LL(RYN), F(f) s’appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du premier item, on notera en
général, f la transformée de Fourier de f si f € LL(RYN) (et alors f € Co(RY,C)) ou si f € LZ(RN) (et alors
f e LA(RN)).

DEMONSTRATION : L’application f +— f est définie sur Sy, qui est un sous espace de L%(RN ), et prend ses
valeurs dans L(RY) (car Sy C LZ(RY), en confondant, comme d’habitude, un élément de LZ(R") avec I'un
de ses représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme de LZ(RY), et que Sy est
dense dans LZ(RY) (car Sy D C (RN, C) et C (RN, C) est dense dans L(RY), voir le théoreme 8.4), on en
déduit que cette application se prolonge en une application, notée F, de L2 (RY) dans L%(]RN ).
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Plus précisément, soit f € LZ(R™N). Il existe (f,,)nen C Sy t.q. f — f dans LZ(RY) quand n — oco. La suite

(fn)nen est donc de Cauchy dans LZ(R™). La proposition 10.9 donne alors que la suite ( fr)nen est donc aussi

de Cauchy dans LZ(R™). Elle converge donc dans L2 (R™). On aimerait définir F'(f) comme étant la limite (dans

LZ(RM)) de la suite ( fr)nen. Ceci est possible a condition que cette limite ne dépende que de f et pas du choix

de la suite (f,,)nen convergeant dans LZ(R™Y) vers f. Or, ce dernier point est facile car si (g, )nen est une autre

suite convergeant dans LZ(R™) vers f, on a Il fn = Gnll2 = |lfn — gnll2 = 0 quand n. — co. On a ainsi défini F

de LZ(RY) dans lui méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que 1’application f > f est linéaire de Sy dans LZ(RY). Enfin,

soit f € LAZ(RN) et (fn)nen C Sy t.q. fn — f dans LZ(RY). La proposition 10.9 donne que || fo|l2 = || fnll2

pour tout n € N. En passant a la limite quend n — oo, on en déduit || F'(f)|2 = || f||2. Ce qui prouve la continuité
de F de LZ(RY) dans L(R"). On montre maintenant les 4 items du théoréme.

1. Soit f € LE(RY) N LA(RY). En reprenant la démonstration du théoréme 8.4, il est facile de voir qu’Il existe
une suite (f,,)nen C C(RY,C) tq. f, — f dans LZ(RY) et LE(RY) lorsque n — 00 (car dans la
démonstration du théoréme 8.4, la suite construite pour converger vers f dans L ne dépend pas de p). On en
déduit que f, — f uniformément sur RN lorsque n — o0 (car f, — f dans LL(R™)) et que fn — F(f)
dans L (R”) lorsque n — 400 (car f,, — f dans LZ(R™)) et donc que, apres extraction éventuelle d’une sous
suite, on peut supposer que f, — E(f) p.p. quand n — co. On en déduit bien que f = F(f) p.p..

2. Soit f,g € LZ(RY). 1l existe deux suites (f)nen C Sy €t (gn)nen C Sy t.q. fr — f, gn — g dans LZ(RY).
La proposition 10.9 donne (f,,/in)2 = (fn/gn)2 pour tout n € N. En passant 2 la limite quand n — oo on
obtient bien (F(f)/F(9))2 = (f/9)2.

3.Soit f € L2 Soit (fu)nen C Sy t.q. fn — f dans LA(RY) quand n — oo. On a donc fn — F(f) dans
L2A(RN), ce qui donne aussi f,,(—-) — F(f)(—-) dans L2 (RY) et donc f(—) = F(F(f))(—) dans LA(RYN)
quand n — +o0. La proposition 10.6 donne f,, = Af,{f~) pour tout n € N. On en déduit donc (par unicité de
la limite dans L?) que f = F(F(f))(—-) p.p..

4. Linjectivité de F' (de LZ(RY) dans LZ(RY)) découle du fait que || F(f)||2 = || f||2 et que F est linéaire. La
surjectivité est une conséquence immédiate du troisieme item.

10.5 Résolution d’une EDO ou d’une EDP

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier pour la résolution d’une équation
différentielle (souvent notée EDO pour Equation Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles
(souvent notée EDP pour Equation aux Dérivées Partielles).

Soit N >0, (ag,...,an) € RN+1 et g € §1 (donnés). On cherche f € &7 qui vérifie :
anfMN (@) + ... 4 a1 f'(z) + ao f(x) = g(z), pour tout = € R. (10.5)
Si f € & vérifie (10.5), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :
aNf(N)( )+ ...+ arf'(t) + aof(t) = §(¢), pour tout ¢ € R. (10.6)
c’est-a-dire :

an(@)YN f(t) + ...+ ayitf(t) + aof(t) = §(t), pour tout t € R. (10.7)
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En posant p(t) = ax(it)N + ...+ ayit + ag et en supposant que p ne s’annule pas sur R, on a alors :
ft)==x. (10.8)

Comme g € S; et que p ne s’annule par sur R, on peut montrer que % € &;. En utilisant maintenant le théoréme
d’inversion, ou la proposition 10.6, on obtient :

—

f(t) = f(—t) = (g) (—t), pour tout ¢ € R. (10.9)

p
On a donc montré que f est nécessairement donnée par (10.9). Réciproquement, il est facile de voir que la fonction
donnée par (10.9) est solution de (10.5), c’est donc 1’unique solution dans S; de (10.5) (en supposant que p ne

s’annule par sur R).

Soit N > 1, on cherche u : RY — R, de classe C? (c’est-a-dire deux fois continfiment dérivable) t.q.
—Au(z) = 0, pour tout z € RY. (10.10)

Cherchons u € Sy (et donc Au € Sy) solution de (10.10). On a donc Au=0 (partout sur RY), c’est-a-dire
[t|>0(t) = 0 et donc @(t) = 0, pour tout ¢ # 0. Comme 4 est continue, ceci entraine que @& = 0 (partout sur R™V),
et donc u = 0. La fonction identiquement égale a 0 est donc la seule solution de (10.10) dans Sy .

On peut effectuer un raisonnement analogue si on cherche u de classe C? et dans Lﬁ(RN ) (on peut aussi le faire

si u est seulement dans L3 (R%V), il faut alors convenablement définir Awu). On obtient encore que la seule solution
de (10.10) est u = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas a v d’étre de carré intégrable. En effet, les
fonctions constantes sont toutes solutions de (10.10) (et on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe
C2et bornées, solutions de (10.10)).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

Définition 10.4 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On appelle fonction
caractéristique de X la fonction de R? dans C définie par :

px(u) = / eXudpP = E(e%), pouru € RY.
Q

Dans la définition précédente, la fonction e?X* est bien intégrable sur 2 (pour tout u € R?) car la fonction
x > €% est continue bornée de R? dans C. En notant px la loi de X, on remarque également que py =
(2m)4/?px (—-). La section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un

v..a..

Proposition 10.10 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. La fonction caracté-
ristique de X vérifie alors les propriétés suivantes :

1. px € C(,(Rd,C).

2. La loi de X est entierement déterminée par px (c’est-a-dire que si 'Y est un autre v.a. de dimension d et que
px = Qy, On a nécessairement px = py ).
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3. Sipx € LE(RY, B(RY), \y), la loi de X a une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?), ¢’est-
a-direpx = fAg, et :
flx) = (277)7‘1/ e oy (u)du, \g-p.s. enx € R%.
Rd
DEMONSTRATION : Comme ¢ x = (27r)d/2ﬁX(—~), le premier item est donnée par la proposition 10.7 (qui donne
Px € Cb(Rd,(C)).
Le deuxiéme item est donnée par le premier item de la proposition 10.8.

Pour le troisieme item, on remarque que le deuxiéme item de la proposition 10.8 donne px = fAy4 avec f =
px(—), ce qui donne \g-p.s.en z € R? :

flz) = (27r)*% /Rd ety (t)dt = (27r)*d/ e oy (t)dt.

Rd

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer 1’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). on donne
un exemple dans la proposition suivante.

Proposition 10.11 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1,..., X4 dv.a.r. Alors, lesvaa.r X1,...,Xq4

sont indépendantes si et seulement si on a ¢ x (u) = H;l:1 ©x, (uj) pour tout u = (u1, ..., uq)" € R% on X est
le v.a. de composantes X1, ..., Xq.
DEMONSTRATION : D’apres le théoreme 9.2 les v.a.r. Xi,..., X, sont indépendantes si et seulement px =

px, ® ... ® px,. Par la proposition 10.8, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de
Fourier sont égales, c’est-a-dire si et seulement si :

ox(u) = / e Ud(px, @ ...® px,) pour tout u € R?.
R4

Comme e**% = H?Zl e®i%i pour tout x = (x1,...,24)" et tout u = (uy,...,uq)’, la définition de la mesure
produit donne
d
/ e d(px, @ ... @px,) = [ [ ex, (1)),
R i=1
J
ce qui termine la démonstration de cette proposition. |

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxieme item du théoreme 10.3 (d@ a Paul Lévy).

Théoréme 10.3 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, d > 1
et (Xp)nen+ un suite de v.a. de dimension d.

1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand n — o0) vers une fonction @
continue en 0. 1l existe alors un v.a. X t.q. X,, — X en loi, quand n — oo.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X, — X en loi, quand n — oo, si et seulement si px, (u) = px(u),
quand n — oo, pour tout u € R<.
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DEMONSTRATION : Le deuxieme item du théoréme est une conséquence facile du premier item. En effet, si
X,, — X en loi, on a, bien sir, ¢x, (u) — @x(u) pour tout u € R? (car la fonction = + €*"* est continue et
bornée de R dans C, pour tout u € R?). Réciproquement, on suppose que @y, (1) — x (u) pour tout u € RY.
Comme la fonction ¢ x est continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier item donne que X, converge
en loi vers un v.a. Y. Mais ceci donne que X et Y ont méme fonction caractéristique et donc méme loi. On en
déduit bien que X,, tend vers X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoréme 10.3. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans
la premicre étape on montre que la suite des lois des X, est tendue (on utilise ici le lemme 10.1 et la continuité de
). Puis dans la seconde étape on conclut grace a la proposition 9.6.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la
suite des lois de chaque composante des X, est tendue. Soit donc i € {1,...,d} et (X,(f))neN la suite des i-eme
composantes des X,,. On note m,, la loi de Xff) et, pour tout t € R,

mmn(t) + mn(_t)

1
’Q/Jn(t) = ispxl(\f)(t) + (PXI(\f)(_t) = 9

Le lemme 10.1 donne alors, pour touta > O etn € N.

2/a
ma({a, ]2l > a}) < a/o (1= gu())dt. (10.11)

Ona g X (t) = px, (te;) (ou e; est le i-tme vecteur de la base canonique de R?), la fonction 1, (t) converge

donc pour tout ¢ € R et sa limite est une fonction ¢ (de R dans R) continue en 0. Comme 1),,(0) = 1 pour tout
n € N, on a aussi ¢(0) = 1.

Soit ¢ > 0, comme 1) est continue en 0 et 1»(0) = 1, il existe ag > 0 t.q. max;e(9,2/4,](1 — ¥ (t)) < ¢, et donc

2/ao
aO/ (1 —(t))dt < 2e.
0

La fonction 1), converge simplement vers ¢ et 0 < (1 — 1¢»,,) < 1 le théoréme de convergence dominée donne
donc

2/ag 2/ao
Jim ao/o (1—¢n(t))dt:a0/0 (1= (1)) dt.

n—oo

Il existe donc ng t.q.
n—oo

2/&0
n>ng= lim ao/ (1 = (t))dt < 3e.
0

Avec (10.11) on a donc
n > ng = mn({z, 2| > a}) < 3e.

D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour tout n € {1,...,n9 — 1}, il existe a,, t.q.
my ({2, || > an}) < 3e. En prenant a = max{ag, ai, ..., an,—1} on a donc

my({z,|z| > a}) < 3¢ pour tout n € N*.

Ceci montre bien que la suite (m,, ),en+ est tendue et termine la premiére étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition 9.6. Cette proposition nous donne ’existence
d’une sous suite de la suite (X, )nen+ et d’un v.a. X t.q. cette sous suite tende vers X en loi. On en déduit, en
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particulier que px = . Il reste & montrer que toute la suite (X, ),en+ tend vers X en loi (et pas seulement une
sous suite). Pour le montrer, on raisonne par I’absurde. Si la suite (X, ),en+ ne converge pas en loi vers X, il existe
¢ € Cp(RYR) t.q. E(p(X,) /A E(¢(X). Il existe donc € > 0 et une sous suite de la suite (X, ),en+, que nous
noterons aussi (X, ),en+ (pour ne pas alourdir les notations), t.q.

[E(¢(Xn)) — E(¢(X))] = €. (10.12)

Mais, la proposition 9.6 nous donne 1’existence d’une sous suite de cette sous suite et d’un v.a. Y t.q. la sous suite
de la sous suite tende vers Y en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions
caratéristiques (et que px, —  simplement), on en déduit que py = ¢ = @x. On a donc Px = Py. La sous
suite de la sous suite tend donc vers X en loi. En contradiction avec (10.12). On a bien ainsi montré finalement
que X,, — X en loi. |

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.12 Soir (Q, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R) et o? sa variance (donc,
02 = B((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N (m,c?). On a alors :

. 2
SOX(U) _ ezmuef%u

2
, pour tout u € R.

2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (donc, m = E(X) € Rd) et D
sa matrice de covariance (donc, D est une matrice symétrique, semi-définie positive, son terme a la ligne j et
la colonne k est donné par la covariance des composantes d’indices j et k de X ) de sorte que X ~ N'(m, D)
(proposition 9.11). On a alors :

im-u 7%Du-u

px(u) =em"e , pour tout u € R%,

DEMONSTRATION : Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ N (m,o?). On suppose tout d’abord que o> = 0, on a
alors X = m p.s. et donc, pour tout u € R, ox(u) = €™, ce qui est bien la formule annoncée. On suppose
maintenant que o > 0, on a alors, pour tout v € R :

P (x —m)?
_ ixu _ dr.
oxu) = [ e %exp( = ) .

Avec le changement de variable y = ™, on obtient :

. . 2
< (u) = eimu elyou e 4 d ,
ox(u) R V2r Y
. 2 ;
ce qui donne px (u) = elm“ﬁw(au) avec (t) = [, eWe ™5~ dy pour tout ¢ € R. Comme la fonction y — ¥’

est paire, on a aussi :

,yQ
Y(t) = / cos(yt)e 2 dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer ¢(t), on remarque que le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique (théoréme 4.10)
et donne que 1 est de classe C'! et

W(t) = / (—y)sin(yt)e L dy.
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En intégrant par parties cette derniere intégrale (en fait, on intégre par parties sur [—n, n] puis on fait tendre n vers
I’infini), on obtient :

—y2
() =— / tcos(yt)e 2 dy = —ti(t), pourtoutt € R,
R

42 2 42
ce qui donne t)(t) = ¢(0)e 2 . Comme (0) = [, e~ dy = v/2m, on en déduit que (t) = v/2me 2 (pour

. 70'2u2 . . z
tout ¢ € R) et donc que px(u) = "™ e~ = , ce qui est bien la formule annoncée.

On suppose maintenant que d > 1 et que X est un v.a. gaussien. Soitu € R%. Ona py (u) = E(e'X™) = px.,(1).
Pour connaitre ¢ x (), il suffit donc de connaitre la fonction caractéristique de la v.a.r. X - u. Comme X est un v.a.
gaussien, la v.a.r. X - u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est F(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est
(voir I’exercice 169) :

o> =E(X -u—m-u)?) =Eu (X —m)(X —m)u) = u'Cov(X)u = u’ Du.
On a donc, d’apres la premiére partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),

) t
im-u  —uw Du

ex(u) = pxu(l) =e™"e 2,
ce qui est bien la formule annoncée (car u! Du = Du - u). [ ]
On montre enfin le théoréme central limite.

Théoreme 10.4 (Théoréme central limite) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,)nen+ une suite
de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X1|?) < oo. On pose E(X1) = m, D = Cov(X1) et, pour
n € N*,

1 n
Y, = 7 ;(Xl —m).

La suite (Y, )nen+ converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelle N (0, D).
(Voir la définition 9.3 et la proposition 9.11 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)

DEMONSTRATION : Soon. .. [

10.7 Exercices

10.7.1 Transformation de Fourier dans L'

Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L') Corrigé 178 page 489
Soit H(t) = e~I*l,t € R. On pose, pour A > 0 :

ha(z) = (2m)"2 / H(\t)e™ dt, x € R. (10.13)
R

1. Montrer que hy(z) = ( )%m,et/H{hA(x)dx = (27r)%.

2. Soit f € L{(R, B(R), \), montrer que pour tout z € R, ona:

fxha(z) :/RH()\t)f(t)emdt. (10.14)
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3. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g x hy(0) — v/27g(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoréme de convergence dominée.]

4. Soit f € LE(R, B(R), ), montrer que :
If *hx —V2rf|l1 — 0lorsque A — 0. (10.15)

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = [ |f(z — y) — f(x)|dx.]

5. Déduire de ce qui précede le théoréeme d’inversion de Fourier, théoreme 10.1.

Exercice 10.2 1. Calculer la transformée de Fourier de 1|_, ), a € R. En déduire que L' n’est pas stable par
transformation de Fourier.

2. On pose g, = 1[_y, ). Calculer f x g,, et montrer qu’il existe h,, € L' tq. hy, = f * gn. Montrer que la suite
f * gn, est bornée dans Cp(RR, R) alors que la suite h,, n’est pas bornée dans L*. En déduire que la transformée
de Fourier n’est pas surjective de L' dans Cj.

Exercice 10.3 Soit f € S, on pose L(f)(z) = f”(x) + z f(x).
1. Montrer que L(f) = 0 entraine f = 0.

2. Soit k € S, montrer que I’équation différentielle A’ (t) = k(t) a une solution dans S si et seulement si [ k(t)dt =
0.

3. Soit g € S, étudier I’existence et I’unicité des solutions dans S de ’équation L(f) = g. On pourra remarquer

que pour h € S,ona:
T
P 3 — 3
i (he™V ) = 2 (he 1)

Exercice 10.4 On note L? I'espace LL.(R, B(R), ).
1. Soient f, g € L', montrer que fj € L', gf € L' et [ fgd\ = [ gfdA.
2. Soit B = [—3, 1]. Montrer que 15  15(t) = (1 — [¢[)*.

3. Onpose 8, = (1 — Iin‘)*, n € N*. Déduire de la question précédente que :

) 4 sin®(n2)
On(y) = ETZ/Q,WJ eR.

[Se ramener a 61...]

4. Soit f € L' N L™ tq. f(t) € Ry pour tout ¢ € R. On se propose de montrer que f € L' (et donc que le
théoréme d’inversion s’applique)

(a) On note ¢, = 6, f ; montrer que ¢, 1 f et S end\ 1t [ fdX lorsque n — +oo0.
(b) Montrer qu’il existe a > 0 indépendant de n tel que [ én(y)dy = o, Vn € N*. En déduire que f €L

10.7.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Exercice 10.5 (Caractérisation de m par m) Corrigé 179 page 491
Soitd > 1.

1. Soit m et i deux mesures signées sur les boréliens de RZ. On suppose que 1 = fi.
(a) Soit ¢ € LL(RY, B(RY), \z). Montrer que [ pdm = [ ¢dp.
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(b) Montrer que [ @dm = [ pdu pour tout ¢ € S(R?, C) (et donc pour tout p € C°(RY, R)).

(c) Montrer que m = g (On rappelle qu’une fonction de ¢ € C.(R? R) est limite uniforme de fonctions de
¢ € C°(R%,R)).

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R?. On suppose que 7 € LE(R?, B(RY), A\;). Montrer que m
est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue avec f = m(—-).

10.7.3 Transformation de Fourier dans >

Exercice 10.6 On note ici f la transformée de Fourier, pour f € L! ou L2.

1. Soient f, g € S, Montrer que fg = ﬁf*g.

2. Soient f, g € L2, Montrer que fg = ﬁf*g

10.7.4 Fonction Caractéristique d’une v.a.r.

Exercice 10.7 (Calcul de fonctions caractéristiques)

Soit (£2, .4, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle. Calculer la fonction caractéristique px de X dans
les cas suivants :

1. X =aps. (a €R).
2. X ~ B(p) (loi de Bernoulli de parametre p : P[X = 1] =p=1—P[X = 0)).

3. X suit une loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).

Exercice 10.8 (Loi normale et vecteur gaussien)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. Soit m € R? et D une matrice s.d.p.
(de taille d x d). Si X ~ N (m, D), o N'(m, D) est définie par la définition 9.3, montrer que X est un vecteur
gaussien.

Exercice 10.9 (Vecteurs gaussiens et densit¢)

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (X3,..., X4) un v.a. de dimension d.

On suppose que X est un vecteur gaussien (c’est-a-dire que Zle a; X; suit une loi gaussienne pour tout ay, .. .,
aq € R). On note m la moyenne de X et D la matrice de covariance de X. Montrer que la loi de X est de densité
par rapport A la mesure de Lebesgue (sur R?) si et seulement si D est inversible. Si D est inversible, montrer que
la loi de X est laloi N'(m, D) donnée dans la définition 9.3.

Exercice 10.10 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance) Corrigé 180 page 492
Soit (£2,.A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (Xy,..., X) un v.a. de dimension d.

1. On suppose ici que d = 2.

(a) On suppose que X; et Xo suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer que X est un vecteur
gaussien et que Cov(X7, X3) = 0.
(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(X;, X2) = 0. Montrer que X; et X sont indépen-
dantes.
2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X5 sont gaussiennes mais X n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir (€2, .4, P) et X7, X5 de maniere a avoir Cov(X7, X3) = 0
sans que X7, X soient indépendantes, voir 1’exercice 4.44.]
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3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux. Montrer
que X1, ..., X4 sont indépendantes.

Exercice 10.11 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson) Corrigé 181 page 494
Soit (2,4, P) un espace de probabilité et X une v.a. de Poisson de paramétre A (A > 0). On rappelle que,

P[X =k| = e_’\),;—};, pour tout k € Netque E[X] = A, Var[X] = \.

1. Calculer la fonction caractéristique ¢ x de X.

2. Soit (X, )nen+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre A.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 laloidelav.a.Y, = Z:Zl X,

(b) Utiliser le théoréeme central limite pour démontrer que

e 1
— = §quandn—>oo.

]
— k!

—n

Exercice 10.12 (Sur les lois des grands nombres) Corrigé 182 page 495

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f, avec
flx) = m pour z € R (on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > L, ot {|X| > n} = {w € Q,|X(w)| > n}. [On pourra remarquer
que 1+2w2 > > pour tout z > 1.]

3. Pour = € R, on pose g(z) = e~ 1*I. Montrer que

2

T /Re"“zg(x)dx = V27g(u) pourtout u € R.

En déduire que la fonction caractéristique de X, notée px vérifie o x (u) = e~ !* pour tout u € R. [On pourra
utiliser de théoreme d’inversion de Fourier qui donne g = g(—-) p.p. si ¢, § € L& (R, B(R), A).]

On se donne maintenant une suite Xy, Xo, ..., X,,... de v.a.ri.i.d. et on suppose que la loi de X; (et donc de
tous les X,,) est la loi de Cauchy. Pour n € N*, on pose :
1 n
Zn = E(Z Xp)
p=1
4. Soit n € N*,

(a) Montrer que
0z, (u) = @%, (E) pour tout u € R.
n

(b) Donner la loi de Z,,.
5. Pour n € N*, on pose A,, = {|X,,| > n} et B, = Up>,A,. on pose aussi B = Npen+ By,
(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que

P = [ Peap) < Tl - 0

p=n p=n

En déduire que P(B¢) = 0 et donc que P(B,,) = 1.
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(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais elle peut aussi étre faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]

(c) Soit w € B. Montrer que n(w) -+ 0 quand n — oc.

n

(d) Soit w € €. Montrer que si la suite (Z,,(w))nen+ converge vers une limite finie on a alors

X
lim /7~ ()

n—o0 n

=0.

[Ecrire X,, en fonction de Z,, et Z,,_1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,, ) ,en+ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n — oQ.
6. Pour tout n € N*, montrer que
Un+V,
Z2n - Zn = %7
ou U, et V,, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite (Z,,)nen+ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, a la suite (Z,,)nen+, les lois forte et faible des grands nombres ?

Exercice 10.13 (Sur la loi d’un vecteur aléatoire)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X un v.a. de dimension d. Montrer que la loi de X est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les v.aar. a - X, a € R4, |a] = 1. [On pourra utiliser la fonction
caractéristique de X.]

Exercice 10.14 (Limite de Gaussiennes)
Soit (€2,.4, P) un espace de probabilité, X une v.a.r. et (X,,)nen une suite de v.a.r. gaussiennes. On suppose que
X, tend en loi vers X, quand n — oo. On note m,, I’espérance de X,, et o, la variance de X,,.

1. Montrer tout d’abord que la suite (0, ),en est bornée. Puis, montrer que la suite (o, ), en est convergente dans
R. [On pourra utiliser la convergence simple de px, vers ¢x.]

2. Montrer que la suite (my,)nen est bornée. [On pourra utiliser le fait que la suite (Px, )nen est tendue, d’apres
la proposition 9.5.]

3. Montrer que la suite (m,, ),cn est convergente. En déduire que X est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.15 (Un exemple...)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (X, Y") un couple de variables aléatoires réelles, a valeurs dans [—1, 1]2.
On suppose que la loi de ce couple a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue (sur B(R?)) avec :

1+ ay(x? — y?
fley) = VN ), (@) € B2

1. Montrer que les lois des v.a. X et Y ont des densités par rapport a la mesure de Lebesgue (sur 5(R)). Calculer
ces densités. X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Calculer les espérances de X, Y et XY Que vaut cov(X,Y)?
3. Calculer les fonctions caractéristiques de X, Y et X + Y.

254



Chapitre 11

Espérance conditionnelle et martingales

11.1 Espérance conditionnelle
Nous commengons par définir I’espérance conditionnée par une tribu.

Définition 11.1 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. intégrable et BB une tribu incluse dans A. On
appelle “Espérance, conditionnée par B, de X" ou “Espérance conditionnelle de X par rapport a B" I’ensemble
des applications Z de ) dans R, B-mesurable, intégrable et t.q. :

E(ZU) = E(XU) pour toute application U de Q) dans R, B-mesurable, bornée. (11.1)

On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1), les
applications ZU et XU sont bien des v.a.r. intégrables).

Cette définition peut sembler un peu abrupte. On montrera dans la proposition 11.1 que, sous les hypotheses de la
définition 11.1, I’espérance conditionnelle existe, ¢’est-a-dire que I’ensemble F (X |B) est non vide, et que E (X |B)
est “unique", ceci signifiant que si 71, Zo € F(X|B) , on a nécessairement Z; = Zs p.s..

L’ensemble E(X|B), défini dans la définition 11.1, est une ensemble de v.a.r. (car Z B-mesurable implique Z .A-
mesurable) mais, en pratique, on confond cet ensemble avec I’un de ces éléments (comme on confond un élément
de LP avec I’un de ses représentants). Si Z est une v.a.r. B-mesurable intégrable et t.q. E(ZU) = E(XU) pour
toute v.a.r. U B-mesurable bornée, on écrira donc Z = E(X|B) p.s. au lieu d’écrire Z € E(X|B).

Avant de démontrer I’existence et I’unicité de 1’espérance conditionnelle, donnons quelques exemples simples. Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. intégrable. Prenons tout d’abord B = {f), Q}. Il est alors facile de
voir (exercice 11.1) que E(X|B) est réduit a un seul élément et que cet élément est la fonction constante et égale
aFE(X).

Soit maintenant A € At.q.0 < P(A4) < let B = {0, A, A°,Q} (qui est bien une tribu incluse dans .A). On peut
ici montrer (exercice 11.1) que E(X|B) est aussi réduit a un seul élément et cet élément est la fonction Z définie
par :

E(X1y4)

P(4)

E(X14¢)
P(A°)

Z: ].A ]_Ac.

La quantité Eg&;‘) s’appelle “espérance de X sachant A". On a ainsi fait le lien entre “espérance de X sachant

un événement" et “espérance de X par rapport a une tribu" (ou “selon une tribu").
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Dans les deux exemples précédents, I’ensemble E(X|B) était réduit 2 un seul élément. Voici maintenant un
exemple ol E(X|B) n’est pas réduit & un seul élément. On prend B € A tq. P(B) = 1 et B¢ # ) (c’est le
cas, par exemple, si P est une mesure diffuse, que A contient les singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini
ou dénombrable de points de §2). On prend encore B = {0, B, B¢,Q}.Poura € R, onpose Z, = E(X)1g+alpe.
On peut alors montrer (exercice 11.2) que E(X|B) = {Z,, a € R}. L’ensemble E(X|B) n’est donc pas réduit a
un élément.

On montre maintenant I’existence et I'unicité de 1I’espérance, conditionnée par une tribu, d’une v.a.r. intégrable.

Proposition 11.1 Soiz (2, A, P) un espace probabilisé et I3 une tribu incluse dans A. Soit X une v.a.r. intégrable.
Alors :

1. (Existence) E(X|B) # 0.
2. (Unicité) Zl, Zy € E(X|B) = 71 =2y D-S..

DEMONSTRATION : On démontre d’abord I’unicité de E(X|B). Puis, on démontre ’existence de E(X|B) si X
est de carré intégrable, puis ’existence si X est positive (et intégrable) et enfin I’existence si X est seulement
intégrable. En fait, la partie “existence si X est de carré intégrable" est inutile. Elle n’est pas utilisée pour la suite
de la démonstration mais elle est éventuellement intéressante pour la compréhension de I’espérance conditionnelle.
Unicité. Soit Z1,Zy € E(X|B). On pose U = sign(Z; — Zs) (on rappelle que la fonction sign est définie par
sign(s) = —1sis < 0,sign(s) = 1sis > 0 et (par exemple) sign(0) = 0). Comme la fonction sign est
borélienne de R dans R et que (Z; — Z3) est B-mesurable, la fonction U est bien B-mesurable. Elle est aussi
bornée, on a donc en utilisant 11.1 avec Z = Zy et Z = Zy, E(XU) = E(Z1U) et E(XU) = E(Z2U). Ceci
donne E((Z1 — Z2)U) = 0 etdonc E(|Z1 — Z3|) = 0. On en déduit Z, = Z5 p.s..

Existence si X est de carré intégrable. On note Py la restriction de P (qui est une mesure sur A) a B (tribu
incluse dans A). La mesure P est donc une probabilité sur 5. On note H 1’espace de Hilbert L%(Q, B, Pg) et,
pour V € H, on pose :

T(V) = /Q XVdP.

Il est clair que T'(V') est bien définie. En étant précis, on remarque que T'(V) = [, XvdP, ov v € LZ(Q, B, Pg)
est un représentant de V' (et cette quantité ne dépend pas du représentant choisi). C’est pour définir T que nous
avons besoin que X soit de carré intégrable.

L application T est linéaire continue de H dans R (et on a ||T'|| < || X||2). On peut donc appliquer le théoréme de
Riesz dans les espaces de Hilbert (théoreme 6.9), il donne 1’existence de Z € L2(£2, B, Pg) t.q. :

(V)= /QZVdP pour tout V' € H. (11.2)

Comme Z € L? (Q, B, Pg), la fonction Z est bien B-mesurable et intégrable (elle est méme de carré intégrable).
On montrer maintenant que Z vérifie (11.1) (et donc que Z € E(X|B)). Soit U une application B-mesurable
bornée de 2 dans R. Ona U € L2(§, B, Pg), on peut donc utiliser (11.2) avec pour V la classe de U et on obtient

EXU)=T(V)= / ZVdP = E(ZU).
Q
L application Z vérifie donc (11.1). ce qui prouve que Z € E(X|B).
Plus précisément, un développement du raisonnement ci avant (que les courageux peuvent faire) permet d’inter-

préter I’application X +— E(X|B) comme I’opérateur de projection orthogonale de L*(), A, P) dans le sous
espace vectoriel fermé formé a partir de L?((2, B, Pg).
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Existence si X est positive et intégrable. On utilise ici le théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11, qui se
démontre d’ailleurs avec le théoreme de Riesz dans les espaces de Hilbert, théoréme 6.9). On note toujours pg la
restriction de P a BB (de sorte que Pj est une probabilité sur B).

Pour B € A, on pose m(A) = fQ X14dP. On définit ainsi une mesure finie, m, sur A, c’est la mesure de densité
X par rapport a P. On note maintenant mg la restriction de cette mesure a la tribu 3. La mesure m g est absolument
continue par rapport a la mesure Pg (car B € B, Pg(B) = 0 implique que P(B) = 0 et donc X1 = 0 p.s. et
donc m(B) = 0 et donc mp(B) = 0). Le théoreme de Radon-Nikodym (théoreme 6.11) donne alors 1I’existence
de Z, B-mesurable positive, t.q. mp = Z P (c’est-a-dire que mp est la mesure sur B de densité Z par rapport a
Pg).

La fonction Z est intégrable car [, ZdP = [, ZdPp = mg(2) = m(Q) = E(X) < +o0 (et E(Z) = E(X)). 1l
reste & montrer que Z vérifie (11.1) (ce qui donnera que Z € E(X|B)). On remarque tout d’abord que E(Z1p) =
Jo Z1pdP = mp(B) = [, X1pdP = E(X1p) pour tout B € B. Par linéarité positive, on a donc, pour toute
fonction B-étagée positive,

E(ZU):/ZUsz/ZUdPB:/Udm:/UXdP:E(XU). (11.3)
Q Q Q Q

Par convergence monotone, on en déduit alors que (11.3) est encore vraie pour toute fonctions 3-mesurable po-
sitive. Enfin, en utilisant U = U™ — U~ (et en remarquant que ZU et XU sont intégrables), on conclut que
(11.3) est vraie pour toute fonction U B-mesurable bornée de 2 dans R. (On a ici repris un argument vu dans la
remarque 6.22.) L’application Z vérifie donc (11.1). Ce qui prouve que Z € E(X|B).

Existence si X est seulement intégrable. Comme les fonctions X ™ et X ~ sont positives et intégrables, il existe
7y € E(Xt|B) et Zy € E(X™|B).Onpose Z = Zy — Zy. Lapplication Z est B-mesurable et intégrable (car Z;
et Z le sont) et, pour tout fonction U B-mesurable bornée, on a :

E(ZU) = E(Z,U) — E(Z,U) = E(XTU) - E(X"U) = E(XU).
L application Z vérifie donc (11.1). Ce qui prouve que Z € E(X|B). (]

Soit (2,.A, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans 4. On a défini ’espérance, conditionnée par
B, d’une v.a.r. intégrable. On va maintenant montrer qu’on peut étendre la définition a des v.a.r. qui ne sont pas
intégrables mais qui sont positives (la démonstration est déja essentiellement dans la démonstration de la propo-
sition 11.1). Pour cela, on va commencer par donner une “p.s.-caractérisation" de F(X|B)" lorsque X est une
v.a.r. positive et intégrable. Cette caractérisation n’utilisant pas I’intégrabilité de X on aura ainsi une définition de
E(X|B) lorsque X est une v.a.r. positive. Ceci est fait dans la proposition 11.2 et la définition 11.2.

Proposition 11.2 Soir (2, A, P) un espace probabilisé et IB une tribu incluse dans A.

1. Soit X une v.a.r. intégrable positive. Alors, Z € E(X|B) si et seulement si Z est B-mesurable, intégrable, > 0
p.s.ettq. :
E(ZU) = E(XU), (11.4)
pour toute application U de ) dans R, B-mesurable et positive.

2. Soit X une v.a.r. positive. On note E(X|B) I’ensemble des applications B-mesurables positives vérifiant (11.4).
On a alors :

(a) (Existence) E(X|B) # (.
(b) (Unicité) Z1, Zy € E(X|B) = Z1 = Zs p.s..
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DEMONSTRATION : On commence par montrer le premier item. Si Z € E(X|B), la fonction Z est bien B-
mesurable intégrable et vérifie (11.1). Elle vérifie donc (11.4) en ajoutant “U bornée". Pour montrer que Z > 0
p.s.,onprend U = 1p avec B = {Z < 0} (U est bien B-mesurable bornée). On obtient E(ZU) = E(XU) > 0.
Comme ZU < 0,onadonc ZU = 0 p.s. et donc Z > 0 p.s.. Enfin, pour montrer que Z vérifie (11.4) (c’est-a-
dire avec U B-mesurable positive mais non nécessairement bornée), il suffit d’utiliser le théoréme de convergence
monotone (théoréme 4.2) en introduisant U,, = Ulpg, avec, pourn € N, B, = {U < n}.

Réciproquement, si Z est 3-mesurable, intégrable, > 0 p.s. et vérifie (11.4), il est facile de voir que Z vérifie (11.1).
En effet, si U est B-mesurable bornée, on utilise (11.4) avec les parties positive et négative de U pour obtenir (11.1).
Donc, Z € E(X|B).

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Existence. On reprend la démonstration de la proposition 11.1. On rappelle que pg est la restriction de P a B,
m = X P (c’est-a-dire la mesure de densité X par rapport a P) et mpg est la restriction de m a 5. La mesure mp
est absolument continue par rapport a la mesure Pi. La mesure m n’est pas finie si X n’est pas intégrable. On ne
peut donc pas appliquer directement le théoréme 6.11 (qui demande que m soit finie). Pour résoudre cette petite
difficulté, on pose, pour n € N m,, = X 1{n§ X<nt1} (qui est une mesure sur A) et m,, g sa restriction 3. La
mesure m,, 5 est absolument continue par rapport a la mesure Py et est finie. Le théoréme de Radon-Nikodym
donne alors I’existence de Z,,, B-mesurable positive, t.q. m, g = Z,P3. On pose alors Z = ZneN Zn. La
fonction Z est B-mesurable positive, il reste 2 montrer que Z vérifie (11.4) (ce qui donnera que Z € E(X|B)).
Soit U une application B-mesurable positive de (2 dans R. Pour tout n € N, on a

E(Z,U) :/

ZnUdP:/ZnUdPB:/Udmn75:/UX1{n<X<n+1}dP.
Q Q Q Q -

En sommant cette derniere égalité pour n € N, on obtient (par le corollaire 4.1 sur les séries a termes positifs)
E(ZU)=E(XU).

L application Z vérifie donc (11.4). Ce qui prouve que Z € E(X|B).

Unicité. Soit 7, Zy € E(X|B). prenons U = (sign(Z; — Z5))* (qui est bien B-mesurable et positive). On
a donc, par (11.4), E(Z,U) = E(ZyU) = E(XU), mais on ne peut rien en déduire car il est possible que
E(XU) = +o0. On va donc modifier 1égérement U. Soit n € N*. On pose B, = {Z1 < n} N{Z; < n}et
U, = Ulpg,. La fonction U,, est encore B-mesurable et positive et (11.4) donne E(Z1U,,) = E(Z5U,,). Comme
0 < E(Z1U,) = E(Z3U,) < n,onen déduit E((Z, — Z2)U,) = 0. Mais, (Z; — Z3)U,, > 0. En faisant tendre
n vers I'infini, le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) donne E((Z; — Z3)U) = 0, c’est-a-dire
E((Zy — Z3)™) = O etdonc Z; < Zs p.s.. En changeant les roles de Z; et Z5 on a aussi Zo < Zp p.s.. D’ou
Z1 = Zs p.s.. [

Définition 11.2 Soir (0, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. positive et B une tribu incluse dans A. On
appelle “Espérance, conditionnée par BB, de X " ou “Espérance conditionnelle de X par rapport a B") I’ensemble
des applications Z de ) dans R, B-mesurable, positive et t.q. :

E(ZU) = E(XU), (11.5)

pour toute application U de 2 dans R, B-mesurable et positive.
On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1),

les applications ZU et XU sont bien des v.a.r. positives, leur intégrale sur ) est donc bien définie et appartient a
R,).
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La proposition 11.2 nous donne 1’existence et 1'unicité (p.s.) de ’espérance conditionnelle lorsque X est une
v.a.r. positive. Sous les hypotheses de la définition 11.2, si X est de plus intégrable, on a donc deux définitions
de I’espérance conditionnelle de X par rapport 4 B, notée E(X|B) et E(X|B). La proposition 11.2 montre que
Z, € E(X|B) et Zy € E(X|B) implique Z; = Z3 p.s.. En pratique, comme on confond E(X|B) avec I'un de ces
éléments et £(X|B) avec I'un de ces éléments, on a donc E(X|B) = E(X|B) p.s.. Il est donc inutile de conserver
la notation £(X|B) et on conservera la notation F(X|B) dans les deux cas, c’est-a-dire “X v.a.r. intégrable" et
“X v.a.r. positive".

Nous donnons maintenant quelques propriétés de 1’espérance conditionnelle.

Proposition 11.3 Soiz (2, A, P) un espace probabilisé, B une tribu incluse dans A et X une v.a.r.. Soit p €]1, 0]
et q le nombre conjugué de p (i.e. ¢ = p/(p—1) sip < +oc et ¢ = 1 sip = 00). On suppose que X € LL(Q, A, P).
Soit Z € E(X|B). Alors, Z € LL(Q, A, P) et E(ZU) = E(XU) pour toute application U (de  dans R) B-
mesurable t.q. |U|? soit intégrable.

DEMONSTRATION : La démonstration fait partie de I’exercice 11.6. En fait, le cas p = 2 a déja été vu dans la
démonstration de la proposition 11.1. |

Proposition 11.4 (Inégalité de Jensen généralisée)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, B une tribu incluse dans A et X une v.a.r. de carré intégrable. Soit v une
Sonction convexe de R dans R. On suppose que p(X) est intégrable. On a alors E(o(X)|B) > ¢(E(X|B)) p.s..

DEMONSTRATION : D’apres le lemme 11.1, comme ¢ est convexe, il existe ¢, fonction croissante de R dans R (et
donc fonction borélienne de R dans R) t.q., pour tout z:,a € R, p(z) — p(a) > c(a)(x — a).

Soit Z € E(X|B). On a donc pour tout w € ) :
P(X(w)) —p(Z(w)) = c(Z(w))(X (W) = Z(w)). (11.6)

On aimerait intégrer cette inégalité sur un élément (bien choisi) de B mais cela n’est pas possible car les v.a.r. o(Z)
et ¢(Z)(X — Z) peuvent ne pas étre intégrables (bien que Z et X soient intégrables). Pour p € N*, on introduit
donc A, = {|Z| < p} de sorte que les v.a.r. 14,¢(Z)(X — Z) et 14,¢(Z) sont intégrables (noter que c(Z) est
bornée sur A, car ¢ est croissante). On pose aussi A = {E(o(X)|B) —¢(Z) < 0} et B, = A, N A. Soit p € N*,
I'inégalité (11.6) donne 15, (p(X) — ¢(Z)) > 1p,c(Z)(X — Z) et donc, en intégrant sur €2 :

J

Comme Z et E(p(X)|B) sont B-mesurables, on a B, € B (et donc 1p, est B-mesurable). On a aussi ¢(2)
B-mesurable (car c est borélienne) et donc 1p,¢(Z) B-mesurable. On en déduit :

(p(X) — (2))dP > / o(Z)(X — Z)dP. (117)

p BP

/ c(Z)(X = Z)dP = E(1p,c(2)(X — Z)) = 0 (car Z € E(X|B)),
B.

et
/B (P(X) — (Z))dP = (15, (9(X) — 9(2))) = E (15, (E(o(X)|B) — o(2)).

p

Avec (11.7), on en déduit :
| EBe18) - e2)ip > o

P
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Comme E(o(X)|B) — ¢(Z) < 0sur B, (car B, C A),onadonc P(B,) = 0etdonc P(A) = P(Upen+B,) = 0.
Ce qui donne bien E(p(X)|B) > ¢(Z) p.s.. L]

Lemme 11.1 Soit ¢ une fonction convexe de R dans R, il existe alors c, fonction croissante de R dans R (et donc
Sonction borélienne de R dans R) t.q., pour tout x,a € R, p(x) — p(a) > ¢(a)(z — a).

DEMONSTRATION : Si ¢ est dérivable sur R, la fonction c existe et est unique, elle est donnée par ¢ = ¢'.

L’existence de c est 1égérement plus difficile si ¢ n’est pas dérivable sur tout R (et on perd I’unicité de c).

% qui est définie sur R\ {a}. La convexité de ¢ permet de

Soit @ € R, on considere le fonction h, : x — £
montrer que h, est croissante (c’est-a-dire que z,y € R\ {a}, ¢ > y = hq(z) > ha(y)). La fonction h, a donc
une limite a gauche (et a droite) en tout point, y compris au point a. On pose (par exemple) :

cla)= lim he(x).

r—a,r<a

Il est facile de vérifier que la fonction ¢ ainsi définie est croissante de R dans R et vérifie, pour tout z,a € R,
o(x) — p(a) = c(a)(z — a). u

On défnit maintenant 1’espérance conditionnelle par rapport a une v.a.r. ou un v.a.

Définition 11.3 Soit (), A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. (ou un v.a. de dimension d, d > 1). Soit Y
une v.a.r. intégrable ou une v.a.r. positive. On appelle “Espérance, conditionnée par X, de Y " ou “Espérance
conditionnelle de Y par rapport & X" (ou “Espérance conditionnelle de Y sachant X ") I’ensemble E(Y |0 (X)),
o o(X) est la tribu engendrée par X. On note E(Y | X) cette espérance conditionnelle, de sorte que E(Y|X) =
E(Y|o(X)). (L’ensemble E(Y|X) est donc un ensemble de v.a.r. et, comme d’habitude, on confond E(Y | X) avec
l'un de ces éléments.)

Pour caractériser E(Y|X) (sous les hypotheses de la définition 11.3) et pour calculer cette espérance condition-
nelle, on utilise, en général, le théoreme 3.1 que nous rappelons sous une forme légérement plus précise (donnée
dans la démonstration du théoréme 3.1).

Théoréme 11.1 (Y mesurable par rapport a X) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r.. On
note o(X) la tribu engendrée par X. Alors :

— Lav.a.rY est o(X)-mesurable si et seulement si il existe f, fonction borélienne de R dans R, t.q. Y = f(X).
— Lav.aa.r'Y est o(X)-mesurable bornée si et seulement si il existe f, fonction borélienne bornée de R dans R,

tq. Y = f(X).
— Lava.rY est o(X)-mesurable positive si et seulement si il existe f, fonction borélienne positive de R dans R,

tq. Y = f(X).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme est donnée dans la démonstration du théoreme 3.1.

Voici une conséquence immédiate de ce théoréme, utilisée pour calculer E(Y|X)

Proposition 11.5 (Calcul de E(Y | X)) Soit (Q2,.A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. Soit Z une
application de ) dans R.

1. On suppose que Y est intégrable. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement si il existe 1) application borélienne de R
dans R t.q. Z = (X)), ¥(X) est intégrable et

E@(X)p(X)) = E(Yp(X)), (11.8)

pour toute application ¢ de R dans R, borélienne bornée.
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2. On suppose que Y est positive. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement si il existe 1) application borélienne positive
deRdansR t.q. Z = (X)) et
E@(X)e(X)) = E(Y (X)), (11.9)

pour toute application ¢ de R dans R, borélienne positive.

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence facile du théoréme 11.1. ]

La conséquence de la proposition 11.5 est que (sous les hypoteses de la proposition) I’on cherche E(Y|X) sous
la forme d’une fonction (X)) (avec ¢ de R dans R) vérifiant (11.8) (ou (11.9)). On raisonne, en général, par
“condition nécessaire sur ¢" et, comme on sait que F(X|Y") existe, il est méme inutile de vérifier que la fonction
(X)) que I’on trouve (qui est, en général, définie p.s.) est bien intégrable (ou positive).

La proposition 11.5 montre également que (sous les hypoteses de la proposition 11.5) la fonction Y est une fonction
de X (c’est-a-dire Y = (X)) pour un certain ¢ de R dans R) si et seulement si E(Y|X) = Y. Pour montrer
que la v.a.r. Y est une fonction d’une autre v.a.r. X, il suffit donc de montrer que E(Y'|X) = Y. En comparaison,
le calcul de la covariance entre X et Y (apres “normalisation") s’intéresse seulement a 1’existence ou non d’une
dépendance affine de Y en fonction de X. Voir, a ce propos, 1’exercice 11.14.

Remarque 11.1 (Deux propriétés de I’espérance conditionnelle) Voici deux propriétés qui nous serons utiles
dans la section suivante. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, 5 une sous tribu de A et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit V' une v.a.r. B-mesurable bornée. On a alors E(XV|B) = VE(X|B) p.s.. (Voir I'exercice 11.4.)

2. On suppose que o(X) et B sont des tribus indépendantes. On a alors E[X|B] = E[X] p.s.. En particulier, si
Y est une v.a.r. indépendante de X (c’est-a-dire que o(X) et o(Y") sont des tribus indépendantes), on a alors
E[X|Y] = E[X] p.s.. (Voir I'exercice 11.5.)

11.2 Martingales

Définition 11.4 (Filtration et processus) Soit (2, A, P) un espace probabilisé
1. On appelle ‘filtration" une suite de tribus (By,)nen t.q. By, C Bpy1 C A, pour tout n € N.
2. On appelle “processus réel" une suite de v.a.r..

3. Soit (By,)nen une filtration et (X,,)nen un processus réel. On dit que (X,,)nen est adapté a la filtration (B,,) nen
si, pour tout n € N, X,, est B,,-mesurable.

Définition 11.5 (Martingale) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (B,,)nen une filtration et (X,,)nen un pro-
cessus réel (c’est-a-dire une suite de v.a.r.).

1. (Martingale) La suite (X, )nen est une martingale par rapport a la filtration (By,)y, si on a, pour toutn € N,
(a) X, est B, -mesurable et intégrable,
(b) E(Xp41|Bn) = Xy, p-s..

2. (Sous et sur martingale) la suite (X, )nen est une sous-martingale [resp. sur-martingale] par rapport a la
filtration (B,)nen si on a, pour tout n € N,

(a) X, est B,,-mesurable et intégrable,
(b) E(Xp41|Bn) > Xy p.s. [resp. E(Xp111Bn) < X, p.s. ]
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Remarque 11.2 Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé, (B,,)nen une filtration et (X,,)nen une martingale par
rapport a la filtration (B,,),. Pour tout n € N, on a, comme 1g, est B, -intégrable bornée, et E(X,1|B8,) = X,

p-s.,
E(Xn+1):/Xn+1lgdP:/E(Xn+1|8n)19dP:/angdP:E(Xn).
Q Q Q

On adonc E(X,,) = E(X;) pour tout n € N.

Exemple 11.1 (Exemples de Martingales) Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit (By,)nen une filtration et X une v.a.r. intégrable. On pose X,, = E(X|B,). La suite (X,,)nen est une
martingale (par rapport a la filtration (B,,),,). (Voir I’exercice 11.19.)

2. Soit Xy une v.a.r. intégrable et (J,)nen+ une suite de v.a.r. intégrable et de moyenne nulle. On suppose que
la suite formée de Xy et (J,,)nen+ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose alors, pour n € N, X, 41 =
X, + Jny1 et By, la tribu engendrée par Xy, ..., X,. La suite (X,,),en est une martingale (par rapport a la
filtration (B,,),,). (Voir ’exercice 11.20.)

Définition 11.6 (Temps d’arrét) Soir (0, A, P) un espace probabilisé, (B,)necn une filtration et T une v.a. a
valeurs dans N U {400} (c’est-a-dire une application mesurable de ), muni de la tribu A, dans NU {400}, muni
de la tribu formée de I’ensemble des parties de N U {400}). L’application T s’appelle un temps d’arrét si, pour
toutn €N, {T = n} € B,. Si T est un temps d’arrét, on note Br la tribu définie par Br = {A € A t.q., pour
toutn € Ny AU{T =n} € B,}.

Le théoréme suivant montre qu’une martingale “arrétée” est encore une martingale.

Théoréme 11.2 (Martingale arrétée a un temps d’arrét) Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une
Siltration (By,)nen et (X,)nen une martingale (par rapport a la filtration (By,),). Soit v un temps d’arrét. Pour
n € N, onposeY,, = X, rn (On rappelle que vAn(w) = min{v(w), n} et donc que Xynn(w) = Xmminfu(w)n} (W),
pour tout w € Q).) Alors, la suite (Y,,)ncN est encore une martingale (par rapport a la filtration (B,,) ).

DEMONSTRATION : Soitn € N,onay,, = an{T>n} + ZZ:O Xy 1{7=%}- On en déduit tout d’abord que Y,, est
intégrable (comme somme finie de fonctions intégrables). Puis, on montre que Y, est 3,,-mesurable. Pour cela, on
remarque que {T' = k} € By, C B, pour k < n, et que

(T >n} = (U {T =k}) €B,.

Enfin, on remarque que X}, est B,-mesurable pour tout & < n. Grace a la stabilité des fonctions mesurables par
somme et produit, on obtient bien, finalement, que Y,, est 3,,-mesurable.

Il reste maintenant & montrer que E(Y,,41|8,) = Y, p.s., pour tout n € N. Soitn € N, on a

n+1 n
Yot1 = Xor1lironiry + Z Xelir=ky = Xnt1l{r>nt1y + Z Xilir=p}-
k=0 k=0

Par linéarité de 1’espérance conditionnelle, on a donc

n

E(Yn111Bn) = E(Xni1l{ront13|Bn) + Y E(Xilr—p}|Bn).
k=0
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Comme {T' > n+1} = (Up_, {T = k})° € By, la remarque 11.1 (et le fait que E(X,,41(B,) = X, p.s.)
donne E(Xp111{r>n411I1Bn) = Lir>nt13 E(Xny1|Bn) = Xnlir>n41y. Puis comme, pour & € {0,...,n},
Xy 1gp—py est B,-mesurable, on a E(X1ir—py|Bn) = Xi1{p—k}. On obtient ainsi

n
E(KL+1|B7L) = X’rbl{TZn+1} + Z Xkl{T:k} = KL p.s..
k=0

Ce qui termine la démonstration. ]

On conclut cette section par un théoréme, sans démonstration, sur la convergence des martingales.

Théoreme 11.3 (Convergence p.s. d’une martingale)
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, (B,,)ncn une filtration et (X,)ncn une suite de v.a.r. On suppose que
(X ) nen est une martingale par rapport & (B,,) nen-

1. On suppose que la suite (X,)nen est bornée dans Lk (), A, P). Alors il existe une v.a.r. intégrable, X, t.q.
X, — X p.s., quand n — oo.

2. On suppose X, > 0 pour tout n € N. Alors, il existe une v.a.r. intégrable, X, t.q. X,, — X p.s., quand n — .

On peut noter que le deuxieme item du théoréme 11.3 est une conséquence du premier car, pour une martingale,
on a toujours F(X,) = E(Xy) pour tout n € N (et les X,, sont toujours intégrales). Si X,, > 0, on a donc
| Xnll1 = E(Xo) < +o0.

11.3 Exercices

11.3.1 Espérance conditionnelle

Exercice 11.1 (Espérance conditionnelle selon une tribu) Corrigé 183 page 497

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer que E[Y|B] est réduit a un élément et déterminer E[Y|5] (en fonction de Y et B).

1. La tribu B la tribu grossiére, ¢’est-a-dire B = {0, Q}.

2. Soit B € At.q. 0 < P[B] < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.

3. Soit (By)nen C Atq. B, N By, =0sin # m, Q = Upen=Bp et 0 < P(B,,) < 1 pour tout n € N*. On
prend pour B la tribu engendrée par (B,,)nen+ (c’est-a-dire B = {U,csBn, J C N*}).

Exercice 11.2 (Espérance conditionnelle selon une tribu (2))

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. intégrable. Soit B € At.q. P(B) = 1 et B¢ # () (c’est le cas,
par exemple, si P est une mesure diffuse, que A contient les singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini ou
dénombrable de points de ). On pose B = {0}, B, B¢, Q}. Pour a € R, on pose Z, = F(X)1g + alp.. Montrer
que E(X|B) = {Z,,a € R}.

Exercice 11.3 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.) Corrigé 184 page 498
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.

1. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E[Y| X].

2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs 1 ou 3 avec 21 # x2. Donner un élément de E[Y| X].
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3. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable {z,,n € N*} avec
P(X = x,) # 0 pour tout n € N*. Donner un élément de E[Y|X].

Exercice 11.4 (Egalité d’espérances conditionnelles)

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé, B une sous-tribu de A, X une v.a.r. intégrable et V' une v.a.r. B-mesurable
bornée. Montrer que E[XV|B] = E[X|B]V p.s..

Exercice 11.5 (Espérance conditionnelle et indépendance)
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit Y une v.a.r. indépendante de X. Montrer que E[X|Y] = E[X] p.s..

2. Soit BB une sous tribu de .A. On suppose que (X ) et B sont des tribus indépendantes. Montrer que F[X |B] =
E[X]p.s..

Exercice 11.6 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. appartenant a £?)

Soit (€2, .4, P) un espace de probabilités, G une sous-tribu de A et Y une v.a.r. intégrable. On pose Z = E[Y|G]
(plus précisément, on confond ici, comme d’habitude, la classe E[Y|G] avec I’un de ses éléments).

1. On suppose, dans cette question, qu’il existe M € R tq. |Y| < M p.s.. Montrer que |Z| < M p.s.. et
queE[Z®] = E[Y @] pour tout & G—mesurable et intégrable.

2. Soitp €]1,00[ et ¢ = ﬁ. On suppose que |Y'|? est intégrable, montrer que | Z|P est intégrable et que E[Z®] =
E[Y @] pour tout ® G—mesurable et t.q. |®|? soit intégrable.

Exercice 11.7 (Calcul de E(exp(XY)|X) siY ~ N(0,1)) Corrigé 185 page 500
Soit (2,.A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que Y suit une

loi gaussienne centrée réduite et que Elexp(X?/2)] < oo. Montrer que exp(XY') est intégrable et déterminer
Elexp(XY)|X].

Exercice 11.8 (Espérance selon une somme de v.a.r.i.i.d)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités.

1. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables. Montrer que E(X|X +Y)+E(Y|X +Y)=X +Y. On suppose maintenant
que X et Y sont indépendantes et de méme loi. Montrer que

X+Y
E(X|X+Y)=EY|X +Y) = ;r .
2. Soit n € N* et X7,..., X, des v.ar indépendantes, de mé€me loi et intégrables. On note S,, = ZZ:1 X

Montrer que F(X1|S,) = S, /n.

Exercice 11.9 (Une condition nécessaire et suffisante pour avoir X = Y p.s.)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. intégrables. On suppose que E[X|Y] = Y p.s. et
E[Y|X] = X ps..

1. Soit ¢ € R. Montrer que
E [(X - Y)]-X>C,Y>C] - E [(Y - X)1X>CZY] S 0

En déduire que E [(X —Y)lxscvse =0, puisque P[X >c¢>Y]=0.
2. Montrer que X =Y p.s..
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3. on suppose maintenant que X et Y sont de carré intégrables. Montrer qu’une démonstration (beaucoup) plus
directe de la question 2 est possible en calculant E((X — Y)?).

N.B. Le cas ou X et Y sont seulement intégrables (traité dans les questions 1 et 2) peut aussi se faire avec la
question 3 en “tronquant” les v.a.r. X et Y.

Exercice 11.10 (Espérance du produit et produit des espérances) Corrigé 186 page 500

Soit (£2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et E[X|Y] = E(X)
p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

Exercice 11.11 (Egalité de lois donne égalité d’espérances conditionnelles)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X, Y, Z trois v.a.r.. On suppose que X et Y sont intégrables et que

(X,2)~ (Y, 2).

1. Montrer que E[X|Z] = E[Y|Z] ps..

2. Soit f une fonction borélienne de R dans R. On suppose que f(X) et f(Y) sont intégrables (ou que f est a
valeurs dans R ). Montrer que E[f(X)|Z] = E[f(Y)|Z] p-s..

Exercice 11.12 (Convergence faible et espérances conditionnelles)

Soit (2, A, P) un espace de probabilités, B une sous-tribu de A, X une v.a. intégrable et (X,,),en une suite de
v.a. intégrables. On suppose que X,, — X faiblement dans L!(Q, A, P) quand n — oo (ce qui est équivalent a
dire que, pour tout v.a. U bornée, on a lim,,_, ., E[X,, U] = E[XU)).

1. Montrer que pour toute v.a. U, B-mesurable et bornée, on a

lim E[E[X,|B)U] = E[E[X|B]U].

n—oo

2. Montrer que E[X,,|B] — E[X|B] faiblement dans L'(€2, A, P) quand n — oo.

Exercice 11.13 (Minoration d’une espérance conditionnelle)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, 3 une sous-tribu de A et Y est une v.a.r. positive. Soit U une v.a.r. positive,
B-mesurable et t.q. pour toute v.a.r. positive B-mesurable Z on ait E(Y Z) > E(UZ). Montrer que E(Y|B) > U

p-s..

Exercice 11.14 (Dépendance linéaire et dépendance non linéaire)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité et X, Y deux v.a.r. non constantes.
X—BE(X) 7 — Y=E()

1. (Dépendance linéaire.) On pose X = ) )
(a) Montrer que |Cov(X,Y)| < 1.
(b) Montrer que |Cov(X,Y)| = 1 si et seulement si il existe a, 3 € R, a # 0,t.q. Y = aX + 3.
(c) Donner un exemple pour lequel Y = f(X) (avec f fonction borélienne de R dans R) et Cov(X,Y) = 0.
2. (Dépendance.)
(a) On suppose que X et Y sont indépendantes. Montrer que E(Y|X) = E(Y).

(b) Montrer qu’il existe f (fonction borélienne de R dans R) t.q. Y = f(X) si et seulement E(Y|X) =Y.

Exercice 11.15 (Lorsque E(Y|X) = X p.s....) Corrigé 187 page 501
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. de carré intégrable.
On suppose que E(Y|X) = X p.s..
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1(a) Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R. On suppose que la v.a.r. ¢(X) est de carré intégrable. Montrer
que [, Yp(X)dP = [, X¢(X)dP.

(b) Montrer que E(Y) = E(X) et E(XY) = E(X?).
2(a) Montrer que E(X?) < E(Y?).
(b) Montrer que Y = X p.s. si et seulement si F(Y?) = E(X?).

Exercice 11.16 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle) Corrigé 188 page 501

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé et (X,Y)" un v.a. gaussien de dimension 2, On note a I’espérance de X, b
I’espérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X,Y)? (on a donc Dy 1 = Var(X), Dy = Var(Y) et
D; 3 = D51 = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y") > 0.

1. Calculer o, 8 € R (en fonction de a, b et D) de maniere a avoir E[X] = E[a+8Y] et E[XY] = E[(a+8Y)Y].

Avec « et § ainsi déterminés, on définit la fonction affine ! de R dans R par I(s) = o + s pour s € R et on
définitlavar. Zpar Z = X — (V).

2. Montrer que (Z,Y)" est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z,Y) = 0. En déduire que Z et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de 1’exercice 10.10].

3. Montrer que E[X|Y] =I(Y) p.s.
4. Calculer (en fonction de D) Var(Z).
Dans la suite, on note ¢ = +/Var(Z) et, pour a € R on note 4, la loi normale N (a, ?).

5. Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose ¢ (a) = fR fdpg.

(a) Montrer que v est une fonction continue (de R dans R) si o > 0.
(b) Montrer que E[f(X)|Y] =¥ ((Y)) p.s.

Exercice 11.17 (Convergence d’une suite d’espérance conditionnelles)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (T},),en une famille de tribus sur E t.q. T,,C 1,41, pour tout n € N, et
UnenTy, = T. Soit X € L3(E, T, p) et E(X|T,,) I'espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu 7},. Nous
allons montrer que E(X|T},) converge vers X dans L2 (E, T, p) lorsque n — +oo.

1. Montrer qu’il existe e € L2 (F, T, p) et une sous-suite de la suite (E(X|T,)nen qui converge faiblement vers e
dans L (E, T, p).

2. Montrer que [ XYdp = [eYdp, pourtoutY € F = UpenLE(E, T, p).

3. Montrer que F' = L2(E, T, p) et en déduire que ¢ = X p.s..

4. Montrer que || E(X|T,)|l2 < ||X||2 et en déduire que la suite (e(X,T},))nen converge vers X dans L3 (E, T,
p)-

Exercice 11.18 (Projection sur L2(§2, 7(X), P) versus projection sur ev(X))

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités. Si 3 est une sous-tribu de .4, on note encore P la restriction de P a B,
de sorte que (€2, B, P) est encore un espace de probabilités. On rappelle que £2(2, B, P) C £L%(Q, A, P) et que
1’on peut considérer L?(2, B, P) comme un s.e.v. de L?(Q, A, P). L’espace L?(), B, P) est donc un s.e.v. fermé
de L3(Q, A, P).

Soit X € L?(1, A, P) (en choisissant un représentant de X, X est donc une v.a.). On note ev(X) le s.e.v. engendré
par X (noter que ev(X) est un s.e.v. fermé de L?(Q, A, P)).

Si V estun s.e.v. fermé de L?(£2, A, P), on note Py I’opérateur de projection orthogonale sur V.
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1. On suppose que X est constante et non nulle (c’est-a-dire qu’il existe a € R* t.q. X = a p.s.). Montrer que
Pev(X) = PLQ(Q’T(X)’p) (1e CV(X) = LZ(Q, 7'()()7 P))

2. On suppose que X n’est pas constante. Montrer que pour toute sous-tribu B de A, Foy(x) # Pr2(o.5,p) (i-e.
ev(X) # L*(Q, B, P)).

Remarque : Si Y est une v.a. de carré intégrable, on a E[Y | X] = E[Y|7(X)] = Pr2(q r(x),p) Y-

11.3.2 Martingales

Exercice 11.19 (Martingale construite avec les espérances d’une v.a.)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,)nen. Soit X une v.a.r. intégrable. Montrer que
la suite (X, )nen définie par X,, = F[X|B,,] (pour tout n € N) est une martingale par rapport a la filtration (3,,).

Montrer que (X,,)nen est aussi une martingale pour la filtration (F,,),en définie par F,, = 7(X1, ..., X,,) (pour
tout n € N).

Exercice 11.20 (Martingale d’un jeu équilibré)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. intégrable et (J,),cn+ une suite de v.a.r. intégrable et de
moyenne nulle. On suppose que la suite formée de X et (J,,)nen+ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose
alors, pour n € N, X, 11 = X, + Jpy1 et By, la tribu engendrée par Xy, . .., X,,. Montrer que la suite (X,,)nen
est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),).

Exercice 11.21 (Quelques propriétés des martingales) Corrigé 189 page 504

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),en (¢’est-a-dire d’une suite croissante de sous
tribus de A) et (X, )nen une suite de de v.a.r. (c’est-a-dire un processus réel). On suppose que X, est intégrable
pour tout n € N.

1. On suppose que (X, )nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),,) Montrer que la suite
(E(X,))nen est croissante.

2. On suppose que (X, )nen est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),en). Montrer que E(X,, 4., |By)
= X, p.s. pour tout m > 0.

3. Soit ¢ une fonction convexe de R dans R. On suppose que (X}, ), en est une martingale (par rapport  la filtration
(Br)nen) et que ¢(X,,) est intégrable pour tout n € N (on rappelle que ¢(X,,) est une notation pour désigner
o X,,). Montrer que (¢(X,,))nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),en)-

Exercice 11.22 (Séries de Fourier et martingales)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité et B une sous tribu de .A. Montrer que

X € L*(Q,B,P)= Xt € L*(Q,B,P).

(L*(Q, B, P) = Li(Q, B, P).)

On prend maintenant Q =0, 1[, A = B(]0, 1[) et P = XA (la mesure de Lebesgue sur B(]0,1[)). On pose H =
L4(Q, A, P).Pour p € Z, on définite, € H par e,(z) = exp(2impz) pour z €]0, 1[. On rappelle que {e,, p € Z}
est une base hilbertienne de H. pour n € N, on pose V,, = ev{ep, —n < p < n} (cestun s.e.v. fermé de H).

Soit X € H. On sait que X,, — X dans H, quand n — oo, avec X,, = Py, X ol Py, désigne I’opérateur de
projection orthogonale sur V,, (X, est donc une somme partielle de la série de Fourier de X).

1. Montrer que Py, (X,,+1) = X,, pour tout n € N.
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2. Soit n € N*, monter qu’il n’existe pas de sous-tribu B de A t.q. V,, = LZ(2, B, P). [On pourra, par exemple,
commencer par remarquer que V;, est formé de fonctions analytiques. ]

3. Soitn € N*. On pose B,, = 7(ep, —n < p <n). A-t-on'V,, C L4(Q, B,,, P) ou LZ(Q, B,,, P) C V,,?

Exercice 11.23 (Quelques questions sur les temps d’arrét)
Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B, )nen.

1. Soit (X}, )nen une suite de v.a.r., adaptée a la filtration (B,,)nen. Soit E' € B(R) et 7 défini de 2 dans R par
T(w) =181 X;(w) € EetT =551 X;(w) € E.

Montrer que 7 est un temps d’arrét.
2. Soit v et 7 deux temps d’arrét par rapport a la filtration (B,,),,cn. Montrer que v + 7 est encore un temps d’arrét
(par rapport a la filtration (B,,)pen)-

3. Soit v et 7 deux temps d’arrét, par rapport a la filtration (B,,)nen, et t.q. v < 7 p.s.. Soit B, et B; les deux
tribus associées. Montrer que B, C B.. [Si T est un temps d’arrét, on note By = {A € A t.q., pour tout n € N,
AnN{T =n} € B,}.]

Exercice 11.24 (Martingale arrétée a un temps d’arrét)

Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,)nen €t (Xp)nen, (¢n)nen+ deux suites de v.a.r..

On suppose que, pour tout n € N, X,, est intégrable et que, pour tout n € N*, ¢,, est bornée. Pour n € N*, on pose

(AX), =X, —X,_1et(¢p-X), = ZZ=1 ok (AX) (ceci est une intégrale stochastique discréte).

1. On suppose que (X,,)nen est une martingale et que (¢, ),en- est prévisible (c’est-a-dire que ¢, 41 est B,,-
mesurable pour tout n € N). Montrer que ((¢ - X ), )nen+ est une martingale.

2. (Exemple) Soit v un temps d’arrét. On prend ici ¢, = 1y,>,} pour tout n € N*. Montrer que (¢, )nen+ est
prévisible et (¢ - X),, = X, apn pour tout n € N*. (On rappelle que v A n(w) = min{v(w),n} et donc que
Xuan(w) = Xmin{v(w),n} (W), pour tout w € €.)

Remarque : La question précédente permet de montrer qu’une martingale arrétée a un temps d’arrét est encore
une martingale et donne donc une démonstration du théoreme 11.2.

Exercice 11.25 (Caractérisation des martingales réguliéres)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B, ),en et (X, )nen une martingale bornée dans L*
(c’est-a-dire t.q. sup{ E(| X, |), n € N} < 00).

1. Montrer que la suite (X, ),cn est équi-intégrable si et seulement si (X, ), en est une martingale réguliere (c’est-
a-dire que la suite (X,,),en converge dans L} (€, A, P)). [On pourra utiliser le théoreme de Vitali.]

2. On suppose qu’il existe ¢ > 0 t.q. sup{E(|X,|?), n € N} < oo. Montrer que (X, )nen est une martingale
réguliere.

Exercice 11.26 (Une condition pour qu’un temps d’arrét soit intégrable)
Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),en et T un temps d’arrét par rapport a la
filtration (B,,)nen-

1. On suppose qu’il existe eg > O et ng € N t.q.
P[T > kng] < (1 — £0)** pour tout k € N*. (11.10)

Montrer que E[T] < co.
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2. On suppose qu’il existe eg > O et ng € Nt.q. P[n+ng > T > n| > g P[T > n] pour tout n € N. Montrer
que I’inégalité (11.10) est vraie.

3. On suppose qu’il existe g > 0 et ng € N t.q. E[l{r<nin,}1|Bn] > €0 p-s., pour tout n € N. Montrer que
P[T €]n,n + ngl] > eoP[T > n]. En déduire que E[T] < oco.

[On rappelle que pour une v.a.r. X, ona E[|X|] < oo sietseulementsi ) . P[|X|>n] <ool]

Exercice 11.27 (On joue a pile ou face...)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (J,,)nen+ une suite de v.a.r.i.i.d. de loi m = %51 + %6_1 (c’est-a-dire
que, pour tout n € N*, P[J,, = 1] = P[J,, = —1] = 1/2). On pose Xo =0et,pourn € N, X,, 11 = X,, + J,41.
Soit a et b deux entiers strictement positifs et, pour tout w € €2,

T(w) = inf{n > 0tq. X,,(w) = —aou X,,(w) = b} siil existe n € Nt.q. X,,(w) € {—a,b},
T'(w) = oo sinon.

On note p, = P({w € Q, t.q. Xp(,)(w) = —a}) (p, est donc la probabilité que X, atteigne —a avant b). Pour
n € N, on désigne par 5,, la tribu engendrée par Xy, ..., X,, et on pose, pour w € €, ¥, (w) = KXrmin(n,T(w)) (w).
1. Montrer que (B,,)nen est une filtration et que 7" est un temps d’arrét pour cette filtration.

2. Montrer que E[T] < cc.

3. Montrer que (X,,),en est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),en).

4. Montrer que (Y},)nen est une martingale (par rapport a la filtration (B,,)nen) et que p, = b/(a + b).

N.B. : On peut aussi montrer que E[T] = ab.

Exercice 11.28 (Il est temps de s’arréter)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,,),en et (X, )nen une suite de v.a.r., adaptée a la
filtration (F,, )nen. On suppose aussi que E[|X,|] < oo pour tout n € N.

1. Montrer que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F,, )nen) 7 borné,
E[|X,|] < .
On suppose dans la suite que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F, ),en) T borné,
E[X:] = E[Xo].
2. Soitn € Net A,, € F,,. On définit o,, par
on(w)=nsiwe A, etop(w)=n+1siw¢gA,.

Montrer que o, est un temps d’arrét (par rapport a (F,,)nen)-

3. Soit n € N et v, défini par v, (w) = n + 1 pour tout w € 2. Montrer que v, est aussi un temps d’arrét (par
rapport & (Fp, )nen)-

4. Enremarquant que X, = X,;14+X,14. (pour tout temps d’arrét 7 et tout événement A), montrer que (X,,)nen
est une martingale.
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Deuxieme partie

Corrigés d’exercices
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Chapitre 12

Motivation et objectifs

Corrigé 1 (Convergences simple et uniforme)
Construire une suite (f,)neny C C([0,1],R) et f € C([0,1],R) t.q. f,, — f simplement, quand n — oo, et
fn 7 f uniformément, quand n — oo.

corrigé

On prend, pour n > 2 :
fn(x) = nz, pour z € [0, 1], f,(x) =n(2 — ), pour z €], 2], f,(x) = 0, pour z €] 2, 1].

On a (fp)nen C C([0,1],R). Pour tout z € [0, 1], on a bien f,,(z) — 0 quand n — oo. Enfin (f,,)nen ne tend
pas uniformément vers 0 car || .||, = max{|f,(z)|;z €[0,1]} =1+ 0, quand n — cc.

Corrigé 2 (Intégrale d’une fonction continue)

Une fonction ¢ : [0,1] — R est dite “en escalier" s’il existe n > 1l et zg,..., 2, t.q. 0 = 29 < 71 < ... <
ZTp—1 < T, = 1 et g constante sur chaque intervalle |x;, ;41[, 0 <7 <n — 1.

Pour g en escalier et xg, . . ., x, comme dans la définition ci dessus, on pose

1 n—1
/ g(x)de =Y ai(wi — x3),
0 i=0

oll a; est la valeur prise par g sur |z, ;41].
1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que 1’intégrale de g ne dépend que du choix

de g et non du choix des x;. Montrer que 1’application qui a g associe I’intégrale de g est linéaire de 1’ensemble
des fonctions en escalier dans R.

corrigé
Soitn > letxg,..., 2, t.q.0 = 20 < 21 < ... < x,_1 < x, = 1 et g constante sur chaque intervalle
Jxi, i+1], 0 <4 < n — 1. On note a; est la valeur prise par g sur |;, ;1]
Soit également m > letyg,...,ym .- 0 = yo < y1 < ... < Ym—1 < Ym = 1 et g constante sur chaque
intervalle Jy;, y;+1[, 0 < i < m — 1. On note b; est la valeur prise par g sur |y;, yi+1[.

Nous devons montrer que 37\ a;(zis1 — ;) = Srg bi(yic1 — vi)-

On considere 1'union des points x; et des points y;, ¢’est-a-dire que zp,...,2p sontt.q. 0 = zp < 21 < ... <

zpo1 < zp=1let{z,i€{0,....,p}} ={z;,i € {0,...,n}}U{y;, i € {0,...,m}} (on adonc, en particulier,
p > max{m,n}). On note ¢; est la valeur prise par g sur |z;, z;11][.
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Pour tout i € {0,...,n}, il existe k; € {0,...,p} t.q. z; = 2, (en particulier, kg = 0 et k,, = p) et on a donc
kip1—1 . .

Tiy1l — Ty = ZJ:JFkIL (Zj+1 — ZJ) Comme a; = C5 81 ki < ] < k‘,’.;,.l -1 (car ]Zj,Zj+1[C]I,‘,I,‘+1D, on €n

déduit :

n—1 n—1kiy1—1 p—1
ai(xiy1 — ;) g E ci(zj41 — E ¢i(zix1 — 2i)
=0 =0 j=k; =0

De la méme maniére, on a Z;’;l bi(Yiv1—yi) = Zfz_ol ¢i(ziy1—2;), d’ottI’on conclut Z;:ol a;i(rip1—x;) =
m—1

Yico bi(Yir1 — i)

On a bien montré que I’intégrale de g ne dépend que du choix de g et non du choix des x;.

On montre maintenant que 1’application qui a g associe I’intégrale de g est linéaire de I’ensemble des fonctions
en escalier dans R (cet ensemble est bien un espace vectoriel sur R).

Soit g et h deux fonctions en escalier et a, 5 € R. Soit n > 1 et zg,...,2, t.q. 0 = 29 < 27 < ... <
ZTn—1 < X, = 1 et g constante sur chaque intervalle |x;, z;41[, 0 < i < n — 1. Soit également m > 1
et Yo, -, Ym - 0 = yo < y1 < ... < Ym—1 < Ym = 1 et h constante sur chaque intervalle |y;, y;+1],
0 <4 < m — 1. On considere ici encore 1'union des points x; et des points y;, c’est-a-dire que 2o, . . ., z, sont
tq.0=20<2z <..<zp1<z =1let{z;,1€{0,...,p}} ={2;,i€{0,...,n}} U{y;,i €{0,...,m}}.
Les fonctions g, h et g + Sh sont donc constantes sur chaque intervalle |z;, z;11[ (ceci montre d’ailleurs que
ag + Bh est bien une fonction en escalier et donc que 1’ensemble des fonctions en escalier est bien un espace
vectoriel sur R). En notant a; la valeur de g sur |z;, z;11] et b; la valeur de h sur |z;, z;11], on obtient :

p—1

1 p—1 1
/ g(x)dx = Zai(zﬂ_l - zi), / h(z)dz = bi(zix1 — 2i)-
0 =0 0

i=0
On en déduit que O‘fo x)dx + Bfo w)dr = Y P  (aa; + Bb) (zig1 — 2i) = fol(ag(;p) + Bh(z))dz car
aa; + Bb; est la valeur de ag + Sh sur ]zl, ZZ+1[

Ceci prouve bien que I’application qui a g associe I’intégrale de g est linéaire de 1’ensemble des fonctions en
escalier dans R.

2. Soit f € C([0,1], R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier ( f,,)nen t.q. f soit limite uniforme de ( f,,)nen lorsque n — +oo.

corrigé
Pour n > 1, on choisit (par exemple) f,, ainsi :
falz) = f(L),siz € [L, 2] i € {0,...,n — 1}. Pour bien définir f, sur tout [0, 1], on prend aussi
fu(1) = f(1).
La fonction f,, est bien en escalier (elle est constante sur chaque intervalle ]-£, “E1[ pour i € {0, . —1}.
Elle converge uniformément vers f, quand n — oo, car f est uniformément contmue Plus prec1sement, on

allfo = fllu = max{|fu(2) = f(2)]. 2 € [0,1]} < max{|f(z) — f(W)]. 2,y € [0,1]: |z —y[ < 3} =0,
quand n — oo.

. 1 —1 i .
Noter que, pour ce choix de f,,,ona [y fn(z)dz =37 f(£)L. Cette somme est une “somme de riemann"

asociée a f et on va voir ci-aprés qu’elle converge vers fo f(z)dx quand n — oo.
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(b) Soit (f)nen une suite de fonctions en escalier t.q. f soit limite uniforme de (f,)nen lorsque n — —+o0.
Montrer que la suite (I,)nen C R, out I, est I'intégrale de la fonction en escalier f,, converge. Enfin,
montrer que la limite 7 = lim,,_,, I,, ne dépend que de f, et non de la suite ( f,,),ecn. On pose alors

/01 f(a)de =

corrigé
Si g est une fonction en escalier, il est clair que la fonction |g| (définie par |g|(x)) = |g(x)|) est aussi en

escalier et que I’on a
[ st < [t < g

On en déduit que, pour tout n, m € N, I, — I,,,| = | fo (fn—fm)dz| <||fn— fmllw. Comme la suite (f,,)nen
converge (vers f) pour la norme || - ||, ¢’est une suite de Cauchy pour cette norme. La suite (I,,),en est donc
de Cauchy dans R. La suite (I,,),en est donc convergente dans R.

Soit maintenant une autre suite (g, )recn de fonctions en escalier t.q. f soit aussi limite uniforme de (g, )nen-
Soit J,, I’intégrale de la fonction en escalier g,,. On remarque que |I,, — J,,| < ||fn — 9nl|w, d’ 0l I’on déduit
que limy, o0 I, = limy, o0 Jp car || fro — gnllu < || fo — fllu + lgn — fllu — 0, quand n — oo. La limite de
la suite (I, )nen ne dépend donc que de f, et non du choix de la suite (f,,)nen-

3. Montrer que I’application qui a f associe 1’intégrale de f est linéaire de C([0, 1], R) dans R et que, pour tout
1

fecoR.onal [ s < [ If@ds < m 1f(@)

corrigé
Soit f,g € C([0,1],R) et soit o, 8 € R. On choisit deux suites de fonctions en escalier, (f,,)nen et (gn)nen,
convergeant uniformément vers f et g. La suite (afy, + Sgn)nen est donc une suite de fonction en escalier
convergeant uniformément vers af + 3 g (qui appartient bien a C' ([0 1] R)). En passant 2 la limite, quand

n — oo dans I’égalité fo (afn + ﬁgn) dr = a fo fn Ydz + 3 fo gn(x)dz (démontrée précédemment), on
obtient [ (a.f + Bg)(x)dr = o [ f( dx—l—b’fo

Enfin, si f € C([0, 1] R). On choisit (f,,)nen suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f.
On a déja vu que | fo fu(z)dz| < fo | fr(x)|dz < || fn]l. On obtient les inégalités désirées en passant a la limite
sur n, car (| fn|)nen est une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers | f| et || f|lw — || f ]«
quand n — 0.

Corrigé 3 (Propriétés de I’intégrale des fonctions continues)
Soit (¢n)nen C C([0,1],R) et p € C([0, 1], R). On suppose que ¢,, — ¢ simplement quand n — co.

1
1. Montrer que si lim / lon(z) — @(z)| dz — 0, on a alors
n— oo 0

1 1
lim on(z)dx = / o(x) d.
0

n—oo 0

corrigé
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5.

Ceci est une conséquence d’une inégalité vue dans I’exercice définissant I’intégrale d’une fonction continue :

| / (on(2) — p(x))de]| < / on(a) — o(a)|da.

1

1
. Montrer que si (¢, )nen converge uniformément vers ¢, alors lim on(z)dx = / () du.

corrigé
Ceci est aussi une conséquence d’une inégalité vue dans I’exercice définissant 1’intégrale d’une fonction conti-
nue :

| / (on(2) — @(@))de] < [lon — pllu-

. Donner un exemple de suite (¢, )ren qui converge vers ¢ simplement, mais non uniformément, t.q.
1 1
lim o () de = / o(x)dx.
0

n—oo 0

corrigé

On prend, pour n > 2:

on(z) = nx, pour z € [0, 1], p,(z) = n(2 — z), pour z €]%, 2], o, (z) = 0, pour z €]2,1].

On a (¢n)nen C C([0,1],R). Pour tout € [0,1], on a ¢, (z) — 0 quand n — oo. La suite (¢,)nen
converge donc simplement vers 0. Elle ne converge pas uniformément vers 0, car ||¢y, ||, = 1 # 0. On a bien

fol on(z)dr = % — 0 quand n — oo.

. Donner un exemple de suite (¢, ),cn qui converge simplement vers ¢ t.q.

1 1
lim on(x)dr #£ /0 o(x) d.

n—roo 0

corrigé
On prend, pour n > 2:

on(z) = n?x, pour z € [0, %], on(z) = n?(2

2 — z), pour z €]+, 2], () = 0, pour z €]2,1].
On a (¢, )neny C C([0,1],R). Pour tout z € [0, 1], on a ¢, (z) — 0 quand n — oo. La suite (¢, )nen converge

donc simplement vers 0. Pourtant fol on(x)dx =1 4 0 quand n — co.

Si la suite (¢, )nen satisfait les deux conditions :
(a) Pour tout &, 0 < € < 1, (¢ )nen converge uniformément vers ¢ sur [g, 1],

(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1, +1],
1 1
montrer que lim on(x)de = / o(z) dx.
0

n—oo 0

corrigé

Par la condition (a), la suite (¢, )nen converge simplement vers ¢ sur |0, 1]. La condition (b) donne alors
p(x) € [—1,1] pour tout  €]0, 1] (et donc aussi pour tout = € [0, 1] car ¢ est continue sur [0, 1]).
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Soit £ > 0. On utilise maintenant le fait que fol v)de = [; f(z)dz + f f(z)dz, pour tout f € C([0,1],R),
pour obtenir :

[ outo) — ool <22+ mx Glente) — @)

D’apres (a), il existe ng t.q. maxgepe11{|¢n(2) —¢(x)|} < epourn > ng. Onadonc | f01(<pn(az) —p(x))dx| <
. i 1
3e pour n > ng. Ce qui prouve que [, ¢n(z) = [, ¢(x)dx quand n — oco.

LQ satisfait les conditions énoncées a la question 5.
) 14+ nz= )

Donner I’allure générale du graphe de ces fonctions pour des petites valeurs de n ; que devient le graphe lorsque
n—o00?

. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢, (x) =

corrigé
On a bien ¢,, € C([0,1],R) pour tout n € N. Soite > 0. Pour tout z € [¢,1] ettoutn € N,ona 0 < ¢, (x) <
n—‘/fg — 0 quand n — oo. La condition (a) de la question 5 est donc vérifiée. La condition (b) est également

vérifiée en remarquant que 2zv/n < 1 + na? pour tout z > 0 et n € N (on a donc ¢, () € [0, 3] pour tout
z € [0, 1] et tout n € N). La question 5 donne donc que fol ¢n(z)dxr — 0 quand n — oo.

La fonction ¢,, est croissante pour z € [0, ﬁ], elle atteint son maximum en r = f’ ce maximum vaut 5
(¢, ne converge donc pas uniformément vers 0 quand n — o0). La fonction ¢,, est ensuite décroissante pour

x € [\F’ 1] et tends vers O pour tout x.

. On suppose maintenant que la suite (¢, )nen Vérifie I’hypothese suivante :

lim/ lon(z) — p(2)|?dx = 0. (12.1)
n—oo

A-t-on lim / |on(z) — @(x)|dz = 0?2 [On pourra par exemple utiliser (aprés 1’avoir démontrée) 1’inégalité
suivante : pour tout € > 0, il existe ¢ > 0, ne dépendant que de €, t. q. a < € + cea?.]

corrigé

Soit € > 0. On remarque que (pour a > 0) a < € + —2 (en fait, on a méme 2a < e+ “2) le plus facile, pour

s’en convaincre, est de remarquer que a < “— sia > ¢ (donc a < max{e, & })) On a donc

1
/ on(e) — o(@)|dz < & + * / (on(2) — o(x))2dz.

Par I’hypothese (12.1), 11 existe ng t.q. le dernier terme de 1’inégalité précédente soit inférieur a € si n > ng. On
a donc fol |on(z) — o(x)|dx < 2e sin > ng. On a bien montré que lim,, _, o fol lon(z) — p(x)|dz dz = 0.

. Méme question que ci dessus en remplacant I’hypothese (12.1) par :

dp > 1; lim / |on(x) — (x)|Pdx = 0.

corrigé
la démonstration est identique a la précédente en remarquant que a < € + E;}—fl, pour tout € > O et tout a > 0.
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9.

10.

11.

On suppose qu’il existe C' > 0 tel que
1
/ lon(z)?de < C,Vn €N, (12.2)
0

et que la suite (¢, )nen converge uniformément sur [, 1], pour tout € > 0. Montrer que

lim lon(z) — @(z)|dx = 0.
0

corrigé
On utilise la méme inégalité qu’a la question 7 avec € = %, c’est-a-dire a < % + da?. On a donc, pour tout
1 2
T e [071]’ |(pn(l')| < K + 5|‘pn($)| .

On en déduit, pour 1 €]0, 1], en intégrant sur I'intervalle [0, 7] :

n 77 n 9
/ on(@)dz < 2+ / (o) P,
0 6 0

et donc, avec (1.10),

K n
/ on(@)ldz < T + oC.
0 6

De méme, on a )
n
[ewlar <245 [ G
0 4 0

Soit £ > 0, on choisit 6 > 0 pour avoir §C < ¢ et 6f01 ©?(x)dz < ¢, puis, on choisit 7 > 0 pour avoir 1<e.
On a alors, pour toutn € N :

1

/ (@) — p(a)ldr < / on (@) — o(@)|de 4 4e.
0

n

Comme (¢, )nen converge uniformément vers o sur [n, 1], il existe ng t.q. |on(z) — @(z)| < e pour tout
x € [n,1] et tout n > ng. On en déduit fol lon(z) — w(x)|dz < 5e pour tout n > ng. Ce qui prouve que

limy, 00 fol lon(z) — @(z)|dx = 0.

Construire un exemple de suite (¢, )nen qui satisfasse aux hypotheses de la question précédente et qui ne soit
pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypotheses de la question 5).

corrigé

On prend, pour n > 2:

on(x) = ny/nzx, pour z € [0, %], on(x) = n\/ﬁ(% — x), pour E}%, %} on(x) =0, pour x E]%, 1].

On a (pn)nen € C([0,1],R). Pour tout € > 0, ¢, — 0 uniformément sur [¢,1] quand n — oco. Enfin,
I lon(@)[2da < 2 (car [pn(x)| < v/npour z € [0, 2]).

Peut-on remplacer 1’hypothese (12.2) par :

1
Iexistep > 1let C' > 0t.q. / |on (z)|Pdx < C, pour tout n € N?
0
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corrigé
Oui, le raisonnement fait pour p = 2 s’adapte ici en remarquant que a < % + 6P~ 1a? (pour § > Oeta > 0).

1
12. Peut-on remplacer I’hypothése (12.2) par : il existe C' > 0 t.q. / |on(z)|dx < C, pour toutn € N ?
0

corrigé
Non, il suffit de reprendre 1’exemple de la question 4 :
on(z) = n?x, pour z € [0, %], on(z) = nQ(% — z), pour x E]%, %], on(z) = 0, pour e]%, 1].

Corrigé 4 (Normes définies par I’intégrale)
Soit E = C([—1,1],R) I’espace des fonctions continues de [—1,+1] dans R. Pour ¢ € E, on pose |¢|1 =

1

+1 +1 2

e dtetligls = (J1 et dt)
1. Montrer que (F, || - ||1) est un espace normé.

corrigé

Il est clair que || f||1 € R4 pour tout f € Eetque |[af|l1 = |a|||fll1, [|f+glln < f]l1+gll1 pour tout € R,
f,geE.

Il reste a vérifier que || f||; = 0 implique f = 0. Pour le montrer, il suffit de remarquer que si f # 0, il existe
t € [-1,1]tq. a = f(t) # 0 et donc, par continuité de f, il existe v, 8 € [—1,1], « < Bet f > a/2 sur [, S].
D’oti I’on déduit || f||; > §(8 —a) > 0.

2. Pour n € N, on définit ¢,, € E par

<z<l1
(a) Montrer que si (¢p,)nen converge vers ¢ dans (E, || - [|1), alors ¢(z) =0siz < 0etp(x) = 1sixz > 0.

corrigé

Ona fi)l lo(x)|dz < |l@n — @||1 pour tout n € N. En faisant tendre n vers oo on en déduit f_ol lo(z)|dz =
0 et donc (par continuité de ¢) que ¢ = 0 sur [—1,0].

Soit ¢ > 0. On a aussi f; lo(xz) — 1|dz < |j¢n — |1 pour tout n t.q. 1/n < . On en déduit, en faisant

tendre n vers oo que fso |p(x) — 1]dx = 0 et donc ¢ = 1 sur [¢, 1]. Comme ¢ est arbitraire, on a finalement
¢ = 1sur 0, 1]. Noter que ceci est en contradiction avec ¢ = 0 sur [—1, 0] et la continuité de ¢ en 0. La suite
(¢n)nen ne converge donc pas dans (E, || - ||1)-

(b) En déduire que (E, || - ||1) n’est pas complet.

corrigé
La suite (¢, )nen est de Cauchy dans (E, || - [|1) (il suffit de remarquer que [, — @ |l1 < 2 sim > n)et
ne converge pas dans (E, || - ||1) . L'espace (E, || - ||1) n’est donc pas complet.
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3. Montrer que (E, || - ||2) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est induite par un produit scalaire)
mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

corrigé

Pour f,g € E, on pose (f/g)2 = f_ll f(z)g(x)dx. Lapplication (f,g) — (f/g)2 est un produit scalaire
sur E, c’est-a-dire que c’est une application bilinéaire de £ x E dans R, symétrique et (f/f)2 = 0 implique
f = 0. Elle induit donc une norme sur F qui est justement le la norme || - ||, ¢’est-a-dire || f||2 = /(f/f)2.
L’espace (FE, || - ||2) est donc un espace préhilbertien (voir la partie du cours sur les espaces de Hilbert pour plus
de précisions).

L'espace (E, || - ||2) n’est pas complet car la méme suite qu’a la question précédente, (¢, )nen, est de Cauchy
dans (E, || - [|2) (on a aussi ||, — om|l2 < L sim > n) et ne converge pas dans (E, || - ||2) (un raisonnement

analogue a celui de la question précédente montre que si (¢, )nen converge vers ¢ dans (E, || - ||2), alors
p(xr) =0siz < 0ety(x) =1siz > 0,cequiesten contradiction avec la continuité de ¢ en 0).

Corrigé 5 (Rappels sur la convergence des suites réelles)

1. Soit u = (uy, )nen une suite a valeurs dans R. On rappelle que lim sup,, , . 1, = lim,,_, Sup,>,, Up. Montrer
que lim sup,,_, ., uy, est la plus grande valeur d’adhérence de u.

corrigé

On note a, = SUpp>p Up € R. La suite (an)nen est décroissante donc convergente dans R, ceci montre que
lim sup,,_, . un est bien définie. on pose a = lim,,_,oc a,, = limsup,,_, o Un.

On montre tout d’abord que a est une valeur d’adhérence de la suite (u, )n,en. On distingue 3 cas :

Cas 1 Il existe n € N t.q. a,, = —00.

On a alors u,, = —o0 pour tout p > n et donc u, — —oo et a = —oo est bien une valeur d’adhérence de la
suite (Up)neN-

Cas 2 a,, = oo pour toutn € N.

pour tout n € N, on a sup,,»,, u, = 00, il existe donc (1) > 1 t.q. ty(,) > n. La suite (uy(n) )nen est donc
une sous suite de la suite (u,, )nen, elle converge vers a = oo, donc a est bien une valeur d’adhérence de la
suite () nen-

Cas 3 a,, > —oo pour tout n € N et il existe ¢ € Nt.q. a; < oo.

Dans ce cas, on a a,, € R pour tout n > ¢. Pour tout n > ¢, il existe p(n) > n t.q. a, — % < Uy < an
(par définition d’un sup). La suite (uw(n))nzq est donc une sous suite de la suite (uy, ), en, elle converge vers
a = lim,,_, o, ay,, donc a est bien une valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen.

Il reste & montrer que a est supérieur ou égal a toutes les valeurs d’adhérence de la suite (uy, )nen. Soit b une
valeur d’adhérence de la suite (uy)nen. Il existe donc ¢ : N — N t.q. p(n) — 0o et U,y — b, quand
n — oo. Comme Ap(n) = Ug(n) POUT tOUt 1 € N, on a donc, en passant a limite quand n — 0o, a > b. a est
donc la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen-

2. Siu = (U )nen est une suite a valeurs dans R, on sait (conséquence du résultat de la question précédente) qu’il
existe une suite extraite de v qui converge vers lim sup,,_, ., %, . Donner un exemple d’une suite de fonctions
(fn)nen de R dans R t.q. aucune sous suite ne converge simplement vers limsup,,_, . f» (qui est définie par
(limsup,,_, o fn)(x) = limsup,,_, . (fn(z)) pour tout x € R).
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corrigé
Comme card(P(N)) = card(R), il existe ) : R — P(N) bijective. On définit maintenant f,, pour tout n € N.

Soitxz € R,

— Si le cardinal de ¢ (x) est fini, on prend f,(z) = 1 pour toutn € N.

— Si le cardinal de () est infini, on peut écrire 1(x) = {p.(p),p € N} ol ¢, est une fonction strictement
croissante de N dans N. on prend alors f,(x) = 1sin € (x), fo(z) = 1sin = ¢,(2q) avec g € Net
fa(x) =0sin = ¢,(2¢+ 1) avec g € N.

Avec ce choix de (fy)nen, limsup,,_, . fn est la fonction constante et égale 2 1. On montre maintenant que

aucune sous suite de (f,,)nen ne converge simplement vers lim sup,,_, . fn. En effet, soit ¢ : N — N t.q.

©(n) = oo quand n — oo. Il existe € R t.q. ¥(x) = Im(p) (car ¢ est surjective). Pour tout p € N, on peut

trouver n > p t.q. o(n) = ¢;(2¢ + 1) pour un certain ¢ € N (car {¢(0),...,¢(p — 1)} ne peut pas contenir

{©2(2¢ 4+ 1), ¢ € N}), on adonc f,,)(x) = 0, ce qui montre que f,(,)(z) # 1 quand n — oo. La sous suite

(fo(n))nen ne converge donc pas simplement vers lim sup,, . fn-

3. Trouver I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (4, )nen t.q. :
liminf,, o w, = 0, limsup,,_, ., un, = 1 etlim, o0 [ttpt1 — un| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

corrigé
On note A ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,, )nen. D’aprés la question 1 (et son analogue avec
liminf)ona0,1 € Aet A C [0, 1]. On montre maintenant que A = [0, 1].

Soit a €]0,1[. Pour n € N, il existe p > n t.q. u, > a (car sup,>,, u, > 1). De méme, il existe ¢ > p t.q.
ug < a (car infy>, ug < 0). On pose (n) = min{g > p; uy < a}. Onadonc uy(,) < @ < Ugy(m)—1 (NOter
que ceci est aussi vrai si ¢ = p + 1, grace au choix de p). Comme |u¢(n) — U¢(n)—1| — 0 quand n — oo (noter

que (n) — oo quand n — oo car p(n) > n), on a Uy, — a quand n — oo et donc a € A. ceci prouve que
A=10,1].

On obtient un exemple d’une telle suite de la maniére suivante :

Pour n € N il existe un unique (p,q) avecp € N,0 < g < ptq.n = w + ¢, on pose alors u, = pqﬁ si
p:2]<;aveckEN,etun:Z%‘fsip:2k+laveckeN.

Corrigé 6 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)
Soit £ un ensemble. Lorsque A est une partie de F, on définit14 : E — R par:

la(z)=1,siz € A,

1a(z) =0, siz & A. (12.3)

1 4 est appelée “fonction caractéristique de A" (elle est souvent aussi notée x 4).

1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de F, alors 14,5 = 14 + 1p. En déduire que si
(A )nen est une suite de sous-ensembles de £ deux a deux disjoints,ona ) 14, = 1y, .4, (on précisera
aussi le sens donné a ) 14,”).

corrigé
Si A et B sont 2 parties de E, il est facile de voir que 145 () est différent de 1 4(x) + 1(x) seulement si
x € AN B. Si A et B sont deux parties disjointes de F/, on a bien 1 445 = 14 + 1.
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Si (A,,)nen est une suite de parties de E, on définit, pour x € F :

Z 14, (z) = nlLII;OZO 14, (2),
=

neN

cette limite existe toujours dans R . Si les (A,,) sont disjoints 2 a 2, cette limite est 0 si x & U,enA, etest 1 si
x € UpenAy, (car z appartient alors a un seul A,,).

. Montrer que si B C A C E,onalgyp=14—1p.
corrigé
Siz e B,onalypg(z)=1a(z)—1p(z) =0,
Size A\ B,onalyp(z)=1a(z) —1p(z) = 1,
Size A% onaly g(z) =1a(z) —1p(z) =0,

ceci donne bien 1 4\p = 14 — 1.

. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de F,ona 1l g = 1415.

corrigé
Size ANB,onalanp(r) =14(x)lp(x) =1,
Size (ANB)*=A°UB onalanp(x) =14(x)lp(z) =0,

ceci donne bien 1 gnp = 1415.

.Soit f : E — R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrer que f s’écrit comme combi-
naison linéaire de fonctions caractéristiques.

corrigé

Soit a1,...,a, les valeurs prises par f (noter que a; # a; sii # j). On pose alors A; = {z € E; f(x) = a,}.
On voit alors que f = > a;14,.

Corrigé 7 (Limite uniforme dans R)
Soit (frn)nen € C(R4,R;). On suppose que (fr)nen converge uniformément vers f (de sorte que f €
C(R4,RL)).
(a) On suppose que, pour n € N, limg_, 1 o foa fn(x) dx existe dans R.
On note [,"*° f,(x) dx cette limite.

Montrer, en donnant un exemple, que lim,—, 4 o foa f(z) dz peut ne pas exister dans R.

corrigé

Pour n > 1, on définit f, par:

falz)=1,si0 <2 <1,
fn(x):%,silgxgn;
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fal@)=n+i-—zsin<z<n+i,

fulz)=0,siz > n—l—%.

La suite (f,,)nen converge uniformément vers f défnie par :
fl@)=1,s10<z <1, f(z)=1si1<a

Plus précisément, on a || f,, — f|lu < + — 0 quand n — oc.

D’autre part, pour a > 1, foa’ f(z)dx =1+ log(a) — oo quand a — oo.

(b) On suppose de plus que lim,, f0+°° fn(z)dx et limg—s 4 o0 foa f(z) dz existent dans R. On note alors

f0+oo f(x) dx cette derniere limite. A-t-on

+oo

lim Jn(z)dx = /+00 fx)dz 7
0

n—00 0

corrigé
Pour n > 1, on définit f,, par :
fn(x):%,si0§x<n,
fn(x):n+%—x,sin<x<n+%,
falz)=0,siz>n+1

La suite ( f,,)nen converge uniformément vers 0 car || f,||, = + — 0 quand n — oo, mais 1 < f0+°° fn(z)dx
#» 0 quand n — co.

Corrigé 8 (Limites sup et inf d’ensembles)
Soit (A, )nen une suite de parties d’un ensemble E. On note

ligr_l)ioréfAn = U m A, et hgl—i%pAn = ﬂ U Ap.

neNp>n neNp>n

1. On suppose la suite (A,,),cy monotone, ¢’est-a-dire que A,, C A,,+1, pour tout n € N, ou que 4,11 C A,,
pour tout n € N.
Que sont liminf,_, A, etlimsup,,_, . A, ?

corrigé
On suppose que A,, C A, 41, pour tout n € N, on a alors
liminf A,, = limsup 4,, = UpenAn.

n—oo n— 00
On suppose que A, 11 C Ay, pour tout n € N, on a alors

liminf A, = limsup 4,, = NpenA4np.
n—oo n—oo

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : Ao, = Aet Ay,11 = B, p € N, A et B étant deux
parties données de E.

corrigé

Dans ce cas, on a liminf, ,. A, = AN Betlimsup,,_,., 4, = AU B.

281



3. Montrer que :

1limsupn_,oo A, — lim sup 1An P
n—00

liminf A,, C limsup 4, ,

n—o0 n—o00
“+oo
hnrgloréfAn ={z e E;;lA%(x) < oo},
“+o0o
limsup A, = {z € E;Z 1a,(z) =00} .
n— oo n=0
corrigé

On remarque d’abord que, si (By)nen C E, 1n, B, = infrenlp, etly, B, = SuP,en 1B,
—Soitz € F,

Liim SUP;, o0 An (x) = 1mneNUp2nAP (w) - irellf\l 1UP2nAP (w) - rllrellf\l(sgp 1Ap (f))
p=-n

= lim (sup la, (x)) = lim sup 1a, (x).
n—oo p>n n—00

Donc llim SUD, o0 An — lim SUPy, 00 1An'

De méme, soit z € F,

Liminf, o0 4, () = 10, cunysna, () = supln o 4, (z) = sup(inf 14, (7))

neN neN p=n
= (gl 14, (7)) = il 1, (7).

Donc liminf, ., 4, = liminf, ;o 14, .

—-Siz € liminf,, o Ap, il existe n € Nt.q. € Np>,Ap, donc x € Up>y, Ay pour tout m € N (on a, par
exemple, z € A, avec p = max{m,n}). On en déduit z € Nyen Up>m A, = limsup,,_, ., A,. Donc
liminf, ,. A, C limsup,,_, . An.

—Soit # € E. On voit que € liminf, ,, A, si et seulement si il existe n € N t.q. z € A, pour tout
p > n, ce qui est équivalent a dire que x n’appartient a AS que pour un nombre fini de n ou encore que

20 Lac (¥) < 0o. On a donc bien liminf, oo A, = {2 € B3 3,25 14c (2) < 00}

—Soit x € E. On voit que x € limsup,,_,., A, si et seulement si, pour tout n € N, il existe p > n t.q.

x € Ap, ce qui est équivalent a dire que x n’appartient a A,, que pour un nombre infini de n ou encore que
+2 14, (x) = 0o. On a donc bien limsup,,_, ., A, = {z € E;3%0 14, (z) = oo}
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Chapitre 13

Tribus et mesures

13.1 Tribus

Corrigé 9 (Caractérisation d’une tribu)
Soit £ un ensemble.

1. Soit T" une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q. } € 7.
Montrer que 1" est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi & € T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

corrigé
— E € T car E = (I et que T est stable par passage au complémentaire.
— T est stable par intersection dénombrable car, si (A,) C T, on a (NyenAn)® = UpenAS € T (car T est
stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc N,enA, € T (car T est stable par
passage au complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

corrigé

— Si F est fini, I’ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu P(E).
— Si E est infini, ’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu, car il n’est pas stable par passage au
complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie. .. ).

Corrigé 10 (Tribu engendrée)
Soit £ un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur F est une tribu sur F.

corrigé
Soit (T;);cs une famille de tribus sur I (I est un ensemble quelconque). On pose T'= {A C E; A € T; pour
tout i € I'} (T est bien I’intersection des tribus T}, ¢ € I). On montre que T est une tribu :
— 0 eTcar €T, pourtouti € I.
— T est stable par complémentaire car, si A C T,ona A € T; pour tout ¢ € I, donc A € T; pour tout i € [
(car Tj; est stable par passage au complémentaire), donc A€ € T.
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— T est stable par union dénombrable car, si (A, )neny C T, 0ona A,, € T; pour tout i € I et tout n € N donc
Unen4y, € T; pour tout ¢ € I et tout n € N (car T; est stable par union dénombrable), donc U,cnA,, € T,

d’apres I’exercice précédent, on en déduit que 7" est une tribu.

2. Soit A C P(E). On note T4 Iintersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie de E appartient
donc a T4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant .4, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T4 est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

corrigé
D’apres la question précédente, T4 est bien une tribu. La définition de 74 donne que toute tribu contenant A
doit contenir T 4. T'4 est donc la plus petite tribu contenant .A.

3. Soient A et B C P(E) et T4, T les tribus engendrées par .A et 3. Montrer que si A C B alors T4 C Tg.

corrigé

T est une tribu contenant /3, donc contenant A. Donc T4 C T5.

Corrigé 11 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit T une tribu sur un ensemble F et F' C E. Montrer que Tp = {AN F, A € T} estune tribu sur F' (tribu
trace de T sur F)).

corrigé

-peTrcard=0NFetheT.

—Soit A€ Tp. llexiste Be Ttq.A=BNF.Onadonc F\A=(E\B)NFeTpcar E\BeT.Tp
est donc stable par passage au complémentaire.

- Soit (Ap)nen C Tr. Pour tout n € N, il existe B,, € T t.q. A, = B, N F. On a donc U,enA4,, =
(UnenBn) N F € Tg car Upen B, € T. Tr est donc stable par union dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que 7 est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et T = B(FE) (B(E) est la tribu borélienne de F), montrer que la tribu trace
sur F', notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu borélienne de F', notée B(F)).
[Montrer que B(F') C Tr. Pour montrer que T C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et
montrer que C est une tribu (sur F) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E, montrer que T
est égale a I’ensemble des boréliens de E contenus dans F'.

corrigé
On note O ’ensemble des ouverts de F', et O 1’ensemble des ouverts de E. Par définition de la topologie
trace, Op = {ONF, O € Og}.

Comme O C B(E),onaOp C Tr = {BNF, B € B(E)} (Noter que Tr = B(E)F, avec les notations de
la question précédente). On en déduit que B(F') C T car T est une tribu sur F' contenant O qui engendre

B(F).

On montre maintenant que T C B(F). Onpose C = {A € P(E); ANF € B(F)}.0 €eCcarNF =0 €
B(F).C est stable par passage au complémentaire car,si A € C,ona (E\A)NF =F\A=F\(ANF) ¢
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B(F), donc (E \ A) € C. Enfin, pour montrer que C est stable par union dénombrable, soit (A, )nen C C,
on a (UpenAn) N F = Upen(4, N F) € B(F), ce qui donne UpenA,, € C et la stabilité de C par union
dénombrable. C est donc une tribu. I est clair que Op C CcarsiO € Og,onaONF € Op C B(F). La
tribu C contient O, ce qui prouve que C contient 5(E) et donc que ANF € B(F) pour tout A € B(E). Ceci
donne exactement T C B(F'). On a bien montré finalement que T = B(F') (on rappelle que Tr = B(E)p,
avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F' est un borélien de F, ¢’est-a-dire que F' € B(FE). On a alors Tr C B(E) (car
ANF € B(E)si A € B(E)). Puis, soit A C F't.q. A € B(E), on peut écrire A = AN F,donc A € Tr. On
abien montré que Tr = {A C F'; A € B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},x € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas E
dénombrable et non dénombrable).

corrigé

On note T'(S) la tribu engendrée par S.

— On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable). D’apres la stabilité de
T'(S) par union dénombrable, la tribu T'(S) doit contenir toutes les parties au plus dénombrables. Comme
toutes les parties de E sont au plus dénombrables, on en déduit 7'(S) = P(FE).

— On suppose maintenant que F est infini non dénombrable. On note A 1’ensemble des parties de F au plus
dénombrables et B = {A°, A € A}. D apres la stabilité de T'(.S) par union dénombrable, la tribu T'(S) doit
contenir A. Par stabilité de T'(S) par passage au complémentaire, 7'(S) doit aussi contenir .

on va montrer maintenant que A U B est une tribu (on en déduit que T(S) = AUB).Onal e AC AUB
et il est clair que .4 U B est stable par passage au complémentaire (car A € A implique A° € Bet A € B
implique A° € A). Enfin, si (4, )neny C AU B, on distingue 2 cas :

ler cas. Si A,, € Apourtoutn € N, on a alors U,enA, € A C AUB.

2eme cas. Siilexisten € Nt.q. A,, € Bonaalors A7, € A, donc AS est au plus dénombrable et (UpenAy)° =
NpenAj, C Aj, est aussi au plus dénombrable,ce qui donne (UpenA,)© € Aet UpenA, € BC AUB.

On a bien montré que U,enA, € A U B. Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de A U 5.
Finalement, A U BB est donc une tribu contenant S et contenu dans 7'(.S), ceci donne T'(S) = AU B.

Corrigé 12 (Tribu image)

Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F)) on note T'(A) la tribu de E (resp. F’) engendrée par
A.

Soit f : E — F une application.

1. Montrer que si 77 est une tribu sur F, alors f~1(7") = {f~*(B); B € T'} est une tribu sur E (tribu image
réciproque).

corrigé
On démontre que f~1(7”) est une tribu sur E en remarquant que f~1(0) = 0, E\ f~1(A) = f~1(F\ A) (pour
tout A C F)et f~1(UpnenAn) = Unenf 1 (A,) (pour toute suite (A, )neny C P(F)).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7' = {B C F; f~1(B) € T} est une tribu sur F (tribu image
directe).
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corrigé
Ici aussi, on montre que 7" est une tribu sur F' en remarquant que f~*(0) = 0, f~1(F\ A) = E\ f~}(4)
(pour tout A C F) et f~H(UnenAn) = Unenf1(Ay) (pour toute suite (A, )nen C P(F)).

Noter que, en général, { f(B), B € T} n’est pas une tribu sur F' (par exemple, si f est non surjective, F' ¢
{f(B).BeTHh.

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F ona: T'(f~1(C))
que T(f~1(C)) C f~Y(T(C)). Puis, pour montrer que f~(T(C))
fYG) e T(f~(C))} est une tribu contenant C.]

f~Y(T(C)). [On pourra montrer d’abord
T(f~%(C)), montrer que T = {G C F;

Nl

corrigé

f7Y(T(C)) est une tribu sur E (d’apres la premiere question) contenant f~1(C) (car T(C) D C), elle contient

donc T(f~1(C)), ce qui donne f=*(T(C)) D T(f~1(C)).

Pour montrer I’inclusion inverse, c’est-a-dire f~1(T(C)) € T(f~*(C)). Onpose T = {G C F; f~1(G) €

T(f~(C))}. On montre d’abord que 7" est une tribu :

~PeTcar f10)=0eT(f7C))

— T est stable par passage au complémentaire car, si A € T,ona f~1(A) € T(f~1(C)) et fTHYF\ A) =
E\ f~Y(A) e T(f~1(C)),donc (F\ A) € T.

— T est stable par union dénombrable car, si (A, )neny C T, ona f~1(A,) € T(f~1(C)) pour tout n € N et
f_l(UneNAn) = UneNf_l(An) S T(f_l(C)), donc Upen4y, €T

On a bien montré que T est une tribu. Il est immédiat que T' O C (car f~1(B) € T(f~1(C)) pour tout B € C).

On en déduit que T contient T'(C), ¢’est-a-dire que f~1(B) € T(f~1(C)) pour tout B € T'(C). Ceci signifie

exactement que f~1(T(C)) C T(f~(C)).

Les 2 inclusions nous donnent bien f~1(T'(C)) = T(f~*(C)).

Corrigé 13 (r-systeme, \-systeme)
Soit 2 un ensemble et F C P(Q).
1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un w-systeme (c’est-a-dire stable par intersection finie) et un

A-systéme (c’est-a-dire que F est stable par union dénombrable croissante, ) € Fet A\ B€ FsiA,Be F
avec B C A).

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C' € F.Onpose G = {B C Q t.q. C N B € F}. Montrer que G est
un \-systéme.

corrigé

En attente

Corrigé 14 (Tribu borélienne de R?)
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T.

corrigé
On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.1 (on peut reprendre aussi la démonstration de I’exercice 15).
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Soit O un ouvert de R?. Pour tout x = (z1,22)" € O, il existe r > 0 t.q. Jx1 — r, 21 + r[x]xs — r, 29 + r[C O.
Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y; € QN]zy — 7, 21], 21 € QN)z1,21 + 7], Y2 €
QN]zg — 7, x| et 25 € QN]z2, 22 + r[. On adonc z €|yy, 21[X]ya, 22|C O.

On note alors I = {(y1, 21, y2, 22) € Q*; Jy1, 21[X]y2, 22[) € O}. Pour tout = € O, il existe donc (y1, 21, Yo,
29) € I t.q. x €]y1, 21[X]y2, 22]. On en déduit que
O = Uys,21,0,22) €11y, 21[X Y2, 22[-

Comme I est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi montré que
T est une tribu contenant tous les ouverts de R?, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R?
(c’est-a-dire B(R?)). Donc, B(R?) C T.

. Soit A un ouvert de Ret Ty = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une tribu (sur R) contenant
les ouverts (de R). En déduire que 77 = B(R).

corrigé

—PeTcar Ax()=0e BR?).

— On montre ici que 7} est stable par passage au complémentaire.
Soit B € Ty, onadonc B® € B(R)et Ax B°=Ax (R\B) = (AxR)\ (Ax B).Or, (A xR) estun
ouvert de R? (car A et R sont des ouverts de R), on a donc (A x R) € B(R?). D’autre part, (A x B) € B(R?)
(car B € T1). Donc, A x B¢ = (A x R)\ (A x B) € B(R?). Ce qui prouve que B¢ € T} et donc que T} est
stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T} est stable par union dénombrable. En effet, si (B, )neny C 11, 0na AX (UpenBy) = UnenA X By, €
B(R?) (car A x B,, € B(R?) pour tout n € N). Donc, U,enB,, € Th.

On a donc montré que T} est une tribu, il reste a montrer que 73 contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R?, ona A x B € B(R?). On
adonc B € T.

T, est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T} = B(R).

La conséquence de cette question est donc :

Aouvertde Ret B € B(R) = A x B € B(R?). (13.1)

. Soit B € B(R) et T, = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T> = B(R).

corrigé

On commence par remarquer que la question précédente donne que 75 contient les ouverts de R. En effet, soit
A un ouvert de R, la propriété (13.1) donne A x B € B(R?), etdonc A € Ty.

On montre maintenant que 7% est une tribu (on en déduira que 7o = B(R)).

—PeTycar) x B =0 e B(R?).

— On montre ici que 75 est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, ona A° € B(R) et A° x B = (R x B)\ (A x B). La propriété (13.1) donne (R x B) € B(R?)
car R est un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?) (car A € Ty). Donc, A° x B € B(R?). Ce qui
prouve que A¢ € T et donc que 15 est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (A, )neny C T2, on a (UpenAy) X B = Upen(A, X
B) € B(R?) (car A,, x B € B(R?) pour tout n € N). Donc, UpenA,, € Ts.
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T5 est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que 75 D B(R) et donc, finalement,
T, = B(R).

4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T' = B(R?)).

corrigé
La question précédente donne :
A,B € B(R) = A x B € B(R?).

On adonc {A x B; A, B € B(R)} C B(R?). On en déduit T" C B(IR?). Avec la question 1, on a finalement
T = B(R?).

Corrigé 15 (Tribu borélienne sur R")

1. Montrer que la tribu borélienne de R est égale a celle engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de R™. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de R est réunion dénombrable de boules ouvertes de R ]

corrigé
Soit 7T la tribu engendrée par 1’ensemble de toutes les boules ouvertes de RY. Comme les boules ouvertes sont
des ouverts, ona T' C B(R™).

On montre maintenant 1’inclusion inverse, c¢’est-a-dire B(R™Y) C T'. Soit O un ouvert de R". Pour tout z € O,
il existe » > 0 t.q. B(z,7) C O (ou B(z,r) déisgne la boule ouverte de centre z et rayon r). Comme les
rationnels sont denses R, on peut donc trouver y € QY et s € Q% = {t € Q; ¢t > 0},t.q. z € B(y,s) C O.
On note alors I = {(y, s) € QN x Q1 ; B(y,s) C O}.Onaalors O = U, 51 B(y, s). Comme I est au plus
dénombrable (car Q! est dénombrable), on en déduit que O € T et donc que B(RY) C T (car T est une
tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(R™) est aussi la tribu engendrée par 1’ensemble des boules
ouvertes a rayons rationnels et centre a coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RY est égale a celle engendrée par I’ensemble des produits d’intervalles
ouverts a extrémités rationnelles.

corrigé

On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en remplacant B(x,r) par P(x,r) =
N
I )z —r @ + [, avec z = (x1,...,zn)"

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b] ot a,b € R, a < b.

corrigé
Soit C = {a,b], a,b € R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme ]a, b] = N,,>0]a,b+ 1|, on voit que
la,b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on aC C B(R) et donc T'(C) C B(R).

On montre maintenant I’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T'(C). Soit I =]a, b[ avec a,b € R, a < b. On
peut écrire I = Up>p,la,b— %} avec ng t.q. nio < b—a.Onen déduit que I € T(C). Puis, comme tout ouvert
non vide peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts a extrémités finies (voir le lemme 2.1
page 21), on obtient que tout ouvert appartient & 7'(C). Ceci permet de conclure que B(R) C T'(C) et finalement

que B(R) =T(C).
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4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RY) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

corrigé
On reprend le méme raisonnement que dans la premiére question en remplagant QY par S¥ (qui est dense dans
RM)et Q% par S} = {s € S; s > 0} (qui est dense dans R ).

Corrigé 16
Soit E un ensemble et A C P(E).
1. Montrer que .4 est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés suivantes :

BEBE A a\Bea

corrigé

— On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour montrer (b) il suffit d’utiliser la
stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien que A\ B = AN B¢ € Asi
A Be A

— On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).

Onaalors) = E\ E € A, etdonc (), E € A.

On remarque ensuite que, grice a (b), A= E\ A € E'si A € A. On a donc la stabilité de A par passage au
complémentaire.

Soit maintenant A;, A3 € A.Ona A; N Ay = Ay \ AS, on en déduit que A; N Ay € A par (b) et la stabilité
de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n donne alors que A est stable par intersection finie.
Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection finie et par passage au
complémentaire car (Up_qA,)¢ = Np_oAj.

On a bien montré que A est une algebre.

2. Soit (A;);cr une famille d’algebres (sur E). Montrer que N;e; A; = {A € P(E); A € A, pourtouti € I} est
encore une algebre.

corrigé

On peut montrer que N;c7.A; est une algébre en utilisant diretement la définition d’une algébre. Onb peut aussi

le montrer en utilisant la premiére question, ce que nous faisons ici. On montre donc que N;c.A; Vérifie (a) et

(b):

— E € NjerA;car B € A, pour tout i € 1.

—Soit A, B € N;erA;. Pourtouti € I, ona A, B € A;. On en déduit A\ B € A; (car A; est une algebre) et
donc A\ B € NierA;.

On a bien montré que N;c1.A; est une algebre.

Si C C P(E), la deuxiéme question permet donc de définir 1’algébre engendrée par C comme I’intersection de
toutes les algebres sur £ contenant C.

Corrigé 17
Soit F un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que @), E € C, que C est stable par intersection
finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, ¢’est-a-dire :

CeC=3neNet(,...,C,cCtq.C=U,_CretC,NCy=0sip#q.
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On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de £ est donc un élément de 13 si
et seulement si il existe n € N* et (A,)p=1,..n CCtq. A, NA; =0sip#qet A=Up_ A,

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
corrigé
On montre tout d’abord la stabilité de 55 par intersection finie. Soit A, B € B. Il existe A;,..., A, € Cet
Bi,...,Bn €Ctq. AiNA; =0sii#j,BiNB; =0,sii#j,A=UL A et B= U, B;. Onaalors
ANB = (UL Ai) N (UL, By) = Uiy UTL (AN B;). Comme A; N B; € C (car C est stable par intersection
finie) pour tout ¢, j et que (A; N B;) N (A N By) = 0si (4,5) # (k, 1), on en déduit que AN B € B.

Une récurrence sur nn donne alors la stabilité de BB par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A € B. Il existe A1,..., A4, € C
tq. A, NA; =0sii#jetA=U!",A; Onaalors A = NI, A¢. Comme A est une réunion finie disjointe

d’éléments de C, on a bien A € B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que A° € B. On a donc
bien montré la stabilité de B3 par passage au complémentaire.

2. Montrer que I’algebre engendrée par C est égale a 3.
corrigé

On note A I’agebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie et contient C, il est clair que A D B.
Comme B contient C, pour montrer I’inclusion inverse, il suffit de montrer que B est une algebre (car A est
I’intersection de toutes les algebres contenant C). On montre donc maintenant que I3 est une algebre.

Pour montrer que B est une algebre, on montre que B vérifie les quatre propriétés d’une algebre.

-E,0eBcarCCc BetE, 0 eC.

— La question précédente montre que B est stable par par intersection finie et par passage au complémentaire.

— La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de 5 par intersection finie et par passage au
complémentaire, car U?"_; A; = (NI, A$)°.

On a bien montré que B est une algebre. Comme B O C, on a donc B D A et finalement B = A.

Corrigé 18

Soit E un ensemble. Pour ¥ C P(E), on dit que X est une classe monotone (sur E)) si ¥ vérifie les deux propriétés
suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

- (Ap)nen € X, Ay C Ay pourtoutn € N = Uyen4, € 3,

- (Ap)nen C X, Ay D Apyq pourtout n € N = Ny,en4, € 2.

1. Soit ¥ C P(FE). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une algebre (cf.
exercice 2.9).

corrigé
— Si X est une tribu, X est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en déduit immédiate-
ment que X est une algebre et une classe monotone.
— On suppose maintenant que X est une algebre et une classe monotone. Comme ¥ est une algebre, pour montrer
que X est une tribu, il suffit de montrer que . est stable par union dénombrable.

Soit donc (Ay)nen € et A = UpenAy,. On veut montrer que A € . On remarque que A = U, en By, avec
B, = U;L:OA”. Comme Y est une algebre, on a B,, € X pour tout n € N. Puis, comme 3 est de stable par
union croissante (noter que B,, C B,,+1) dénombrable, on en déduit que A € ¥. On a bien montré que ¥ est
stable par union dénombrable et donc que X est une tribu.
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Noter que I’hypothese de stabilité de X par intersection décroissante dénombrable n’a pas été utilisé. Elle sera
utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec ' = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

corrigé
Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un : ¥ = {R}.

3. Soit (%;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;c1%; = {A € P(E); A € X; pour tout
i € I'} est encore une classe monotone.
corrigé
— Soit (An)nen C NierXi t.q. A, C A,1q pour tout n € N. On a donc, pour tout ¢ € I, (A,)neny C X5 et
donc, puisque ¥; est une classe monotone, U, cn A, € ¥;. On en déduit que Up,enA, C NierX;.
- Soit (An)nen C Nier2; t.q. A, D Ap4q pour tout n € N. On a donc, pour tout i € I, (A,)neny C X; et
donc, puisque X; est une classe monotone, N, enA, € X;. On en déduit que NpenA, C NierX;.

Ceci montre bien que M;c3; est une classe monotone.

SiC C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme I’intersection
de toutes les classes monotones sur £ contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algebre sur £. On note X la classe monotone engendrée par A et
on note 7 la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que > C T

corrigé
Y est I’intersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu étant aussi une classe monotone, la tribu
T (engendrée par .A) est donc une classe monotone contenant 4. On en déduit que ¥ C 7.

(b) Soit AC E.Onpose 24 ={BC E; A\ B € XetB\Ac X}. Montrer que X 4 est une classe monotone.
corrigé
- Soit (B )nen C 24, By, C B,41 pour tout n € N. On pose B = U, enB;,. On va montrer que B € X 4.
Ona A\ B = A\UpenBrn = Npen(A\ B,,). La suite (A\ B, )nen est une suite décroissante de . Comme
¥ est une classe monotone, on en déduit A \ B = Ny,en(A4 \ By,) € X.

On montre aussi que B\ A € X. Eneffet, B\ A = UpenBy \ A = Upen(By \ A) € X par la stabilité de
. par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de ¥ par union croissante dénombrable.

— De maniere analogue, on va montrer la stabilité de 3 par intersection décroissante dénombrable. Soit
(Bn)nen C X4, By, D Byy1 pour tout n € N. On pose B = NpenBy,.
Comme A\ B = Upen(A \ By,), on obtient A\ B € ¥ en utilisant la stabilité de 3 par union croissante
dénombrable.
Comme B\ A = Nuen(Bn \ A), on obtient B \ A € X en utilisant la stabilité de ¥ par intersection
décroissante dénombrable.
On adonc B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de 3 par intersection décroissante dénombrable.

On a bien montré que X 4 est une classe monotone.
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(c) (Question plus difficile.) Montrer que X est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere question de
I’exercice 2.9.] En déduire que T = ..

corrigé
Pour montrer que X est une algebre, il suffit de montrer que ¥ vérifie les propriétés (a) et (b) de la premiere
question de I’exercice 2.9. Il est immédiat que la propriété (a) est vérifiée car F € A € X. Pour montrer (b),
on utilise la classe monotone X 4 définie a la question 4 pour A C F.

Soit A € A. Comme A est une algebre, on a donc A C 3 4. La classe monotone X 4 contient A, elle contient
donc ¥ qui est I’intersection de toutes les classes monotones contenant 4. On a donc :

Ac A, BeXY = Be Xy, (13.2)
On remarque maintenant que, pour tout A, B € P(E),ona:
AeYgs BeXy.

On déduit donc de (13.2) :

Ac A, BeX = AecXp.
Si B € ¥, la classe monotone X g contient donc 4. Elle contient alors aussi X (qui est I’intersection de toutes
les classes monotones sur E' contenant .4). On a donc montré :

BeX, AeXx=Ac¥p.

Onen déduitque A\ B Xsi A, B € X,

On a bien montré que Y. vérifie la propriété (b) de la premiere question de I’exercice 2.9 et donc que X est
une algebre.

Pour conclure, on remarque Y est une classe monotone et une algebre. C’est donc une tribu (par la ques-
tion 1) contenant .A. Elle contient donc 1" (qui est ’intersection de toutes les tribus contenant 4) et on a bien,
finalement, > = T.

Corrigé 19 (Caractérisation de la tribu engendrée)

Soit E un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A,B € A= AN B € A On
dit que A est stable par différence si :

A BeA BCA=A\B=ANB‘e A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(An)neny C A, A, N A, =0 pour n # m = UpenA, € A.

SoitC C P(E).

1. On note Z I’ensemble des parties de P(F) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existe D € Zt.q.C C Det:

AeZ, CcA=DcC A

corrigé

292



On note Z,. I’ensemble des éléments de Z contenant C. On remarque tout d’abord que Z,. # () car P(E) € Z,.
Puis, on note D I’ensemble des parties de E appartenant a tous les éléments de Z,. (c’est-a-dire que, pour
A€eP(E),onaAecDsipourtout B e Z,., A€ B).

11 est facile de voir que D est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D contient C
(car tous les éléments de Z,. vérifient ces trois propriétés). Enfin, A € Z,. = D C A, ce qui est bien la propriété
demandée.

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(E). On suppose maintenant que C est stable par intersection
finie et que £/ € C.
2.Pour A € P(E),onnote Dy ={D € Dtq. AN D € D}.
(a) Soit A € P(FE). Montrer que D4 est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.
corrigé

Soit (Dy,)nen C Da avec D, N D,,, = { si n # m. On va montrer que U, enD,, € D 4. On remarque tout
d’abord que U,enD,, € D car D,, € D, pour tout n € N, et D est stable par union dénombrable disjointe.
Puis, AN (UpenDyn) = Upen(DnyNA) € Dcar D, N A € D,pourtoutn € N, (D, NA)N (D, NA) =0,
sin # m, et D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que U,enD,, € D 4. Ce qui
prouve que D 4 est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant Dy, Do € D4, avec D1 C Ds. On va montrer que Do\ Dy € D 4. Pour cela, on remarque que
Dy\D; € Dcar Dy, Dy € Detque D est stable par différence. Puis, AN(D2\D;) = (AND3)\(AND;) € D
car AN Dy, AN Dy € D, (AN Dy) C (AN Dy) et D est stable par différence. On a donc montré que
D5\ Dy € D 4. Ce qui prouve que D4 est stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D 4. En déduire que Dy = D.
corrigé
Soit B€(C.OnaB € D(carD D C)et AN B € C (car C est stable par intersection finie), donc AN B € D.
Ceci montre que B € Dy etdonc C C Dy.

Comme D4 est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D 4 contient C, la ques-
tion 1 donne D4 D D et, finalement, D4 = D.

(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.
corrigé
Soit B € C.OnaB € D (car D D C). Comme B € C, la question précédente donne D = Dp et donc
A €Dp.Onadonc AN B € D. Ceci montre que B € D4 etdonc C C Dy.

On en déduit, comme a la question précédente, que D4 = D.

Soit maintenant B € D. Comme D = Dy, ona B € Dy et donc AN B € D. Lintersection de deux éléments
de D est donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection finie (une récurrence facile
donne que I’intersection d’un nombre fini d’éléments de D est aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.
corrigé
Onremarque que E € D (car E € C C D) et que D est stable par complémentaire car, si A € D,ona E\A € D
car D est stable par différence (et £, A € D avec A C F). Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer
que D est stable par union dénombrable (non nécessairement disjointe).
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Soit (Ap)nen C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi AS € D, pour tout n € N. Pour tout
n € N, on pose :
-1
Bn = An N (mZL:O Azc)

On a B,, € D car D est stable par inteserction finie et B, N B,, = @ si n # m (en notant que B,, C A, et
B, C A¢ sim > n). Comme D est stable par union dénombrable disjointe, on en déduit U, ey B, € D et donc
UnenAn € D (car UpenA, = UpenByp). Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D
est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engendrée par C, notée 7(C).
D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C appartient a Z,. (défini a la question 1) et donc que
7(C) contient D. On a bien montré finalement que D = 7(C).

Remarque : I’hypothese “E € C" n’a été utilisée qu’une seule fois. Elle n’a été utilisée que pour montrer que
E € D (dans la question 3). On peut remplacer cette hypothese par “il existe une suite (E,)nen C C t.q.
E.NE, =0,sin#m,et E =U,enE,". En effet, de cette hypothése, on déduit aussi £ € D car D est stable
par union dénombrable disjointe et C C D. La suite du raisonnement de la question 3 donne alors aussi que D
est la tribu engendrée par C.

13.2 Mesures

Corrigé 20 (Exemples de mesures)
Soit E' un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, et m(A) = 400 sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

corrigé
Oui, I’application m est une mesure sur P(E). En effet, on a bien m(f)) = 0 et si (A,)neny € P(E) on a
m(Unendn) = 3,25 m(A,) = 0si A, est au plus dénombrable pour tout n € N (car une réunion d’ensembles
au plus dénombrables est au plus dénombrable) et m(Upen4y,) = Zn “om(A,) = cosiilexisten € Ntg. A,
est infini non dénombrable. On a donc toujours m(UpenA,) = 30,75 o M(Ay) (noter d’ailleurs qu’il est inutile de
supposer les A,, disjoints 2 a 2).

Corrigé 21 (Mesure trace et restriction d’une mesure)
Soit (E, T, m) un espace mesuré

1. Soit F' € T'. Montrer que la tribu trace de T sur F', notée T, est incluse dans 7" (cette tribu est une tribu sur F').
Montrer que la restriction de m a T est une mesure sur 7. On I’appellera la trace de m sur F. Si m(F') < oo,
cette mesure est finie.

corrigé
Soit B € Tp, il existe donc A € T t.q. B= AN F.Comme F' € T, on adonc aussi B € T.

On note m la restriction de m a Tr, on a donc mp(B) = m(B) pour tout B € Tr. Il est alors immédiat de
voir que mp () = 0 et que mp est o-additive sur T, mp est donc une mesure sur Tr. Si m(F) < oo, on a
mp(F) = m(F) < oo, la mesure mp est donc finie (mais la mesure m peut ne pas &tre finie, ¢’est-a-dire que
’on peut avoir m(F) = 00).
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2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si m est
finie (resp. o-finie) ?

corrigé

On note my,, la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout B € A. Il est clair que m, est une
mesure sur A.

— Sim est finie, on a my(E) = m(E) < 0o, m, est donc aussi une mesure finie.

— Si m est o-finie, il existe une suite (A, )neny C T t.q. UpnenA, = E et m(A4,,) < oo pour tout n € N. Mais,
comme les A,, ne sont pas nécessairement dans .4, la mesure m,, peut ne pas étre o-finie. On peut construire
un exemple facilement de la maniere suivante :

On suppose que m est o-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple (E, T, m) = (R, B(R), A\))
et on prend A = {0, E'}. La mesure m,, n’est pas o-finie. ..

Corrigé 22
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (“fini" signifie que m(E) < 0o) et (A, )nen, (Bn)nen des suites d’ensembles
mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (UpenAn) \ UnenBn C Unen(Ayn \ By).

corrigé
Soit & € (UpenAn) \ UnenBn, on adonc & € UpenAy, et © € UyenBnp, ¢est-a-dire qu’il existe p € N t.q.
xr € A, etque, pourtoutn € N, z ¢ B,,. Onadonc x € A, \ B,, ce qui prouve que z € Upen(A4, \ By,) et
donc que (U'VLENAH) \ UnenBn C UneN(An \ Bn)

2. Montrer que m(UpenAy) — m(UnenBn) < 3, cn(m(An) — m(By)).

corrigé
Puisque m(E) < oo, on a, pour tout A, B € T't.q. B C A, m(A\ B) = m(A) — m(B). La monotonie de m,
la o-sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :

m(UnENAn) - m(UnENBn) = m((UnENAn) \ (UTLENBR))
< m(UnEN(An \ Bn)) < Z:i% m(An \ Bn) = e (m(An) - m(Bn))

n=0

Corrigé 23
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A, )neny C T t.q., pour tout n € N, m(A,) = m(E). Montrer que
m(mnGNAn) = m(E)

corrigé
Comme m(FE) < oo, on a m(A°) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De m(4,,) = m(
m(AS) = 0 pour tout n € N. Par o-sous additivité de m, on a alors m(UpenAS) = 0. C
(NnenAn )¢, on a donc m((NpenAn)¢) = 0 et donc m(NpenA4yn) = m(E).

m(E), on déduit alors
omme U,enAS, =

Corrigé 24 (Sur la mesure d’une union...)
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Soit (92, A4, m) un espace mesuré et n € N*. Soit A;,..., 4, € Aet B € A. On suppose que m(A4,) < co pour
tout p. Montrer que

m(Ui_y (BN 4y)) =Y (~1)F+! Yo mBN(NE_A4)

k=1 1<i1<...<ix<n

corrigé

En attente

Corrigé 25 (Contre exemples...)

1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(4) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

corrigé
Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple A = {%, n>1}.0nalA)=0etA
n’est pas fermé (car O appartient a I’adhérence de A sans étre dans A).

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre 7. On considére m; et mo des mesures sur 7.
Montrer que mq(A) = mo(A) pour tout A € C n’implique pas que m1 = ms sur T. [On pourra trouver un
exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et my, mg non finies. Un exemple avec (E,T) = (R, B(R)) et my,
mo finies est aussi possible mais plus difficile a trouver. . . |

corrigé

onprend (E,T) = (R, B(R)).

— Exemple “facile" (avec my, mo non finies).
On prend C; = {Ja,o0[, a € R}. On a bien T(C1) = B(R), c’est-a-dire que C; engendre B(R) (voir la
proposition 2.2). On prend alors m; = A et mg = 2 (¢’est-a-dire mo(B) = 2A(B) pour tout B € B(R)). On
a bien m1(B) = my(B) pour tout B € C; (car on a alors my(B) = ma(B) = 00). Mais my # ms puisque,
par exemple, m1(]0,1[) = 1 et ma(]0, 1[) = 2.

— Exemple “difficile" (avec m1, mq finies).
On prend maintenant C; = {B € B(R); {—-1,0,1} N B = 0} U {{-1,0}} U {{0,1}} (un élément de C
est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie {—1,0}, ou bien la partie {0,1}). On
montre d’abord que T'(C) = B(R). I est clair que T'(C2) C B(R) car C2 C B(R). Pour montrer I’inclusion
inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T'(Cz), on remarque que {0} = {—1,0} N {0,1} € T(Cz) et donc que {—1} =
{=1,0}\ {0} € T(Cq), {1} = {0,1} \ {0} € T(Cs). Finalement on voit alors que B(R) C T'(Cz) car tout
borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1 (qui appartient donc a 7'(C3)), auquel on
ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) de 7'(C2) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut
alors avec la stabilité par union finie de la tribu T'(Cs)).

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), §,(B) =1
sia € Beto,(B) = 0sia ¢ B.On prend alors m; = d_1 + 09 + 01 et mo = 26_1 + 26;. On a
clairement m; = mg sur Cy car my(B) = ma(B) = 0si B € B(R) est t.q. {-1,0,1} N B = 0 et
m1({—1,0}) = ma({—1,0}) = m1({0,1}) = m2({0,1}) = 2. Enfin, on a my # my puisque, par exemple,
m1({0}) = Let ma({0}) = 0.

Corrigé 26 (Résultat d’unicité)
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Soit (F,T) un espace mesurable et m, 1 deux mesures sur 7. Soit C C P(F). On suppose que C engendre T et
que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que E € C et que m(E) < co. Montrer que m(A) = p(A) pour tout A € T'. [On pourra introduire
D={AeT,m(A) = u(A)} etutiliser I’exercice 2.14.]
corrigé
On pose D = {A € T, m(A) = p(A)}. La o—additivité de m et u montre que D est stable par union
dénombrable disjointe. Comme m(FE) < oo, on peut aussi montrer que D est stable par différence (au sens de
I’exercice 2.14). En effet, si A, B € D, avec B C A, on a (par additivité de m et 1) m(B) +m(A\ B) = m(A)
et u(B) + p(A\ B) = u(A). Comme m(A) < oo et u(A) < 0o, on adonc m(A\ B) = m(A) — m(B) et
w(A\ B) = u(A) — u(B), ce qui prouve que m(A \ B) = u(A\ B) etdonc que A\ B € D.

On utilise maintenant I’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par intersection finie et E € C, la question 3
de I’exercice 2.14 permet de montrer D = 7(C) = T (Plus précisément, comme D D C,ona D € Z,, ot Z,
est défini dans le corrigé 19. Puis, en utilisant que C est stable par intersection finie et que £ € C, la derniere
question de I’exercice 2.14 donne que D D 7(C).)

On a donc bien montré que m(A) = u(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (Fy,)peny C C t.q. E, N E,, =0 sin #m, m(E,) < oo pour tout n € Net
= UpenEy. Montrer que m(A) = pu(A) pour tout A € T.
corrigé
Soit n € N. Pour A € T, on pose m,(A) = m(AN E,) et u,(A) = p(AN E,) (noter que AN E, € T,
car A, E,, € T). On obtient ainsi deux mesures sur 7', m,, et u,. Ces deux mesures sont égales sur C (car
AN E, € C puisque C est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme 2 la question précédente. On pose D = {A € T, m,,(A) = p,(A)} et le raisonnement
de la question récédente donne que D est stable par union dénombrable disjointe et (grice a m,,(E) < co) que D
est stable par différence (au sens de 1’exercice 2.14). On utilise maintenant la remarque de la fin de la question 3
de I’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par intersection finie et £ est une union dénombrable disjointe
d’éléments de C, cette remarque donne D = 7(C) = T On a donc, pour tout A € T ettoutn € N :

m(ANE,) =my(A) = u,(4) = p(ANE,).

On en déduit que m(A) = u(A), pour tout A € T, car, par o—additivité de m et ju, m(A) = > ym(AN
En) =3 nen (AN Ey) = p(A).

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.
corrigé

Un exemple simple est obtenu en prenant pour C lensemble des ouverts de R, ;1 = 2m et m définie sur 7" par
m(A) =card(A) si A aun nombre fini d’éléments et m(A) = +oo sinon.

Corrigé 27 (Mesure atomique, mesure diffuse)

Soit (E,T) un espace mesurable t.q. {x} € T pour tout x € E. Une mesure m sur I est diffuse si m({z}) =0
pour tout € E. Une mesure m sur T" est purement atomique si il existe S € T t.q. m(S¢) = 0 et m({z}) > Osi
resS.

297



1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (F,T) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R)
est diffuse.]

corrigé
Soit m une mesure purement atomique et soit S € T't.q. m(S¢) = 0et m({z}) > 0siz € S. Si m est diffuse,
onam({z}) = 0 pour tout z € E, donc S = et m = 0.

On rappelle que, pour a € R, on note J, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), §,(B) =1
sia € Betd,(B) =0sia ¢ B.Lamesure d, est (pour tout ¢ € R) purement atomique, il suffit de prendre
S = {a}, onabien §,(S°) =0etd,({a}) =1>0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur 5(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur 7". Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.

corrigé
Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (2, )neny C Et.q. A = {x,,n € N} =Upen{zn}.
On adonc A € T (car {z,} € T pour tout n € N et que T est stable par union dénombrable) et m(A) <
S m({w,}) = 0 car m est diffuse.

3. Soit m une mesure sur 7". On suppose que m est o-finie, ¢’est a dire qu’il existe (Ey, )neny C Tt.q. E = UpenEn
et m(E,) < 400 pour tout n € N.

(a) Montrer que I’ensemble des z € E t.q. m({z}) > 0 (de tels x sont appelés “atomes" de m) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire I’ensemble A,, ;, = {x € E,; m(z) > %}]

corrigé

Onpose A= {z € E;m({z}) > 0}.Siz € A, ilexisten € Nt.q. z € E,, etilexiste k € N* t.q. m({z}) >
%. On a donc z € A, ;. Ceci montre que A = U, xyenxn+ An k. Pour montrer que A est au plus dénom-
brable, il suffit de montrer que A, j est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n € Net k € N*. Soit z1, ..., z, p éléments distincts
de Ay, ;. Par monotonie et additvité de m, ona £ < 3"\ m({zn}) = m({x1,...,2p}) < m(E,) < oc.
On en déduit que p < km(E,,) < oo et donc que A,, ;, a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur
ou égal a km(FE,,)). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m4 et une mesure purement atomique m, sur 7' telles que m =
mgq + m,. Montrer que mgy et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. mg(4) = 0 et
me(A°) = 0.

corrigé
On considere toujours A = {z € E; m({z}) > 0}. On remarque tout d’abord que A € T (car A est au plus
dénombrable, d’apres la question précédente, et que les singletons, c’est-a-dire les parties réduites a un seul
élément, sont dans 7"). On pose alors, pour tout B € T':

me(B) =m(BNA), ma(B)=m(Bn AS).

Il est facile de voir que mq4 et m, sont des mesures sur 71" et que, par additivité de m, on a bien m = m, +mg.
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La mesure my est diffuse car, si x € E, ona my({z}) = m({z}) = 0si z € A (car A contient tous les
points t.q. m({z}) > 0) et mq({z}) = m(0) =0siz € A (car {z} N A° = D).

La mesure m,, est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien m,(S¢) = m(A°N A) = 0 et
mq({z}) = m({z}) >0siz e S = A.

Enfin, m, et mq sont étrangeres car my(A) = 0 et m,(A°) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-€tre inexact si m n’est que o-finie.

corrigé

On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({z}), x € E'}. On veut montrer qu’il existe z € E t.q. M =
m({z}). On suppose M > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quel x € E pour avoir m({z}) = M).
On va raisonner par I’absurde, on suppose donc que m({x}) < M pour tout = € E. Par définition de M, Il
existe une suite (2, )neny C E t.q. m({z,}) — M quand n — co. Comme m({z, }) < M pour tout n € N,
on peut méme supposer (quitte & extraire une sous suite) que m({x, }) < m({x,+1}) < M pour tout n € N.
Quitte a supprimer les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({zg}) > % Les points x,,
sont alors tous distincts, ce qui donne > m({z,,}) = m({z,, n € N}) < m(FE). Ceci est impossible car
m(E) < oo etm({z,}) > 2 pour tout n € N (donc 3,2 m({z,,}) = 00).

Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.

Sur B(R) on définit m par m(B) = 37 ,(1 — 2)4,,(B) (ot 4, est le mesure de Dirac au point n € N).

n=2
Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant No = {n € N;n > 2}, que m(B) =
> neNpmen(l— 1).Si B = Upen B, avec B, N B, = 0sip # g, ona

SmB)=Y Y a-H= Y -

pEN peENneENz;neB, (n,p)ENa xN;neB,

(on utilise ici le lemme 2.3 page 31). Comme les B, sont disjoints 2 a 2, n appartient a I3, pour au plus 1 p,
et comme B = UpenB), on obtient

> (1—%)= > (1—%)=m(3).

(n,p)EN2 xN;n€B,), neNz xN;neB

Ceci prouve la o-additivité de m. Le fait que m()) = 0 est immédiat. On a donc bien montré que m est une
mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < oo pour tout n € N et que R =
Unen[—n, n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({z}), x € E} = 1 etil n’existe pas de z € R
t.q. m({z}) = 1. En fait, m est purement atomique car m((N3)¢) = 0etona 0 < m({z}), pour tout z € Na.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble des atomes
est infini.

corrigé
Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite a la question précédente. Sur (R, B(R)
on définit m par m(B) = Y_° | =36,(B). Une démonstration analogue 2 celle faite a la question précédente
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. . 2 .
montre que m est bien une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = % < 00), m est atomique car

m((N*)¢) = 0et0 < m({z}) < 1, pour tout z € N*. L’ensemble des atomes de m est infini, c’est N*.

Corrigé 28 (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E,T, m) un espace mesuré et (A,),eny C T. On rappelle que limsup,,_, .o A, = Npen Up>n A4, et

liminf,, o Ap = Upen Np>n Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,Ap) < 00. Montrer que

m(linrr_ligf Ap) < linrggf m(A4,) <limsupm(4,) < m(limsup A,).

n—oQ n—oo

corrigé

— La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne :

m(liminf A,) = lm m(Np>nA4,).

n—oo n—oo

La monotonie de m donne m(Np>,A4,) < m(A4,) pour tout ¢ > n. On a donc

m(Np>ndp) < inf m(A4,)
- p>n

et donc limy, 00 m(Np>nAp) < lim, o0 (inf >, m(4,)), ¢’ est-a-dire :

m(liminf A,,) < liminf m(A,).
n—

n—oo oo
- De inf},>, m(A,) < sup,s,, m(Ay), on déduit

liminf m(A4,) < limsupm(A4,).

n— oo n—oo

— Comme il existe ng € N t.q. m(Up>n,A4p) < 00, la propriété de continuité décroissante d’une mesure
(voir la proposition 2.3) donne m(limsup,,_,. A,) = lim,_. m(Up>nAp). La monotonie de m donne
m(Up>nAp) > m(Ag) pour tout ¢ > n. On a donc

m(Up>nAp) = supm(4,)
p>n

et donc limy, 00 M(Up>nAp) > limy, 00 (SUP,,>,, m(Ap)), ¢’est-a-dire :

m(limsup A,,) > limsupm(A,).

n—oo n—0o0

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T, m) et (A,,)neny C T') pour lequel :

limsupm(A4,,) > m(limsup A4,,).
n—oo n— oo

corrigé
Onprend (E,T,m) = (R, B(R), A) et A,, = [n,n + 1], pour tout n € N. On obtient alors :

limsupm(A4,) =1>0=m(0) = m(limsup A4,).

n—oo n—roo
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3. Donner un exemple avec m finie (¢’est-a-dire m(F) < oo) pour lequel

m(liminf A,) < liminf m(A,) < limsupm(A4,) < m(limsup 4,,).
n—0o0 n—00 n— 00 n—00
corrigé
On prend (E, T, m)=([0,4], B(]0,4]), A) (plus précisément, A est ici la restriction a B([0,4]) de A\ qui est une
mesure sur B(R)) et Ay, = [0,2], Aapt1 = [1,4] pour tout n € N. On obtient limsup,, ,., A, = [0,4] et
liminf, o A, = [1,2]. On a ainsi :

m(liminf, . A,) =1, liminf, _, m(A,) = 2, limsup,,_, o m(A4,) = 3etm(limsup,,_, 4n) = 4.

4. (x) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que » . m(Ay) < oo.
Montrer que m(lim sup,,_, ., A,) = 0.

corrigé
De 3, cnm(An) < oo on déduit que >-° | m(A,) — 0 quand n — oo et donc que m(Up>,A,) — 0 quand
n — oo (car, par o-sous additivté de m, on a m(Up>,A4,) < Z;C:n m(Ap)). Par continuité décroissante de m,
on en déduit alors m(limsup,,_,. 4,) = 0.

Corrigé 29 (Petit ouvert dense...) (x*)

On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure
inférieure a ¢ ? [On rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout x € R et pour
toute > 0, ilexistea € At.q. |z —a| < e.]

corrigé
La réponse est “oui".... Soit ¢ > 0. Comme Q est dénombrable, il existe ¢ : N — Q, bijective. On considere
alors O = Upen|@(n) — gagz, (n) + sigz[- O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car

O D Q et Q est dense dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a A(O) < ¢ Z::B 2% =c.

Corrigé 30 (Non existence d’une mesure sur P(R) exprimant la longueur) (xx)

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1[ : xRy si x — y € Q. En utilisant I’axiome du choix, on construit un
ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour ¢ € QN[0, 1],
on définit A, = {y € [0,1;jy=z+qouy=x+q— 1,z € A}, c’est-a-dire A, = {y € [0,1[;y —g € Aou
y—q+1e A}

1. Montrer que quQm[O,l[ A, =10,1].

corrigé
Soit y € [0, 1], il existe z € A t.q. yRz (car A contient un élément dans chaque classe d’équivalence), c’est-
a-direy —z € Q. Comme y — x €] — 1,1] (car z,y € [0,1]),onadoncy —x = ¢ € QN [0,1] ou
y—x+1=¢q¢c Qn]0,1[. Ceci donne y € A,. Onadonc [0, 1[C Ugeqnio,1ijAq- Comme A, C [0, 1] pour tout
q € QN 0, 1[, on a finalement [0, 1[= Uzeqnio,1{4q-

Il est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints 2 2 2. En effet, siy € A, N Ay, il existe z, 2’ € A
t.q.y—x =qou(q—1)ety—z’ = ¢ ou(¢’—1). Onen déduitz—z’ € Qetdonc x = x’ (car A contient un seul
élément de chaque classe d’équivalence). Cecidonne g =¢ =y —z (siy—z € [0,1)oug=¢ =y—ax+1
(siy— =z €] —1,0).
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2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, invariante par translation et vérifiant m([0, 1[) = 1, m
ne peut pas &tre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation
ett.q. m([a,b]) = b— apourtout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que 1’application \*, définie en cours,
ne peut pas étre une mesure sur P(R).

corrigé

On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0, 1[) = 1. La o- additivité de m donne alors, avec la
premiere question,

1= 3 m(4,). (13.3)

q€QN[0,1]

Pour z € Ret B € P(R), onnote B+ x = {y + z, y € B}. On suppose que m est invariante par translation,
on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout z € R.

On remarque maintenant que A, = ((A +¢) N[0,1)) U (A4 ¢ — 1) N[0, 1]) pour tout ¢ € Q N [0, 1[. De
plus, siy € (A+¢q) N[0, 1) N ((A+qg—1)NJ0,1]), il existe z,2’ € Atqy=z+qg=2"+q—1,
donc ' — x = 1, ce qui est impossible. Ceci montre que ((A + ¢) N [0,1) N ((A+¢g—1)N[0,1]) = (. On
a donc, en utilisant I’additivité de m, I’invariance par translation de m et le fait que A + ¢ C [0, 2], m(4,) =
m((A+q)N[0, 1) +m((A+q—1)N[0,1[) = m((A+q)N[0, 1)) + m((A+q) N[1, 2[) = m(A+q) = m(A),
pour tout ¢ € Q N [0,1[. On en déduit 3 0,1 M(Ag) = 0si m(A) = 0et 3o conp,1(m(Ag) = o0 si
m(A) > 0, etdonc 3 o1 M(Ag) # 1, en contradiction avec (13.3). Il n’existe donc pas de mesure sur
P(R), invariante par translation et t.q. m([0, 1[) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et t.q. m([a, b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. On
montre que m|[0, 1[= 1 en utilisant la continuité croissante de m et le fait que [0, 1[= U,>1[0, 1 — 1]. Il est donc
impossible de trouver une telle mesure.

L’application \* définie en cours sur P(R) (a valeurs dans R, ) est invariante par translation et vérifie \*([a, b])
=b— apourtouta,b € R, a < b. Elle n’est donc pas o-additive sur P(R).

Corrigé 31
Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout z € R on ait m(I) = m(I +x) (avec I +2x = {a+x,
a € I})etm([0,1]) = 1. Montrer que pour tout x € R, m({z}) = 0 (i.e. m est diffuse). En déduire que m est la
mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0, 1] en ¢ intervalles de longueur 1/¢.]

corrigé
On pose m({0}) = a. Soitz € R. On prend I = {0} (I est bien un intervalle) de sorte que  + x = {z}. On a
alors a = m({0}) = m(I) = m(I + ) = m({z}). On a donc montré que m({z}) = « pour tout x € R. Pour
montrer que o = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de m :

P=m((01) = Y m() =Y e
n=1 n=1

On en déduit o = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal a +oo et I’inégalité est alors
fausse).

On a donc bien montré que m({x}) = 0 pour tout z € R. Ceci donne, en particulier que 1 = m([0,1]) =
m((0, 1) +m({1}) = m([0, 1]).
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Soit maintenant ¢ € N*. On am([Z, ©2[) = m([0, ;[) pour tout i € {0,...,q — 1}, car [Z, “2[= [0, 2 [+7. On

en déduit :
qg—1

z i+ 1 1
m - qm([oa 7[)7
=0 q
et donc m([0, %[) = %. Ceci donne aussi, pour tout € R, m([z, z + é[) = % car [z, + é[: [0, %[Jra:
En utilisant I’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :
p—1 .
p i 141 p
m([0,=]) = m([—, == (13.4)
([qD Hq qD .

De (13.4), on va déduire m([a, S[) = B — « pour tout o, 8 € R t.q. & < . En effet, soit o, 8 € Rt.q. « < .
Comme o, f[= [0,v[+a, avec v =  — a, on a m([c, B]) = m([0,7[). Il existe alors deux suites (7, )nen C Q7
et (sp)neny C Q% t.q. 7, T yets, | v quand n — co. Comme [0, r,[C [0,7[C [0,sy], on a, grace a (13.4),
rn = m([0,m.]) < m([0,7]) < m([0,s,]) = sp. Eh faisant n — oo, on en déduit que m([0,~[) = 7 et donc
m([a, B]) = B —a.

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi

m(]a, B]) = B — «, pourtout o, 8 € R, v < .

AN

La partie “unicité" du théoréme de Carathéodory donne alors m = A.

Corrigé 32 (Support d’une mesure sur les boréliens de R%)
Soit m une mesure sur B(RY). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L'ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple, considérer les pavés a
extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]

corrigé
On note A I’ensemble des ouverts de R? de mesure nulle pour m. L’ensemble A est non vide (car I’ensemble vide
est un ouvert de R% de mesure nulle). On pose :

O = UwGAUJ.

L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R? de mesure nulle. Il est clair que O est ouvert (car c’est
une réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts de R? de mesure nulle. Pour montrer que O est le plus
grand ouvert de mesure nulle, il suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour cela, on va montrer que O
est une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soitx = (1,...,24)" € O. Il existe w € A t.q. ¢ € w. Comme w est ouvert, il existe € > 0 t.q. :

d
H]xi —&,x; +€[C w.

i=1

Pour touts € {1,...,d} il existe v; , €]z; — e, z;[NQ et §; » €]x;, x; + €[NQ. On a donc :

d
T e H]%”x, 5¢7x[C w C 0.

i=1
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Par monotonie d’une mesure, on a 771(]_[5!21]%’707 diz[) <m(w) =0, et donc

d

m(]:[]%’,za diz[) = 0.

i=1
Comme O = Uyzeco{z}, onaaussi:

d
O = Useo [ [Wiwe: 0ia[= Useo Py, 5, (13.5)

i=1

en posant v, = (Yi,zs---,Vdz)’ 0o = (014, 0a0)" €t Py s = H?:ﬂ%‘a Sl Giy = (y1,.-.,70) et d =
(01, .,04)b).

On remarque maintenant que, pour tout € O, 7, d, € Q%. L’égalité (13.5) donne donc :
O =U(y,5)eB Py .0,

ol B est une partie de Q¢ et m(P, 5) = 0 pour tout (v, ) € B. Comme Q> est dénombrable, la partie B est au
plus dénombrable et la o —sous additivité d’une mesure donne alors que m(O) = 0.

Corrigé 33 (Ensemble de Cantor)
On considere I’espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A).

On pose Cy = [0,1],al = 0,09 = 1,etag = 1. Pour n > 0, on construit C,,; 1 C [0, 1] de la maniére suivante : on
2n 2n+1

suppose Cy, = J,_, [ay, by] connu, et on définit C, 1 = |J,_, [an®t, bpt 1] ob, pourp = 1,...,2", a;‘ptll = ay,
b;j_ll = al'+ apq1, a’;;rl = b — gy et b;‘p“ = b7, avec apqq = 2282 et 0 < p, < 1. Onpose C = Ny>0Chy

(C s’appelle “ensemble de Cantor", I’exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que C,, 1 C C,.

corrigé
Pour tout n € Netp € {1,...,2"}, la longueur de I'intervalle [a};, bj;] est a;,. Comme a1 < F* et que
ag‘ptll = ay et bgpﬂ = by, ona [ag‘ptll, bg;fl] u [a’;;l,bg‘;l] C [ap,by], pour toutn € Netp € {1,...,2"}.
En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit Cy, 1 C C,,.
o
2. Montrer que C est compact et C'= ().
corrigé

L’ensemble C' est fermé (dans R) car c’est une intersection de fermés (chaque C,, est fermé). D autre part
C C [0,1], C est donc compact (car fermé et borné dans R).

An

Comme o, 11 < %+, on a toujours by < ay,; (pour tout n € Netp € {1,...,2™ — 1}). Les intervalles
composant C,, sont donc disjoints 2 & 2 et de longueur «,,. Ceci montre que x,y € [0,1], (y — ) > «,, implique
lz,y[¢ C). Comme «,, — 0 quand n — oo (noter que «;,, < 2%), on en déduit que C' = N, enC), ne contient

o
aucun intervalle ouvert (non vide) et donc que C'= {).
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3. Montrer que C' est non dénombrable.

corrigé
On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points z. pour ¢ € {1,2}".
Pourn =1, T(1) = a(f etxrg) = b(l)
Soit n > 1. Supposons que . est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque ¢ € {1,2}", z. € {b) ",

p=1...,2"""YU{ap", p =1,...,2"'}. On construit maintenant x. pour ¢ € {1,2}"*!. Soit donc
c € {1,2}""1 onpose c = {¢,b} avec ¢ € {1,2}" et d € {1,2} et on distingue 4 cas :

(a) 2z = by~ ', avec p € {1,...,2"" '}, d = 1. On pose alors z, = a},,
(b) zz = b~ avecp € {1,...,2" '}, d = 2. On pose alors . = bf,,
(©) zz = a;‘_l, avecp € {1,..., 2”‘1}, d = 1. On pose alors x, = ag‘p_l,

(d) 2z = ap~ ', avec p € {1,...,2" 7'}, d = 2. On pose alors z. = b3, ;.
11 est intéressant de noter, avec ces formules, que |z, — zz| < ay, < 2% etque z. € C.

On note S I’ensemble des suites indéxées par N*, prenant leurs valeurs dans {1,2}. Si ¢ € S, on note ¢,
I’élément de {1,2}"™ formé par les n premiers termes de la suite et on note z,, = z.,. La suite (z,)nen
est de Cauchy (car |z,41 — zn| < 2%) et incluse dans C, elle converge donc vers un point z. € C. On
remarque que si ¢ et ¢’ sont deux suites différentes, alors . # z.. En effet soit n € N tq. ¢, = ¢, et
Cnt1 # Cpigsonalors [z, — e | > (1 — pp)ay, pour tout m > n et donc, en passant a la limite quand
m — 00, |[e — Ze| > (1 — pn)au, ce qui donne x. # x.. Lapplication ¢ — x. est donc une injection de S
dans C. Ceci montre que C' est infini non dénombrable (car S est infini non dénombrable).

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors \(C') = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A\(A) = 0 n’entraine
pas que A est dénombrable.

corrigé

La construction des points a, et b, donne
)‘([a;;_;tllv bg;;ll} U [agg_la bg;_l]) = 20041 = ppoy, = pn/\([a;, bZD

En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A(Cp,+1) = ppA(Ch).

Si p,, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p,, = p pour toutn € Net 0 < p < 1, on a donc A(Cyi1) = pA(Ch).
Ceci donne, comme \(Cy) = 1, A(C,,) = p™ pour tout n € N. Par continuité décroissante de A, on en déduit
A(C) = limy_oo A(C) = 0.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (py,)n>0 C|0,1[t.q. A(C) = €.

corrigé

Soit (€ )nen Cle, 1] t.q. 0 = 1, €441 < €, pour tout n € N et e,, — € quand n — oo (on peut prendre, par

exemple, €, = ¢ — }L:j)

En+t1

On prend p, = =2 pour tout n € N. On a bien 0 < p, < 1 et, comme A(Cyy1) = ppA(Cy) (ceci a été
démontré a la question précédente), on a donc A(C),) = €, pour tout n € N. Par continuité décroissante de A,
on en déduit A(C) = lim,,_,0 A(Cp) = €.
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6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, alors f(A) est un
compact de R t.q. A(f(A4)) = 0.

corrigé

Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc, f(A) est bien un compact de R (et donc
appartient a B(R)).

On montre maintenant que A\(f(A)) = 0.

Soit L € Rt.q. |f(y) — f(x)] < L|ly — x| pour tout 2,y € R. On commence par montrer un petit résultat
préliminaire. Soit I = [a, b] un intervalle fermé de [0, 1] (I est donc compact). Comme f est continue sur [a, b],
il existe z,y € [a,b] t.q. f(x) =m = min{f(2), z € [a,b]} et f(y) = M = max{f(z), z € [a,]]}. On a donc
f(I) C [m, M] (en fait, f(I) = [m, M]), d’ou :

Mf(D) <M —m = f(y) - f(z) < Lly — x| = LA(D). (13.6)

Soit 7 > 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de \ (voir le théoreme 2.3), il existe O, ouvert de R,
t.q. A C O et A(0) < n. D’apres le lemme 2.4 page 35, O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 a 2. En prenant éventuellement la restriction a [0, 1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée (I, )nen, d’intervalles inclus dans [0, 1], disjoints 222 t.q. A C Upenl,, C O. On en déduit

TROAIn) = MUnenIy) < met f(A) C Unenf(In) C Unenf(I,). Onadone A(f(A)) < 3520 A(f(Tn)).
En utilisant (13.6), on a donc A(f(A)) < LY A(T,,) = LY A\(I,,) < Ln. Comme 17 est arbitrairement
petit, on a donc A(f(A4)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, on n’a pas
forcément A(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

corrigé

On note C' I’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p, = ppourtout n € Net 0 < p < 1
(par exemple, p = %). On note a?, b2, C,, les points et ensembles utilisés pour construire C' et on note aussi

n’ n’

D={a?,neN,pe{l,.... 2"} }u{tb,neN,pe{l,...,2"}}. Noterque D C C.)

n’

Soit ¢ > 0. On note C' I’ensemble C' obtenu  la question 5. On a donc A(C') = €. On note al, b2, C,, les points

et ensembles utilisés pour construire C' et on note aussi D = {ah, n €N, p € {1,...,2"}} U {2, n e N,
pe{l,...,2"}}. Noterque D C C.)
Soitn € Netp € {1,...,2"}. On construit f sur Iintervalle [bg’;fl, aggrl] en prenant [ affine et t.q. f(bg';fl) =

byt et f(a ) = aj,tl . On remarque que f est ainsi contruit de (UnenCS) U D dans (UnenCS) U D et est
strictement croissante. Comme (U,enCr, )¢ = C' et que C est d’intérieur vide, f est définie sur une partie dense
de [0,1] et, comme (U,enCf )¢ = C et que C est d’intérieur vide, I’image de f est dense dans [0, 1].

11 est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0, 1]. En effet, soit z € [0,1] \ (UnenC<) U D, il existe
une suite de points de (U,enCE) U D, notée (v, )nen, convergeant en croissant vers « et une suite de points de
(UnenC%) U D, notée (2 )nen, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces points peuvent méme étre pris
dans D). Comme f et croissante, la suite (f(yn))nen converge donc en croissant vers un certain vy € [0, 1] et
la suite (f(2y))nen converge en décroissant vers un certain 6 € [0, 1] (la croissance de f donne aussi que ces
limites ne dépendent que du choix de 2 et non du choix des suites (¥, )nen €t (2, )nen). Comme f est croissante,
ona~y < ¢ et comme 1’image de f (définie pour I'instant seulement sur (U,enCS) U D) est dense dans [0, 1],
on a nécessairement v = ¢ (’intervalle 7,  ne rencontre pas 1’image de f). On peut donc poser f(x) =~ = 4.
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La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0, 1] a valeurs dans [0, 1]. Elle est strictement croissante et
son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue (par le méme raisonnement que celui fait pour définir f(x)
en tout point z € [0, 1]\ (UpenC?) U D). Comme une application continue transforme un compact en compact,
on a donc £([0,1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier que f([0, 1]\ (UnenCS)UD) = [0, 1]\ (UpnenCS)UD.
Comme f(D) = D, onaaussi f(C) = C. Pour que f soit définie sur R et continue, on ajoute f(z) = 0 pour
r < 0et f(z) = 1pour z > 1. On a toujours f(C) = C'. Ceci donne bien le résultat désiré car A(C)) = 0 et
A(C)=¢>0.

Corrigé 34 (Mesure complete)
Soit (£, T, m) un espace mesuré. Une partie B de E est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de

T de mesure nulle. On note NV,,, 1’ensemble des parties négligeables. On pose T = {AUN; A€ T, N € N, }.
1. Montrer que T est une tribu et que 7 UN,,, C T.

corrigé
(a) On montre d’abord que T est une tribu.

—(QeTcar® =0U0Det () appartient 2 T et N,, (car il est de mesure nulle).

— T est stable par passage au complémentaire :
Soit C € T.Tlexiste A€ Tet N € N;, t.q. C = AUN.Comme N € N,,,ilexiste B€ Ttq. N C Bet
m(B) = 0.
On remarque alors que C¢ = (AUN)® = A°NN¢ = (A°NB°)U(A°NN°NB). Comme A°NB°eT
(par les propriétés de stabilité de T') et (A°N NN B) € N,, (car inclus dans B), on en déduit que C¢ € T.
Donc, T est stable par passage au complémentaire.

— T est stable par union dénombrable :
Soit (Cp)nen C T. 1l existe (An)nen C T et (Np)pen C Nip tq. Cp, = A, U N, pour tout n € N.
Comme, pour toutn € N, N,, € N,,, il existe B,, € T t.q. N,, C B, etm(B,,) = 0.
On a alors UpenCh, = (Upendn) U (UnenNy). On remarque que U,enN, C B = UpenB, € T et
m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, UpenN,, € Npp,. comme UpenA, € T, on a finalement
UnenCp € T. Ce qui prouve bien que T est stable par union dénombrable.

On a bien montré que 7" est une tribu sur E.

(b) On montre maintenant que 7’ U N,,, C T.

—SiAdeT,onaA=AU(.Comme() € N,,, onendéduit A € T. Donc, T C T.

—-SiN eN,,,onaN =()UN.Comme () € T, onendéduit N € T. Donc, N,, C T.

Finalement, on abien TUN,,, C T.

2. Soit Ay, As € T et N1, Ny € Ny t.q. A1 U Ny = Ag U Ns. Montrer que m(A;) = m(As).

corrigé
Soit Bo € T't.q. Ny C By etm(B2) =0.0na:

Ay CAiUN; = AsUNy C Ay U Bs.

Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A4;) < m(Az U Ba) < m(A2) + m(Bs2) = m(A2). En
changeant les roles de A; et Ay, on a aussi m(As) < m(A;1). Onadonc m(4;) = m(Asz).

Pour B € T,soit A€ TetN € Ny, t.q. B= AU N, on pose m(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)
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3. Montrer que 7 est une mesure sur 1 et m|, = m. Montrer que T est la seule mesure sur T égale am sur T.

corrigé

(a) On montre d’abord que 77 est une mesure sur 7.
Comme ) =0 UPet) € T NNy, onam(d) =m() = 0.

Soit maintenant (Cy,)pen C T t.q. Cp, N Cpy = B sin # m. T existe (A, )neny C T et (Np)nen C Non t.q.
C, = A, UN,, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € N,,, il existe B,, € T t.q. N,, C B, et
m(By) = 0.

On a donc UpenCr, = (UnenAn) U (UpenNy). On a déja vu que Uy en Ny, € Ny, . Par définition de 7, on a
donc M (UpenCh) = m(UpenAy). Comme C, N C,,, = 0 sin # m,onaaussi A, N A, =0sin #m (car
A, C C, pour tout p). La o-additivité de m (et la définition de 72(C,,)) donne(nt) alors :

m(UnENCn) = m(UnENAn) = Z m(An) - Zm(c’n)
neN neN
Ce qui prouve la o-additivité de m.
(b) On montre maintenant que my, =m.

SiAeT,onaA=AU(.Comme @ € N,,, onadonc (A € T, on le savait déja, et) m(A) = m(A). Donc,
m|, = m.

(c) Enfin, on montre que 77 est la seule mesure sur 7" égale 2 m sur 7.
Soit 772 une mesure sur 7" égale 2 m sur 7.

Soit C € T.Ilexiste A€ TetN € N,, t.q.C = AUN. Comme N € NV,,,ilexiste B€ Ttq. N C Bet
m(B) = 0.0naalors A C C C AU B. La monotonie de 7, le fait que 7o = m sur T et la sous additivité
de m donnent :

m(A) = m(A) < m(C) < m(AUB) = m(AU B) < m(A) + m(B) = m(A).

On a donc m(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que m = 7.

4. Montrer que N5z = N, C T

corrigé

On a déja vu (a la question 1) que NV, C T.

— Il est facile de voir que N,,, C N5 En effet, soit N € N,,. llexiste B € T't.q. N C Betm(B) = 0. Comme
T C T etque m = m sur T, on a donc aussi B € T et m(B) = 0. Ce qui prouve que N € N5.

— Soit maintenant N € N Il existe C € T t.q. N € C et m(C) = 0. Comme C € T, il existe A € T,
MeN,etBeTtqm(B)=0etC =AUM C AU B. la définition de T2 donne que m(C) = m(A4),
on a donc m(A) = 0. On en déduit m(AU B) < m(A) +m(B) = 0, et donc, comme C C AU B, on a bien
C e N,,.

On a bien montré que Aoy = N, C T.

L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire", du point de vue de I'intégration, entre (£, 7', m) et son
complété (E,T,m).
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Corrigé 35 (Série commutativement convergente dans R)

Soit (an)nen C R. Le but de I'exercice est de montrer que si la série )\ @, (n) €St convergente pour toute
bijection ¢ : N — N, alors la série ) @, est absolument convergente.
Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que ) a = oo. Montrer qu’il existe ¢ : N — N,
bijective, t.q. Z;:O ap(p) — 00 quand n — oo. Conclure. )

corrigé

On suppose que la série ) a, n’est pas absolument convergente.

La suite (ZZ:O |lap|)nen converge donc en croissant vers co. Comme |a,| = a,f +a,, etque a; = max{a,,0} >0
eta, = max{—a,,0} > 0, les deux suites (3 a, Jnen et (37 a, Jnen sont donc aussi croissantes et 1'une
des deux, au moins, converge vers oo.

On suppose que la suite (ZZZO a; )neN converge vers oo (un raisonnement analogue a ce qui suit permettrait de

traiter le cas ou la suite (ZZ:O a, Jnen converge vers oo). On va construire ci-aprés une bijection ¢ de N dans N

n . o] .
t.q. szo'aw(p) — oo quand n — oo. Ceci prouvera que la série ) () €st non convergente pour au moins
une bijection de N dans N.

Onnote P={n€eN,a, >0}et N ={n €N, a, <0} (desorteque PN N =Pet PUN = N). Soit p; et o
les deux applications strictement croissantes de N dans N t.q. P = {p1(n), n € N} et N = {p2(n), n € N}.

On comnence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (a,,)neny C Nt.q. ap = 0et:

An+41 —1

Ay (n) T Z Ay (p) = 1. (13.7)

p=an

Pour montrer I’existence d’une telle suite (a,)nen, on pose ag = 0. Puis, on raisonne par récurrence sur n. Si
. , . 2 . o] _ o} + _
agp, - - - , 4y, sont contruits, I’existence de a,, 41 découle du fait que Zp:an Uy (p) = Zp:%(an) ay = oo.

la construction de la suite (¢ (n)),en se fait alors en prenant 1 (ag), . . ., v1(a; — 1) puis ¢2(0) puis @1 (a1), - - .,
p1(ag — 1) puis o (1)...puis @1 (an), ..., @1(anr1 — 1) puis pa(n)...

Pour décrire précisément cette application ¢, on pose by = O et, pourn € N, by, 1 = by, + an+1 — a,, + 1 (1a suite
(bn)nen est strictement croissante et tend donc vers co quand n — co0). On définit alors, pour tout n € N, (q)
losrque g € {by,,...bp41 — 1} par:

o(bn +p) = p1(an +p)pourp € {0,...,apn41 —a, — 1},
@(bng1 — 1) = pa(n).

On a bien ainsi défini une application de N dans N car b, — 1 = b, + p, pour p = a,+1 — a,. L’application
© est surjective car {¢(q), ¢ € N} = P U N}. Elle est injective car chaque valeur de 7 et 2 n’est prise qu’une
seule fois par ¢. Enfin, on a bien ZZ:O Gyp(p) — 00 quand n — oo. En effet, on remarque que, grace a (13.7) :

bpy1—1+p bny1—1
§ : Ap(q) = § : Ap(q) = 1,
q=0 q=0

pour tout p > 0 et tout n € N. Ce qui donne, pour tout n € N, liminf,, Z;’:O Ap(q) = M, €t donc

P
Zaw(q) — 00, quand p — o0.
q=0
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Corrigé 36 (Mesure sur S')

On considere S = {(x,y)! € R?, |z|> + |y|? = 1} (S est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y)! € S1,

il existe un unique 0, € [0,27[ t.q. ¥ = cos(f,) et y = sin(f,). Pour a € [0,27[ et 2 € S* on pose R, (z) =

(cos(f, + a),sin(f, + «))'. Noter que R, est une bijection de S* sur S* (c’est la rotation d’angle «).

Définir une tribu 7' sur S, t.q. T contienne les parties de la forme {(cos(8),sin(6))!, 6 €]a, B[} avec —co <

a < 3 < oo, et une mesure y sur T de sorte que (S, T, i) soit un espace mesuré avec u(S') = 1 et t.q. p soit

invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et « € [0,27[, on ait Ry (A) = {Ru(2), 2z € A} € T et

1(Ra(A)) = pu(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(RR), et la mesure de Lebesgue sur 5(R).]
corrigé

On note © 1’application z + 6, de S* dans R (cette application est bijective de S' dans [0, 27[). On prend alors

T ={07Y(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu sur S! (voir I’exercice 2.4).

Soit —00 < a < B < oo et E = {(cos(f),sin(0)), 0 €]a,B[}.Ona E C Stet,siz € St,onaz € Esiet
seulement si il existe k € Z t.q. 0, + 2k €], S[. Ceci prouve que

E = UpezO® (o — 2km, B — 2k7[),
etdonc que E € T car ©(Ja — 2km, B — 2kn[) € T pour tout k € Z.

On définit maintenant p. Soit A € T. On pose O4 = {0,, z € A}. Comme A € T, il existe B € B(R)
tq. A = ©71(B), et donc A = ©71(B N [0,27[). Comme © est une bijection de S* dans [0, 27, on a alors
©4 = BN0,27[€ B(R). On pose u(A) = 5=A(0©4), olt A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

 est bien une mesure sur 7'. En effet, on a 27 () = A(©p) = A(D) = 0. Puis, si (A, )nen est une suite d’éléments
de T, disjoints 2 a 2, la suite (© 4, )nen est une suite d’éléments de B(RR), disjoints 2 a 2. La oc—additvité de p
découle alors de celle de .

Il reste & montrer que y est invariante par rotation. Soit a € [0, 27[ et A € T. Comme on I’a vu précédemment, il
existe B € B(R) t.q. A = ©71(BnN[0,27[). On adonc A = {(cos(f),sin(0))t, # € BN [0,2n[}. Pour B € R,
onnote Bg = {# + 8,0 € B}. On aalors :
R (A) = {(cos(8 + ),sin(0 + a))', 6 € BN [0,2x[}
= {(cos(0),sin(9))", 6 € B, N [a, 27 + [}
= {(cos(#),sin(0))", 0 € B, N [a, 27[} U {(cos(h),sin(#))", § € By_a2, N[0, [}
=0 YByNla,2r) UOTH(By_ar N[0, ).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que Bg € B(R) pour tout 5 € R. On a donc
R, (A) € T et, par additivité d’une mesure et définition de p,

2 (R (A)) = A(Bao N e, 27]) + A(Ba—2x N [0, a).
L’invariance par translation de A donne A(By—2. N[0, a]) = A(B, N [27, a + 27[) et donc :

27 1(Ro(A)) = AM(Ba N e, 27[) + A(Bo N 27, a + 27[) = A(Ba N [, a + 27))
= ANBnNJ0,2nx|).

Ce qui donne bien (R, (A4)) = u(A).
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13.3 Probabilités

Corrigé 37 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A, )neny C T. On pose By, = Ug>, Ak et A = NpenBy, (on rappelle
que A = limsup,,_, ., An)-

1. Montrer que si ) -y P(An) < 400 alors p(A) = 0.

corrigé
Cette question a été corrigée dans le corrigé 28.
2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements Ai,..., A, sont indépendants. On suppose aussi que
> nen P(An) = oo. Montrer que p(A) = 1.
corrigé

Comme cela a été vu dans le corrigé 28, la propriété de continuité décroissante d’'une mesure (voir la proposi-
tion 2.3) domme p(A) = lim,,_,o p(By,). Il suffit donc de montrer que p(B,,) = 1 pour tout n € N.

Soit n € N. Si il existe k > n t.q. p(Ax) = 1, on a, par monotonie de p, que p(B,) > p(Ar) = 1 et donc
p(By) = 1. On suppose maintenant que p(Ay) < 1 pour tout & > n. Comme Bf, = Ni>,Af, la continuité
décroissante de p et I’'indépendance des Ay donne :

p(B5) = Tim T[] p(A5) = tim T (1~ p(4)).

k=n k=n
Comme In(1 — z) < —z pour tout < 1 (ou, de maniere équivalente, In(u) < u — 1 pour tout u > 0, ceci est

une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction In), on a, pour m > n :

m m

In([T(1=p(AK) =D (1 —p(Ar)) < =D p(Ax).

k=n k=n k=n

De I'hypothese Y-, - p(An) = oo, on déduit lim, o0 In([T;2, (1 — p(Ax))) = —oo, et donc p(Bf;) = 0.
Ceci donne bien p(B,,) = 1 et termine la démonstration.
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Chapitre 14

Fonctions mesurables, variables aléatoires

14.1 Fonctions mesurables

Corrigé 38 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)
Soient (E, T') un espace mesurable et f une application de E dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~'(B) € T} est une tribu.

corrigé
Cette question est un cas particulier (avec F' = R) de la question 2 de I’exercice 2.4, voir le corrige 12 page 285.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(IR), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(ii) f~1(C) € T, pour tout C € C.

corrigé
On remarque que f mesurable signifie simplement que Ty (définie a la question précédente) contient B(R).

Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que T est une tribu. Donc, si T contient C, on a aussi T contient
T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a bien (ii) = (i)

Corrigé 39 (Composition de fonctions mesurables)
Soit (E,T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E — Fety : ' — R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que ¢ o f est mesurable (de F dans R).

corrigé
F est muni de la tribu T, F' est muni de la tribu .S et R est muni de la tribu borélienne.
Soit B € B(R), on remarque que (¢ o f)~*(B) = f~Y(¢~1(B)). Comme ¢~ !(B) € S car ¢ est mesurable (de
F dans R), on a donc f~!(¢~1(B)) € T car f est mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que ¢ o f est
mesurable (de E dans R).

Corrigé 40 Rou R,...)
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Soitp : R = R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considere comme une application de R
dans R (R étant aussi muni de la tribu borélienne).

corrigé——
On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R, , on a donc BNR € B(R) (voir la définition
3.1 page 53). Comme ¢ prend ses valeurs dans R et que ¢ est mesurable de R dans R, on a donc o 1(B) =
¢ H(BNR) € B(R). Ceci donne donc que ¢ est mesurable de R dans R ..

Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans R (mais ¢ ne prend jamais la valeur oo, on
peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit B € B(R). On a donc aussi B € B(Ry) et donc
¢ Y(B) € B(R) car ¢ est mesurable de R dans R . Ceci prouve que ¢ est mesurable de R dans R.

Corrigé 41 (Stabilité de M)

1. Soient (E,T), (E',T"), (E”,T") des espaces mesurables, f (resp. ¢g) une application de F dans E’ (resp. de E’
dans E’). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de F dans
E”.

corrigé

Cette question est identique a celle de I’exercice 3.3 (voir le corrigé 39) avec E” au lieu de R. La démonstration
est semblable :

Soit B € T", on remarque que (go f)~Y(B) = f~}(¢g~1(B)). Comme g~!(B) € T" car g est mesurable (de
E’ dans E"), on adonc f~(g~1(B)) € T car f est mesurable (de E dans E’). Ceci montre bien que g o f est
mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E,T') un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R) ; soient f et g des fonctions mesu-
rables de £ dans R.

(a) Montrer que f* (= sup(f,0)), f~ (= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de F dans R.

corrigé

Cette question est démontrée dans la proposition 3.7 page 60.

(b) Montrer que f + g, fg et |f]| sont des fonctions mesurables de F dans R.

corrigé
Le fait que f + g, fg € M est démontré dans la proposition 3.5 et le fait que | f| € M est démontré dans la
proposition 3.7 (car | f| prend ses valeurs dans R et | f| € M, on conclut avec I’exercice 3.4, corrigé 40).

3. Soient (F,T) un espace mesurable, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On suppose que
la suite (f,,(z))nen converge (dans R) pour tout x € E. On pose f(x) = limu— 100 frn(2) (pour tout 2 € E).
Montrer que f est une fonction mesurable de £ dans R.

corrigé

La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.5 page 58 (propriété 3).
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4. Soit (FE,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe donc B C At.q. B ¢ T. Montrer que h = 15 — 1 4\ p n’est pas mesurable (de E dans R),
alors que |h| I’est.

corrigé
{1} € B(R) alors que h=({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par contre |h| = 14 est mesurable car
AeT.

Corrigé 42 (Mesurabilité des fonctions continues)
Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

corrigé
Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~1(O) est aussi un ouvert de R, donc f~1(0) € B(R).
Comme ’ensemble des ouverts des ouverts engendre B(R), on en déduit que f est mesurable (on utilise ici le
caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.2 page 56).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

corrigé
On suppose f continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par:

0 si r < —n,
fa@)=4¢ f(B) si El<az< pe{-n?+1,..,n%
0 si T >n,

de sorte que

In= Z f I’Ll,P]

p=—n2+1

Ona f, € € car |2*, 2] € B(R) pour tout n et p. Soit = € R. Pour n > ||, on a f,(z) = f(2) avec
2 _ 1 <3 < 2 (pdépend de n, z est fixé). Comme f est continue a droite en z, on a donc f,,(z) — f(z)
quand n — 00 (car B — x,avec £ > ). La deuxiéme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page

59) donne alors f € ./\/l

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Soit @ € R. On pose A = f~*([a, 00[). On suppose A # 0 (si A = (), on a bien A € B(R)). Siz € A, on
a f(z) > «et, comme f est croissante, on a aussi f(y) > « pour tout y > z. Donc, [z, 00[C A. En posant
a = inf A € RU{—o0}, on en déduit que |a, co[C A C [a, oo[. A est donc nécessairement un intervalle (dont la
borne supérieure est c0), ce qui prouve que A € B(R). Comme {[o, 00|, & € R} engendre B(R), on en déduit
que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition
3.2 page 56).

Corrigé 43 (Egalité presque partout)
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1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et
seulement si f = g.

corrigé
Si f = g (c’est-a-dire f(z) = g(z) pour tout z € R), on a bien f = g A p.p. car f = g sur §° et A\(}) = 0.

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe o, 3 € Rt.q. o < fet]a, B[C O,onadonc0 < f—a =
Ae, Bl) < A0).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) t.q. A(A) = 0et f = g sur A°. Onaalors { f(z) #
g(z)} € A.Or, {f(z) # g(z)} = (f — g)'(R*) est un ouvert car (f — g) est continue (de R dans R) et R*
est un ouvert de R. Donc { f(z) # g(z)} € B(R) et la monotonie de A donne A({f(z) # g(z)}) < A(A4) = 0.
On en déduit que {f(x) # g(z)} = 0 (car un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et &y la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g dg p.p. si et seulement
si £(0) = g(0).
corrigé
Si f(0) = ¢(0), on prend A = {0}°. On abien A € B(R), 6p(A) = 0et f = g sur A° car A° = {0}. Donc,
f=9% pp-

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g dg p.p., il existe donc A € B(R) t.q. f = g sur A° et
dp(A) = 0. Comme 6o(A) = 0, 0n adonc 0 ¢ A, c’est-a-dire 0 € A° et donc f(0) = g(0).

Corrigé 44

Soit f : RY x R dans R. On munit R? de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est mesurable
par rapport 2 z € RY, pour tout 4y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R, pour tout x € RV,
Pourn > letp € Z, on pose : a’g = %, p € Z; on définit la fonction f,,, n > 1, de RY x R dans R par :

fn(a?,y) = f(xv ag)a si Y€ [ag7ag+1[
On se limitea N = 1.
1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +00.
corrigé
Soit (z,y)" € R2. Pour tout n € N*, on a donc f,,(z,y) = f(z, 2) avec 2 <y < £ + L Noter que z et y sont

fixés et que p dépend de n. Quand n — oo, on adonc £ — y avec £ < y. Comme f(x, -) est continue a gauche
eny,onadonc f(z,2) — f(x,y) quand n — oo, c’est-a-dire f,,(x,y) — f(x,y) quand n — oo.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que Ax B € B(R?)si A, B € B(R).
Ceci est démontré dans 1’exercice 2.6 page 43.]

corrigé
Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f(-, £). On a donc, par hypothese, g, mesurable de R dans R.

Soit C' € B(R). Soit (z,y)* € R%. Tl existe donc p € Z t.q. y € [2, ZXL[ On aalors f,,(z,y) = gp(z) et donc
fn(z,y) € C sietseulement g,(x) € C. On en déduit que :
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- _ p pt+1
fn I(C) = UPGZ(gp I(C) X [77 7[)
n n
Comme g, est mesurable, ona g, ' (C) € B(R). Onaaussi 2, 2t B(R) et donc g, 1 (C) x 2, rtle B(R?)
(ceci est démontré dans I’exercice 2.6 page 43). Comme B(IR?) est stable par union dénombrable, on en déduit

f71(C) € B(R?) et donc f,, mesurable de R? dans R.

n

3. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,,(z,y) — f(z,y), quand n — oo, pour tout (z,y)" € R?, la
propriété 3 de la proposition 3.5 donne que f est mesurable (de R? dans R).

Corrigé 45 (Tribu de Borel sur B(R ., ))
1. Montrer que {[0, 8], 8 € R% } engendre B(R,.).

corrigé

Onnote C; = {[0, B[, B € R% }.

— Comme [0, 3[ est un ouvert de R pour tout 3 € R* ,onaC; C B(R,) etdonc T(C1) C B(Ry).

— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[3,00], 3 € R} } C T'(Cy).
Comme [0, 0o] = [0, 1{U[1, 00] € T'(C1), on a aussi {[a, 00], @ € Ry} C T(Cq).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[«, 3, o, 8 € Ry, a < 8} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]«, 5[, o, 5 € Ry, oo < 8} C T(Cq) et
{18,00],8 € Ry} CT(Cy).
Comme tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type o, 3] (avec a, 8 €
R, NQ), [0, B[ (avec B € R, NQ) et |3, 00] (avec 3 € Ry NQ), on en déduit que tout ouvert de R, est dans
T(Cy) etdonc B(Ry) C T(Cy).

On a bien montré que B(R, ) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, B[, 3 € Q N R% } engendre B(Ry ).

corrigé
On note C; = {[0, B[, € QNR%}. Si B € R, on remarque que [0, 3[= UQEQQRLQ<B[O, af. On en déduit
que [0, B[€ T'(C2). Onadonc C; C T(C2) et T(C1) C T(Ca).

Comme T(Cy) = B(R,), on aaussi T(Ca) = B(R.).

3. Montrer que {]0, 3[, 8 € R% } n’engendre pas B(R.).

corrigé
On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu T sur F différente de P(F) (par exemple,
T = {0, E}). Soit alors A C E, A ¢ T. On définit f de E dans Ry par f(z) = cosiz € Aet f(z) = 0si
z ¢ A.Comme A ¢ T, la fonction f est non mesurable. On a pourtant f~'(]0, 3[) = 0 € T pour tout 8 € R*..
Ceci montre que {]0, B[, 3 € R* } n’engendre pas B(R ).
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Corrigé 46
Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se propose de
montrer que le graphe de f est un borélien de R%. On admettra le résultat suivant, vu en TD :

A,B € B(R) = A x B € B(R?). (14.1)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(z,y) = y.
1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.
corrigé
Soit A € B(R).Ona F~!(A) = f~1(A) x R. Comme f est mesurable, f~1(A) € B(R). Comme R € B(R),
(14.1) donne f~!(A) x R € B(R?) et donc F~1(A) € B(R?). On a donc F mesurable de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniere semblable en remarquant que H~1(A) = R x A (ou en
utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f) = {(z,y)t € R?;y = f(z)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) € B(R?).

corrigé

L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc F' — H mesurable. On en déduit que

G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F — H)~}({0}) et {0} € B(R).

Corrigé 47 (mesurabilité au sens de Lusin)

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de R™. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement
réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(R™) et pour tout € > 0, il existe I fermé et O ouvertt.q. F C A C O
etm(O\ F) < ¢).

Soit f € RY — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compact K et pour tout & > 0, il
existe K1 compact, K1 C K, t.q. m(K \ K1) <cet f|,. € C(Ki,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(R"). Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.
[Construire K7 avec K, F'et O, ou F et O sont donnés par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

corrigé
Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F' fermé et O ouvertt.q. F C A C Oetm(O\ F) < e.
Onprend K1 = (KNF)U(KNO°).

Les ensembles K N F' et K N O€ sont fermés (car ’intersection d’un compact et d’un fermé est un compact).
L’ensemble K est donc compact car il est I’'union de deux compacts. Comme K; = K \ (O \ F), on a bien
KiCKet(K\K;) C(O\F).Onendéduitm(K \ K1) <m(O\F)<e.

On montre maintenant que f|,, € C(K1,R). Soitz € K;. On distingue deux cas :

Premier cas. Siz € K N F,onaalors x € O. Comme O est ouvert il existe § t.q. B(z,0) C O (ou B(x, ) est
la boule ouverte de centre z et de rayon ). On a donc K1 N B(xz,0) C KN F C A. Ce qui prouve que f‘Kl est
constante et égale a 1 sur K1 N B(z,0) et donc f; «, estcontinue en z (car constante dans un voisinage de ).

Deuxiéme cas. Si z € K N OF, on raisonne de maniére similaire. On a x € F°. Comme F° est ouvert il existe
6 t.q. B(z,6) C F°. Onadonc K1 N B(z,d) C K NO° C A Ce qui prouve que f|, ~est constante et égale a
0 sur K1 N B(z, ) etdonc f,. est continue en .
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2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € (RN, B(RY)). Montrer que f est mesurable
au sens de Lusin.

corrigé
Il existe n € N*, Ay,..., A4, € BRY)etay,...,a, € Rtq. f = Z,?:l a;la,. On pose f; = 14,, de sorte
que f =371, aifi.

Soit K compact et ¢ > 0. Par la question 1, pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe KY) compact, K{i) C K, tq.

m(K\ Kfi)) <e/net(f;) € C’(Kfi),R). On prend alors :

g0
Ky =nm, K.

On a bien K; compact (car intersection de compacts), K; C K. On aaussi (K \ K1) = U (K \ Kfi)) et
donc :

m(K\ Kp) <> m(K\K{") <e.
i=1
Enfin, f|, est continue car f|, = Y"1 a;(fi)|,, et (fi)|,, estcontinue (puisque (f;) .« est continue et
1 1 - 1 1 1

K, c KW,

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RY, B(RY)). Montrer que f est mesurable au sens de
Lusin. [On rappelle qu'une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théoreme d’Egorov, Théoreme 3.2, et la question précédente.]

corrigé
Comme f € M(RN,B(RY)), il existe (fn)neny C ERY,BRN)) t.q. fn — f p.p..

Soit K compact et ¢ > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe Kf”) compact, Kf”) C K, tq.m(K \

K™Y < 2m et (£) € C(K\™ R). On prend tout d’abord :

|K§n)
Ky = ﬂneNKfn) .

On a bien K> compact (car intersection de compacts), K5 C K. On a aussi (K \ K2) = Upen(K \ Kln)) et

donc m(K \ K3) <> cym(K\ Kf")) < 2e. Enfin, (f,)|,, est continue pour tout n € N.

Pour trouver K, on utilise maintenant théoréme d’Egorov. Comme f,, — f p.p. sur K3 et que m(K3) < oo, il
existe A € B(R") t.q. A C Kz, m(K3\ A) < cet f,, — f uniformément sur A. En utilisant la régularité de m
,on trouve aussi F' C A, F fermé et m(A \ F') < e. On prend alors K7 = F.

On a bien K; compact (car K est fermé dans le compact K3), K1 C K.Ona (K \ K;) = (K \ K2) U (K2 \
A) U (A\ F) etdonc m(K \ K1) < 4e. Enfin f|, est continue car f|, est limite uniforme de la suite de
fonctions continues ((fn)|,, Jnen-

Corrigé 48 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)
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Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités (2,.4, P). On veut veut montrer que Y~ est mesurable par rapport a la tribu engendrée par X (notée
7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire , plus
précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ol f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y est 7(X)-
mesurable.

corrigé
On rappelle que la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~}(B), B € B(R)}.
Soit B € B(R),ona Y ~1(B) = X~ !(f~!(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R,

ol R est muni de la tribu borélienne), on a f~1(B) € B(R) et donc X 1 (f~1(B)) € 7(X). Ce qui prouve que
T est 7(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est 7(X )-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # aj pour j # k et une suite
d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y:Zalej.
J

On suppose aussi que U; A; = Q. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il existe une fonction borélienne
f:R—>RtellequeY = f(X).

corrigé
Soit j € N. Comme les A; sont disjoints deux a deux, a; # ay sii # ket U;A; = Q,ona A; = Y1 ({a;}).
Comme {a;} € B(R) et Y est 7-mesurable, on en déduit que A; € 7(X). (On rappelle aussi que 7(X) C A
car X estune v.a. sur (2, 4, P).)

Pour tout 7, il existe B; € B(R) t.q. A; = X ~}(B;) (car A; € 7(X)). Comme les A; sont disjoints deux a deux,
ona,sii#j, B; N B;NIm(X) = (avec Im(X) = {X (w), w € Q}). On peut donc supposer les B; disjoints
deux a deux en remplagant chaque B; (i > 0) par B; \ U;<;B;.

On pose f = >, a;1p,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R. Si w € €, il existe i t.q.
w € A; (car Q = U;4;), on adonc X (w) € B; etdonc f(X(w)) = a; = Y(w). Ce qui donne bien f(X) =Y.

1

T n

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢,, : R — R par : ¢,,(x)
le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

[nx] o [-] désigne la partie entiere. ([x] est

(a) Montrer que, pour tout z € R, ¢,,(x) converge vers x, quand n — co.
corrigé
Soit 2 € R. Pour toutn € N*, ona 0 < nz — [nz] < letdonc 0 < z — ¢, () < % Ce qui prouve que
¢n(x) = 2 quand n — oo.

(b) On pose Y,, = ¢,,(Y"). Montrer que Y,, est 7(X) mesurable.
corrigé
On remarque tout d’abord que ¢, est borélienne. En effet, pour p € Z, on a ¢7 ' ({p}) = [p,p + 1[ € B(R).
Puis, pour B € B(R), on a

¢1_1(B) = Upeznalp, p + 1[€ B(R).
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Soit n € N*. Comme z — nx est continue, c’est une application borélienne. Par composition (et produit par
(1/n)), on en déduit que la fonction ¢,, est borélienne. On montre alors que Y;, est 7(X )-mesurable, comme
dans la premiére question car, pour B € B(R),ona Y, 1(B) = Y~ 1(¢,1(B)) € 7(X).

n

4. Terminer la preuve du théoreme.

corrigé
Soit n € N*. Comme I’ensemble des valeurs prises par Y, (définie dans la troisieme question) est au plus
dénombrable, on peut appliquer la deuxiéme question. On obtient I’existence de f,, : R — R, borélienne, t.q.

On note A I’ensemble des réels = pour lesquels la suite ( f,,(z))nen~ est convergente. A est donc aussi I’ensemble
des réels x pour lesquels la suite (f,,(x)),en+ est de Cauchy. On en déduit que A € B(R) car A peut s’écrire :

11
A = Npenr Unenr Np,g>n (fp — fq)fl([*ﬁv ﬁ])'

On pose maintenant f(x) = lim,,_,o fr(z) siz € Aet f(z) = 0six € A°. La fonction f est borélienne car f
est limite simple des fonction boréliennes f,,1 4. quand n — oco.

Enfin, siw € Q, on a Y, (w) = fn(X(w)). La troisitme question donne que Y, (w) = ¢,(Y(w)) — Y (w).
On a donc X (w) € A et donc f,(X(w)) = f(X(w)). Ceci donne Y (w) = f(X(w)). On a bien montré que
Y = f(X) avec f borélienne.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px la loi de X.
5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que

Px(f=g) =1
corrigé
Soit B={z €R, f(x) =g(x)}.Ona B = (f —g)"'({0}) € B(R).Siw € Q,ona f(X(w)) = 9g(X(w)) =
Y (w) et donc X (w) € B. Ceci prouve que X ~1(B) = Q et donc que Px(B) = P(X!(B)) = 1, ¢’est-a-dire

Px(f=g)=1

Corrigé 49 (Composition de v.a.)

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y;,),en une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit Z par

Vwe R, Z(w) = Ynw)(w).

Montrer que Z est une variable aléatoire.
corrigé

Soit B € B(R). Pour n € N, on pose :
Ap={N=n}={weQ, Nw)=n}

et
B,=Y YB)={Y,€B}={weQ,Y,(w) € B

n
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(Notre que I’ensemble des A,,, n € N*, forme une partition de 2.) On va montrer que Z 1 (B) = Upen+ (4,NBy,).
En effet, pour tout w € Q, onaw € Ay, et, siw € Z7'(B),ona Z(w) = Yy(,)(w) € B. On a donc
w € An(w) N Bn(w), ce qui donne bien w € Upenx (A, N By,).

Réciproquement, si w € Upens (A, N B,,), il existe n € N* t.q.w € A, N By,. On adonc Z(w) = Y, (w) € B.
On a bien montré que Z~(B) = Upen+ (A, N By).

Comme N et Y,, sont des v.a.r., ona A,, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que Z*I(B) € A. Ceci donne
bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z = > . 1a, Y.

Corrigé 50 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)
Soit (£, A, P) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évenements) Soit A;, Ay € A. Montrer que A; et A, sont indépendants (c’est-a-dire
P(A1 N Ay) = P(A1)P(As)) si et seulement si les tribus 7({ A1 }) et 7({ A2}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(By N By) = P(By)P(Bz) pour tout By € 7({A1}) et By € 7({A42})).

corrigé
Ona T({Al}) = {Q)v Aq, AT, E}’ et T({A2}’) = {0’ Az, A3, E}
Si les tribus 7({ A1 }) et 7({ A2 }) sont indépendantes on donc :

P(Bl ﬂBQ) = P(Bl)P(BQ) pour tout Bl S {@,Al,A(ll,E} et tout {@,AQ,AS,E}. (142)

En prenant, dans (14.2), By = A; et Bo = As, on en déduit que A; et A5 sont indépendants.

Réciproquement, on suppose que A; et Ao sont indépendants. Pour montrer que 7({A4;1}) et 7({A42}) sont
indépendantes, il suffit de montrer (14.2). On remarque tout d’abord que (14.2) est vraie si B; = () ou E et si
By = () ou E (I'hypothése d’indépendance de A; et Ay est méme inutile). Puis, on remarque que 1I’hypothése
d’indépendance de A; et Ay donne que (14.2) est vraie si B; = A; et Bo = As. Enfin, on remarque que C et
C5 indépendants implique que C; et C§ sont indépendants. En effet, on a :

P(Cl N CQC) = P(C1 \ (Cl n CQ)) = P(Cl) — P(Cl N 02)
Comme C et C sont indépendants, on en déduit :
P(Cy N C3) = P(C1) — P(C1)P(C2) = P(C1)(1 — P(C2)) = P(C1)P(C5).

En appliquant cette propriété avec C; = Ay et Co = A,, on montre donc que A; et A§ sont indépendants. En
prenant maintenant C; = A§ et Co = A;, on montre alors que A§ et A§ sont indépendants. Enfin, En prenant
Cy = Ay et Cy = Aq, on montre que A§ et As sont indépendants. On a ainsi montré que (14.2) est vraie,
¢’est-a-dire que les tribus 7({ A1 }) et 7({ A2}) sont indépendantes.

2. (Indépendance de n évenements, n > 2) Soitn > 2, Ay, ..., A, € A. Montrer que les événements Ay, ..., A,
vérifient “P(MN;erA;) = [[;c; P(Ai) pour tout I C {1,...,n}" si et seulement si les tribus 7({41}),...,
7({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N!_, B;) = [[;—, P(B;) pour tout B; € 7({A;}),i € {1,...,n}).

corrigé
Pour p € {0,...,n}, on introduit la propriété P, suivante :

P(N{_, B;) = [[ P(Bi) si Bi € 7({A;}) pouri < pet
=1
B; € {0, A;, E} pouri > p.
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Il est facile de voir que la propriété Py est équivalente a “P(N;crA;) = [[;c; P(Ai) pourtout I C {1,...,n}".
La propriété P,, signifie que les tribus 7({A1}), ..., 7({A,}) sont indépendantes.

Le fait que P,, implique Py est immédiat. On suppose maintenant que Py est vérifiée et va montrer que P,
est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p. On suppose donc que P,_; est vérifiée pour un p €
{1,...,n} et on doit montrer que P, est vérifiée. Pour montrer que P, est vérifiée, il suffit de prendre les B;
tq. B; € T({A;}) pouri < p—1, B, = AS et B; € {0, A;, E} pour i < p et de montrer que P(N;_, B;) =
[T, P(B;) (car les autres choix de B, sont directement donnés par P,_1). Or, on a, pour ce choix des B; :

P(m?ﬂBi) = P(myzlci) - P(m?:lDi)a

avec C; = D; = B;siit # p, C, = Eet D, = A,. En utilisant P,_; on a P(N]_,C;) = H?=1 P(Cy) et
PN, D;) =1;—, P(D;) etdonc :

= ([[PB))(P(E) - P(A,))
i#p
= ([[ PB)PA) =[] P(B)).

i#p i=1

~—

On a ainsi montré que P, est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que P,, est vérifiée, ce qui
prouve que les tribus 7({A1}), ..., 7({A.}) sont indépendantes.

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que I’on peut avoir n évévements, notés Ay, ..., A, indépen-
dants deux a deux, sans que les événements Ay, ..., A, soient indépendants.
corrigé

On prend, par exemple, E = {1,2,3,4}, A = P(E) et P donnée par P({i}) = %, pour i € {1,2,3,4}. Puis,

on choisit A; = {1,2}, Ay = {1, 3} et Az = {2, 3} Les trois évévements Al,A27A3 sont bien indépendants

deux adeux (car P(A; N Aj) = P(A;)P(A;) = 1 sii,j € {1,2,3}, i # j) mais ne sont pas indépendants car
P(A;1 N A2 N Ag) # & = P(A)P(A2)P(Ay).

l
8

4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € Ay et que A; et Ay sont deux tribus indépendantes (et contenues dans .A).
Montrer que P(A) € {0,1}.

corrigé
Comme A € A;, A € As et que A; et A sont deux tribus indépendantes, on doit avoir P(A N A) =
P(A)P(A), c’est-a-dire P(A)(1 — P(A)) = 0 etdonc P(A) € {0, 1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de .A.

corrigé

Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec lui méme. On en déduit, comme a la
question précédente que P(A) € {0, 1}.
Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) € {0, 1} et on distingue deux cas.

Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout B € A, AN B C A et donc (par monotonie de P)
0 < P(ANB) < P(A) =0.0nendéduit P(ANB) = 0= P(A)P(B). Ce qui prouve que A est indépendant
de tous les éléments de A.
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Deuxiéme cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(A°) = 0 et, pour tout B € A, P(AN B)
1—-P(ANB)) =1— P(A°U B¢). Or (par monotonie et o-sous addivité de P) P(B°) < P(A°U B¢)
P(A%)+P(B°) = P(B°).Donc, P(A°UB°) = P(B°)etdonc P(ANB) = 1-P(B°) = P(B) = P(A)P(B).
Ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.

IA I

.Soitn > let Ay,..., A, € A Montrer que les événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si
lesvaa. 14,,...,14, sontindépendantes.

corrigé
Si X est une v.ar, la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~1(B), B € B(R)}. Pour A € A, on a donc
7(14) = {0, A, A, E}, c’est-a-dire 7(14) = 7({A}). L'indépendance des événements Aj,..., A, corres-
pond (par la définition 2.25) a I’indépendance des tribus 7({A41}),...,7({A1}). L'indépendance des v.a.r.

1ay,--.,14, correspond (par la définition 3.12) ) a I'indépendance des tribus 7(14,),...,7(14, ). Comme
T({A4;}) = 7(14,), pour tout ¢, on en déduit que les événements A4, ..., A, sont indépendants si et seulement
silesv.a. 14,,...,14, sontindépendantes.
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Devoir 1

Corrigé 51 (De loi uniforme a loi donnée)
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Corrigé 52 (Convergence en mesure) (xx)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,,)nen converge en mesure vers f
et g, alors f = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({z € E; |f(z) — g(z)| > d}) = 0].

corrigé
Pourh : E — Retd > 0, on note toujours {h > 0} = {z € E; h(z) >}, {h > 6} ={z € E; h(z) > 5},
{h<é}={reE;hxz)<o}et{h<d}={x e E;h(x) <}

Soitd > 0. Pourtoutz € Eettoutn € N,ona |f(z) — g(x)| < |f(z) — fn(2)| +|fn(z) — g(x)|. On en déduit
{f = fal <330 {|fn— 9l < 5} C {|f — g| < 5} et donc, en passant au complémentaire,

1) 0
{1 o> 8 C{If ~ ful > 53U llfn gl > 5}, (14.3)

Par sous additivité de m, on a donc m({|f — g| > 6}) < m({|f — fal > 5}) + m({|fn — 9] > $}). En passant
a la limite quand n — oo, on en déduit m({|f — g| > 6}) = 0.

On remarque maintenant que {z € E; f(z) # g(x)} = {|f — g| > 0} = Upen+{|f — g| > 1} et donc, par
o-sous additivité de m, on obtient m({z € E; f(z) # g(z)}) < Yo" m({|f —g| > 2}) =0etdonc f = ¢
p-p--

2. Montrer que si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M et (gn)neny C M converge en mesure vers
g € M, alors (fn, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

corrigé
Soit § > 0. En reprenant la démonstration de (14.3), on montre que

U 40— Un+ 90l >0} CHIf = ful > 51 ULlg —gal > 2},

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f +g— (fn+gn)| > 6}) <m{|f — ful > 3D +m({|lg—9gn| > 3})
et donc que m({|f + g — (fn + gn)| > 6}) — 0 quand n — oo. On a bien montré que f,, + g, — f + gen
mesure quand n — oo.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (f,,)nen C M converge en mesure vers
f € Met(gn)nen C M converge en mesure vers g, alors ( f,, gn)nen C M converge en mesure vers f g € M.
[On pourra commencer par montrer que, si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M, alors, pour tout
e > 0, il existe ng et ko € N tels que, sin > ng etk > ko, onam({x € E; |f.(x)| > k}) < £]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsque m(F) = co.

corrigé
Pour k € Netn € N, la démonstration de (14.3) donne ici {| f,,| > k} C {|f| > £} U{|fn — f| > &4} et donc

m({lfal > k}) < m({1f] > S} +m({lfo — 11> 5. (14.4)
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On pose Ay, = {|f]| > g} Ona (Ag)ken C T, Ap11 C Ay pour tout k € N et NpenyAg = 0 (car f prend ses
valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(Aj) < oo (pour tout k) et on peut appliquer la continuité
décroissante de m. Elle donne :

m(Ag) — 0, quand n — oo. (14.5)

Soit & > 0. Par (14.5), il existe kg € N t.q. m(Ay,) < 5. Par la convergence en mesure de f,, vers f, il existe
alors ng t.q. m({|f, — f| > %} < £ pour tout n > ny et I'inégalité (14.4) donne m({|f.| > ko}) < esi
n > ng. On en déduit (comme {|f,| > k} C {|fn] > ko} sik > ko):

n>ng, k> ko= m({|fu] > k}) <e. (14.6)

On montre maintenant que f, g, — fg en mesure.

Soit § > 0, on veut montrer que m({|fngn — fg| > 6} — 0 quand n — oo. Pour cela, on remarque que
| frgn — fal <|fullgn — 9| + |g||fn. — f|. Pour k € N*, on a donc

(Sl <R30 g — o1 < o} O llal < R3O {1~ f1< 50} € (g — Fol <)

et, en passant au complémentaire,

{fan — fol > 51 € {1fl > Ky U{lgn — g1 > o3 ULlgl > Ky Ulfu — f1 > 203,

ce qui donne
m({fagn — fo > 83) < m({lfal > K}) + m({lgn — 9] > =

gk

) 14.7)
bm({lgl > £)) +m({1fa 71> o))

Soit € > 0. Il existe kg et ng de maniere a avoir (14.6). En utilisant (14.5) avec g au lieu de f, il existe aussi k;
t.qg. m({|g| > k}) < e pour k > k;. On choisit alors k& = max{ko, k1 }. En utilisant la convergence en mesure
de f, vers f etde g, vers g, il existe ny tq. m({|gn —g| > &}) <ecetm({|fn — f| > £}) < e pourn > n;.
Finalement, avec no = max{ng,n; } on obtient :

n > ny = m({|fugn — fg| > 0}) < 4e.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f, g, vers fg, quand n — oo.

Pour obtenir un contre-exemple a ce résultat si m(E) = oo, on prend (E,T,m) = (R, B(R), A). Pourn > 1
on définit f, par f,(x) = % pour tout z € R et on définit g,, par g, (z) = x pour tout x € R. Il est clair
que f, — 0 en mesure, g, — g en mesure, avec g(x) = x pour tout x € R, et f,g, # 0 en mesure car
m({|frngn| > d}) = oo pour tout n € N* et tout 6 > 0.

Corrigé 53 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fy,)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de £ dans R)
et f € M. On suppose que f, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout € > 0 il existe A € T t.q.
m(A) <eet f, — f uniformément sur A¢). Montrer que f,, — f p.p., quand n — oco.
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corrigé
Soit A, € T t.q. m(A,) < L et f, — f uniformément sur AS. On pose A = Nyen+ Ay, de sorte que A € T et
m(A) = 0 car m(A) < m(A,) < L pour tout n € N*.
Soit z € A€, il existe n € N* t.q. x € A,, eton a donc f,(x) — f(x) quand n — co. Comme m(A) = 0, ceci
donne bien f,, — f p.p., quand n — oo.

Corrigé 54 (Théoreme d’Egorov) (xx)

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, (f,,)n»cn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f,, — f p.p., lorsque n — +oc0.

Pour j € N* et n € N, on définit :

1
Anj = {a; [f(2) = fula)] > 3}, et B, ;=] 4, (14.8)

p>n

1. Montrer que a j fixé, 11111 m(By,;) =0.
n—-+oo

corrigé
On remarque d’abord que A,, ; = (|f — fn\)’l([%, ool) € T'car |f — fn| € M.Onadonc aussi B,, ; € T

D’autre part, comme f,, — f p.p., lorsque n — +o0, il existe C' € T t.q. m(C) = 0 et f,(z) — f(x), quand
n — oo, pour tout x € C°.

On va montrer que m(B, ;) — 0, quand n — oo (on rappelle que j € N* est fixé), en utilisant la continuité dé-
croissante de m. On remarque en effet que m(B,, ;) < oo (pour tout n € N) car m(E) < oo (et ¢’est seulement
ici que cette hypothése est utile), puis que B, 1, ; C B, ; pour tout n € N. La continuité de décroissante de m
donne donc

m(Bn’j) — m(ﬁneNBn,j).
Or,siz € NpenBnp,j, onax € B, ; pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe p > n t.q. x € A, j,
c’est-a-dire | f(z) — fn(x)| > % Comme j est fixé, ceci montre que f,,(x) 4 f(z) quand n — oo, et donc que

z € C. On en déduit que NyenByp,; C C et donc que m(NypenByp,j) = 0 et finalement que m(B,, ;) — 0,
quand n — 0.

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A4) < e et f,, — f uniformément sur A° lorsque n — +o0.
En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U B, j, avec un choix judicieux de n;.]
jEN*
corrigé
Soit & > 0. pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe n(j) € N t.q. m(B,, ;) < 55. On pose
B = Ujen+B de sorte que B € T et, par o-sous additivité de m :

n(j),j>

= €
m(B) < Zm(Bn(j),j) < Z 5 =¢
j=1

j=1

On montre maintenant que f,, — f uniformémement sur B¢ (ce qui conclut la question en prenant A = B).

Comme B = Ujen+ (Up>n(j)Ap,j)> on a, en passant au complémentaire, B¢ = Njen (Np>n(j) A5 ;)-
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Soit n > 0. Il existe 7 € N* t.q. % < n. Soit x € B¢, comme x € ﬁpZn(j)A;,j’ onadoncx € A]C),j pour tout

p > n(j), c’est-a-dire :
. 1
Dz n(]) = |er($) - f('r)| < ; <n.

Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de 1) et pas de = € B¢, ceci prouve la convergence uniforme de
fn vers f sur B€.

3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (]0, 1[, B(]0, 1[, A) (plus précisément, A est ici la restriction a 5(]0, 1[) de
A, qui est une mesure sur 5(R)).

Pour n € N*, on prend f,, = 1)y 1(, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, fy,(x) — 0 pour tout
z €]0, 1]).

Soit maintenant B € B(]0, 1]) t.q. A(B) = 0. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément vers 0 sur
B¢ (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre ¢ = 0 dans la question précédente, c’est-a-dire ¢ = 0 dans le
théoreme d’Egorov).

Soit n € N*, Il est clair que B°N]0, [ () (car sinon, ]0, 2[C Betdonc 1 = A(J0, 1[) < A(B) = 0). Il existe
donc x € B°t.q. f,(x) = 1. On a donc

sup |fn () =1,
reB*°

ce qui prouve bien que f,, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +oo.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R)\).

Pour n € N, on prend f,, = 1j,, 5,41[, de sorte que f,, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,,(z) — 0 pour tout
x € R).

Soit maintenant 0 < ¢ < 1 et B € B(R) t.q. A(B) < £. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément
vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien que théoreme d’Egorov peut étre mis en défaut si m(E) = o).

Soit n € N, Il est clair que B°N|n,n + 1[# @ (car sinon, Jn,n + 1[C Betdonc 1 = A(Jn,n+1[) < A(B) <=,
en contradiction avec € < 1). Il existe donc = € B€ t.q. f,(z) = 1. On a donc

sup [fn ()] =1,
reEB*°

ce qui prouve bien que f,, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

Corrigé 55 (Convergence en mesure et convergence p.p.)
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de F dans R. On rappelle que, par définition, la suite ( f,,),ecn converge en mesure vers f si:

Ve > O,nglfoom({m € E;|fo(x) — f(z)] > €}) =0. (14.9)
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1. On suppose ici que m(E) < +o0.

(a) Montrer que si (f,,)nen tend vers f presque partout, alors (f,, )nen tend vers f en mesure [Utiliser le théoréme
d’Egorov.]

corrigé

Soit & > 0, on veut montrer que m({|f, — f| > €}) = m({z € E;|fn(z) — f(z)| > €}) — 0, quand
n — o0, c’est-a-dire que

Y§ > 0, dng, t.q.

n>ng=m({|fa—f| >}) <. (14.10)

Soit donc 6 > 0. D’apres le théoréme d’Egorov (théoréme 3.2 page 63), il existe A € T t.q. m(A) < ¢
et f, — f uniformément sur A€. La convergence uniforme sur A¢ nous donne donc I’existence de ng t.q.,
|fr(x) — f(2)] < e pour tout z € A, si n > ng. On a donc, pour n > ng, {|f, — f| > e} C A, et donc
m{{|fn — f| > €}) < m(A) < 4. On a bien montré (14.10) et donc la convergence en mesure de f,, vers f,
quand n — 0.

(b) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

corrigé

On reprend ici un exemple vu au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dans L' n’entraine
pas la convergence presque partout.

On prend (E, T, m) = ([0, 1[, B([0, 1]), A) (on a bien m(E) < o) et on construit ainsi la suite (f,,)nen :

Soit n € N. Il existe un unique p € N* et @ <n< % On pose alors k = n — @=Lp of on prend

2
fn= 1[& w[.llfautnotericiquekJrl < W*@ :petdonc% <1.

Lorsque n — oo, on a p — oo et donc m({|f,| > 0}) = 1% — 0. Ce qui prouve, en particulier, que f,, — 0
en mesure, quand n — oo.

Enfin, on remarque que, pour tout z € [0, 1], f,,(x) 4 0 quand n — oco. En effet, soit = € [0, 1[. Soitn € N.
On choisit p € N* t.q. (e—p >n,ilexistealors k e Ntq 0 < k<p—1letzx € [k %[, de sorte que

2 Ev
Jon)(x) = 1 en choisissant o(n) = @ + k. On a ainsi construit (f,(n))nen, sous suite de (fy)nen
(car ¢(n) > n pour tout n € N) t.q. f,(n)(x) # 0 quand n — oo. ceci montre bien que f,,(x) /4 0 quand
n — 0.
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Devoir 1

Corrigé 56 (Convergence en mesure et fonctions continues)
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Corrigé 57 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # 0, on pose

| flloo = inf Af. Si Ay =0, on pose || f||o = oc.

1. Soit f € M t.q. Ay # (). Montrer que || f|loc € Af.
corrigé

Comme Ay # () et || f||oo = inf Ay, il existe une suite (an)nen C Af t.q. an | || f]loo quand n — oco.
Soit n € N, de a,, € Ay on déduit qu’il existe B, € T't.q. m(B,) = 0et|f(x)| < a, pour tout x € B,

On pose B = UpenBy,. Onadonc B € T et, par o-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) < Y .y m(By)).
Enfin, pour tout € B¢ = N,enBE, ona |f(x)| < a, pour tout n € N. En faisant n — oo, on en déduit que

[f(@)] < [[flloc- Onadone [f] < |[flloo p-p-, ¢’est-2-dire [ f[loo € Ay

2. Soient (f)neny C Met f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que || f, — f|loc — 0 quand n — oo (on dit que f,, — f essentiellement

uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.
corrigé

Pour tout n € N, il existe A, € T t.q. m(A4,) = 0et|(fn — f)(@)| < ||fn — flloo pour tout z € AS. On
pose A = UpenAp.Onadonc A € T, m(A) =0, |(fn — f)(@) < ||fn — flloo pour tout z € A°. Comme
lfn — flloo — 0 quand n — oo, on en déduit que f,, — f uniformément sur A°. Enfin, comme m(A4) < ¢

pour tout € > 0, on a bien montré la convergence presque uniforme de f,, vers f.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (fn)nen et f), montrer qu’on

peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fr, — f|lco 7 0.
corrigé
On prend, par exemple, (£, T, m) = (R, B(R),\), f = 0et f, = 1jg 1y pour tout n € N*.

Soit £ > 0. On choisit A = [0, ], de sorte que m(A) = . On a bien f,, — 0 uniformément sur A¢, quand

n — oo, car f, = 0 sur A€ pour tout n t.q. % < e. Dong, f,, — f presque uniformément quand n — oco.

Mais f,, ne tends pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — oo, car || f||co = 1 pour tout n € N*

(en effet, f,, < 1surtoutR, f,, = 1sur [0, 1]) et A([0, 1]) > 0, pour tout n € N*).

— ‘n ‘n

Corrigé 58 (Mesurabilité des troncatures)

Soit (X, T') un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours quand

on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour @ > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z) >a
fal@) =< f(z) si |f(z)<a

—a st f(x)<-—a

Montrer que f, est mesurable.

corrigé
Soit @ > 0. On définit T, de R dans R par :
si s>a
T.(s)=< s si |s]<a

—a si s< —a
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La fonction Ty, peut aussi s’écrire T}, (s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque que la fonction Ty,
est continue de R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, avec R muni de sa tribu
borélienne).

Comme f, = T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.

Corrigé 59 (Exemple de tribu engendrée)
Dans cet exercice, on s’intéresse a la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur €2, muni de la
tribu A, a valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, 2 = {1,2,3,4,5,6}, A = P(2)) et X est la variable aléatoire
définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de 4 éléments.
corrigé
Par la définition de la tribu engendrée (Définition 3.6) on a 7(X) = {X1(A4), A € B(R)}. Soit A € B(R).
Comme X 1(A4) = {w € Qtq X(w) € A}, X"!(A) ne peut prendre que 4 valeurs, selon que 0 et 1
appartiennent ou non a A. Plus précisément, on distingue 4 cas possibles :

Cas 1. 1,0 € A (c’est le cas, par exemple, si A = {0,1}). On a alors X ~1(A) = Q.
Cas2.1€ Aet0 ¢ A(c’estle cas, par exemple, si A = {1}). Ona alors X ~1(A) = {2,4,6}.
Cas3.0€ Aetl ¢ A(c’estle cas, par exemple, si A = {0}). On a alors X ~1(A) = {1,3,5}.

Cas4.1¢ Aet0 ¢ A(c’est le cas, par exemple, si A = (). On a alors X ~1(A4) = ().
On a ainsi montré que 7(X) = {Q,{2,4,6},{1,3,5},0}.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soitn € N*, Q = {0,1}", A =P(Q)) etk € {1,--- ,n}. La variable aléatoire
X représente le k-ieme tirage, X est donc I’application w = (w1, ,wy) — wg. Montrer que 7(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

corrigé
Soit A € B(R). Comme a la question précédente X ~!(A) dépend du fait que 0 et 1 appartiennent ou non a A.
On pose B = {w = (w1, -+ ,wy) € Qt.q. w,, = 1}. On a ainsi :
X~HA)=Q,s10,1 € A(cestle cas, par exemple, si A = {0,1}),
X Y(A)=B,sil € Aet0 ¢ A (cest le cas, par exemple, si A = {1}),
X71(A)=B¢si0€ Aet1 ¢ A(cestle cas, par exemple, si A = {0}),
X71(A)=0,si1¢ Aet0 ¢ A (c’est le cas, par exemple, si A = {2}).
On a donc ici 7(X) = {Q, B, B¢, 0}.

3. Dans cette question, on prend Q = R, A = B(R) et, pour tout w € €, X(w) = w — [w], ol [w] désigne la
partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}. Si C est un borélien inclus dans [0, 1] (ce
qui est équivalent a dire C' € B([0, 1])), on pose ¢(C) = UgezCl, avec C, = {x + k, x € C'}. Montrer que
7(X) ={»(C), C € B([0,1))}-

corrigé
Soit A € B(R). La v.a. X prend ses valeurs dans [0, 1[. On a donc X ~1(A) = X~1(C) avec C = AN [0,1].
Comme B([0,1]) = {AN[0,1], A € B(R)} (ceci est démontré, par exemple, dans I’exercice 2.3) on a donc :
7(X) = {X7H(0), C € B([0,1])}.

Pour terminer la démonstration, 11 suffit donc de démontrer que X ~(C) = ¢(C) si C € B([0, 1]).
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Soit C' € B([0,1]). Pour w € Q ona X(w) € C si et seulement w — [w] € C, c’est-a-dire si et seulement si
w=mn+zavecn € Zetz € C (on utilise ici le fait que C' C [0, 1]). Ceci montre bien que X (w) € C'si et
seulement w € (C'). On a donc X ~1(C) = ¢(C), ce qui termine la démonstration.

Corrigé 60 (Fonctions constantes)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). Pour ¢ € R, on pose p(a) =
P(X~Y] — 00,a])) (on note souvent X ~1(] — c0,a]) = {X < a}). La fonction ¢ est donc la fonction de
répartition de la probabilité Px.

1. Montrer que ¢ est une fonction croissante de R dans R et que lim,_, o p(a) = 1, lim,_,_ o p(a) = 0.
corrigé

Ces propriétés ont été vues au paragraphe 2.6.3 en utilisant les propriété de monotonie et de continuité croissante
et décroissante de Px (proposition 2.3). On les redémontre ici avec les mémes propriétés de monotonie et de
continuité croissante et décroissante utilisées avec P au lieu de Px (mais cela ne change fondamentalement la
démonstration !).

Soita < b,ona {X < a} C {X < b} et donc, par monotonie de P, p(a) = P({X < a}) < P{X <a}) =
©(b). Ce qui montre bien la monotonie de (.

Pour montrer que lim,—, 4+~ ¢(a) = 1, on utilise la continuité croissante de P. Soit (ay)neny C R t.q. an, T
+oo (c’est-a-dire a, 11 > a, pour tout n € N et lim,, o0 a, = +00). On pose 4, = {X < a,}. Ona
A, C Apsq pour tout n € N et UpenA, = €. Par continuité croissante de P (Proposition 2.3), on a donc
v(an) = P(A,) — P(£2) =1 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,—, o ¢(a) = 1.

Pour montrer que lim,_,_~ ¢(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de P. Soit (a,)neny C R t.q.
ap  —oo (c’est-a-dire a,4+1 < a,, pour tout n € N et lim,, ., a,, = —00). On pose B,, = {X < a,}.Ona
B, 4+1 C B, pourtoutn € N, P(B,,) < oo pour tout n € N et N,enyB,, = 0. Par continuité décroissante de P
(Proposition 2.3), on a donc ¢(a,,) = P(B,,) — P(0) = 0 quand n — oco. Ce qui prouve que lim,_,_ ¢(a) =
0.

On suppose maintenant que, pour tout B € B(R), ona P(X~*(B)) =0oul.
2. Montrer qu’il existe « € Rt.q. X = a p.s..

corrigé
On pose A = {a € R t.q. p(a) < }. L'ensemble A est non vide, car lim,—_o ¢(a) = 0. I est majoré
car limg; 400 p(a) = 1. Lensemble A admet donc une borne supérieure que nous notons .. Comme ¢ est

croissante, ona p(a) < L sia < aetyla) > Lisia>a

On utilise maintenant le fait que P(X ~!(B)) = 0 ou 1 pour tout B € B(R), on en déduit que p(a) = 0 ou
1 pour tout @ € R et donc que p(a) = 0sia < aetp(a) = 1sia > a. Par continuité décroissante de P,
on montre alors que p(a) = P{X < a}) =1 (car {X < a} = Mpen+{X < a + 1/n}) et, par continuité
croissante de P, on montre que P({X < a}) = 0 (car {X < a} = Upen+{X < a — 1/n}). On a donc
PH{X =a})=P{X <a}) - P{X <a}) =1,cest-a-dire X = ap.s..
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Chapitre 15

Fonctions intégrables

15.1 Intégrale sur M_ et sur L'

Corrigé 61 (Sup de mesures)
Soit (E,T) un espace mesurable et (m,,),en une suite de mesures sur 7. On suppose que m,+1(A) > m,(A)
pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,,(A4),n € N} pour A € T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (ap p)npen C Ry et (ap)pen C Ry €.q. ant1p > anp, pour tout n,p € N, et
Gn,p —+ ap quand n — oo, pour tout p € N. Montrer Z;O:O Qnp — Z;io ap (dans R} ) quand n — oo. [On

pourra utiliser Z;V:O Anp <D e np < D02 ap]

corrigé

On remarque tout d’abord que la suite ( Z;io @n.p)nen est croissante, elle admet donc une limite dans R ;. Pour
N € N, on passe 2 la limite quand n — oo dans les inégalités Z;V:O Unp <D0t np < D07 Ap.

On obtient Ziv:o ap < limy, o0 Z;io anp < Z;O:o ap.

On passe maintenant a la limite quand N — oo pour obtenir

Z;O:o ap < limy 00 Z;io Un,p < Z;io ap-

On adonc limy, 00 Y07 Gnp = D0 Ap-

2. Montrer que m est une mesure.

corrigé
—m(0) = sup,, ey mn(0) = 0.
- Soit (Ap)pen C T t.q. AyN Ay =0sip+#q.Onpose A =U,enA,. Ona:
m(A) = sup, ey Mn(A) = lim,, 00 My (A) = lim,, o0 Z;io My, (Ap).
En utilisant la question précédente avec a,, p, = my(A4,), on en déduit m(A) = Z;OZO m(A,).

3. Soit f € E4(E,T). (On rappelle que £, (F,T) est ’ensemble des fonctions étagées de E dans R..) Montrer
que f fdm = SuanN(.[ fdmn)'

corrigé
Soit {ay,...,a,} CRY et{A;,..., A} CTtq. f =" aila,.
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Ona [ fdm, =>"%_ a;m,(A;), lasuite ([ fdmy,),en est donc croissante. Puis, en passant  la limite sur n,
on obtient :

limy, oo (Db aimn(A)) = Y0 ailimy oo (M (4;)) = D28 aym(A;) = [ fdm, et donc

J fdm =lim, o ([ fdmy) = sup,en([ fdmy,).

4. Soit f € M (E, T). (On rappelle que M, (E,T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R .)
(a) Montrer que ([ fdmy,)nen est une suite croissante majorée par [ fdm.

corrigé

Soit f € M. Soit (fp)pen C €4 t.q. fp T f quand p — oo. D apres la question précédente, on a (pour tout
nettoutp) [ fpdm, < [ fpdmpi1 < [ fpdm.

En passant 2 la limite sur p (avec n fixé) on en déduit [ fdm, < [ fdmy41 < [ fdm.Lasuite ([ fdmy)nen
est donc croissante et majorée par [ fdm.

(b) Montrer que [ fdm,, — | fdm quand n — oc.

corrigé
Onpose Ay ={g €&, g < f}.Onsaitque [ fdm = SUPge 4, [ gdmetque [ fdm, = SUPge [ gdm,,
pour tout n € N. La question 2 donne que [ gdm = sup,,cy | gdm,, pour tout g € £;. On en déduit :

| s = sup o, g st [ gme) s f

gEA; neN neEN geAy neN

ce qui, avec la question précécdente, donne bien | fdm,, — [ fdm quand n — co.

5.Soit f € LE(E, T, m). Montrer que f € Li(E,T,my) pour tout n € N et que [ fdm, — [ fdm quand
n — oo.

corrigé
Onal|f| € MyNLE(E, T, m).laquestion 4 donne [ |f|dm,, < [ |f|dm, onendéduitque f € L;(E,T,m,)
pour tout n € N.
la question 4 donne aussi que
[ frdm, — [ frdmet
[ fdm, — [ f~dm.

Ces 2 convergences ayant lieu dans R, on en déduit que [ fdm,, — [ fdm quand n — ooc.

Corrigé 62 (Somme de mesures)
Soient m; et my deux mesures sur 1’espace mesurable (E,T)).

1. Montrer que m = mj + my est une mesure.

corrigé

(@) m(0) = m1(0) +ma2(0) =0,
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(b) Soit (Ap)nen CTtq. Ay N Ay =0sin#m.Ona:
m(UnGNAn) = ml(UnGNAn) + mZ(UnGNAn)'

Comme m; (UpenAy) = limy, 00 Z;Z:O m;(Ap) pour ¢ = 1,2, on en déduit

n

mnendn) = fim 3 (mi(4y) + ma(4y)) = lim 35 m(4),
p= p=

ce qui prouve bien la o-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de £ dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement si elle est
intégrable pour les mesures my et mo. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que [ fdm = [ fdm +

f fdmg

corrigé
Soit A € T, on pose ¢ = 1 4. La définition de m donne immédiatement

/godm:/godml —|—/<pdm2. (15.1)

Par linérarité de I’intégrale, (15.1) est aussi vrai pour € &4.

Soit maintenant ¢ € M. Il existe (¢, )nen C E t.q. ©n T ¢ quand n — co. On écrit (15.1) avec ¢, au lieu
de ¢ et on fait tendre n vers I’infini. La définition de I’intégrale sur M donne alors (15.1).

On a donc montré que (15.1) était vrai pour tout € M .
Soit f € M, en écrivant (15.1) avec ¢ = |f| on obtient bien que f € L'(E,T,m) si et seulement si f €
LYE, T,m1)NLYE, T, my).

Enfin, si f € LL(E, T, m), on écrit (15.1) avec ¢ = f* et ¢ = f, la différence donne bien [ fdm =
[ fdmi + [ fdmo.

3. Soit (11, )nen une famille de mesures (positives) sur (E,T') et (a, )nen C R . On pose, pour A € T', m(A) =
> nen @nMn(A). Montrer que m est une mesure sur 7'; soit f une application mesurable de £ dans R et
intégrable pour la mesure m ; montrer que [ fdm = > oy [ fdmy,.

corrigé

Soit n € N. n définit m,, par m,(A) = a,m,(A) pour tout A € T Il est facile de voir que 7, est une mesure
sur T, que L (E, T, my,) = Lg(E, T, my,) etque [ fdm, = o, [ fdm, pourtout f € L} (E,T,my).

On pose maintenant , par récurrence sur n, (g = Mg et fi, = fn—1 + My pour n € N*. La question précédente
montre, par récurrence sur n, que [, est une mesure sur I’ et donne que f € E]}Q(E , T, puy, si et seulement
si f € Np<nLh(E,T,My) = Np<nLE(E,T,my,). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par

récurrence sur n : " n
[t =Y [ s, =Y an | sam.
p=0 p=0
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Pourtout A € T,onam(A) = > @nMn(A) = sup,,cy in(A). On peut donc utiliser les résultats de I’exer-
cice précédent. On obtient que m est une mesure sur 7' et que f € LL(E, T, m) implique f € LL(E, T, py)
pour tout n € Net [ fdm = limy, oo [ fdpn. Si f € LE(E,T,m) onadonc f € L}(E, T, m,) pour tout
n€Net [ fdm = lim, ZZ:O ap [ fdmy, ¢’ est-a-dire

/fdm:Zan/fdmn.

neN

Corrigé 63 (Mesure de Dirac)
Soit &y la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M, calculer [ fddy.

corrigé
Comme 6o({0}) = 0,0na f = f(0)1;o} p.p., onen déduit [ fddy = f(0)do({0}) = f(0).

Corrigé 64 (Restrictions de la mesure de Lebesgue)

Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B.On note A4 [resp. Ap] larestriction a B(A) [resp. B(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € Li(B,B(B), Ap). Montrer que f|, € LE(A,B(A),\a) et que [ fj drs =
J flad\g. [Considérer d’abord le cas f € £, puis f € M etenfin f € L]

corrigé
On rappelle que B(4) = {C € B(R); C Cc A} et B(B) = {C € B(R); C C B} (voir I'exercice 2.3).

1. Soit f € £4(B,B(B)). llexiste donc ay, . ..,a, € Ry et Ay,..., A, € B(B) CBR) tq. f =D a;la,.
La fonction f14 appartient donc aussi a &4 (B, B(B)) (car A; N A € B(B)) et elle s’écrit

p p
f= Z aila;la = ZailAmAa
i=1 i=1

de sorte que

p
/flAd/\B = aAAinA).
=1

La fonction f‘ ,, (c’est-a-dire la restriction de f a A) est définie sur A, elle s’écrit fia = Zle a;la,na. Cette
fonction appartient a £, (A, B(A)) car A; N A € B(A) pour tout et on a

p
/f‘Ad/\A = a\4; N A).
i=1
On a bien montré que

/flAd/\Bz/f‘Ad/\A, (15.2)

pour tout f € £, (B, B(B)).
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2. Soit f € M4 (B,B(B)). il existe (fn)nen C E+(B,B(B)) t.q. fn T f, quand n — co. On a donc aussi
(fnla)nen T fla et (fo),)nen T fi,. quand n — co. Comme f,,, € &4 (A, B(A)), la caractérisation de la
mesurabilité positive (proposition 3.3) donne f|, € M, (A,B(A)). Onaaussi f14 € M, (B,B(B)). Puis,
en écrivant (15.2) avec f,, au lieu de f et en passant a la limite quand n — oo, la définition de I’intégrale sur

M (A, B(A)) et sur M (B, B(B)) donne (15.2).
On a donc montré (15.2) pour tout f € M (B, B(B)).

3.Soit f € L}(B,B(B),Ap). On remarque d’abord que f|, € M(A,B(A)). En effet, si C € B(R), on a
(fia) H(C) = f7HC) N A € B(A). Puis, on applique (15.2) a |f|, qui appartient 2 M_ (B, B(B)), pour
obtenir

[l = [1siana = [1ftadas < [ 1flars <o,

ce qui montre que f), € L} (A, B(A)),\a).
Enfin, en appliquant (15.2) avec f* et f~ au lieu de f, on obtient

/f+1Ad)\B = /fﬂAdAA = /(f\A)er)\A < o0

et

[ vaana= [ £ an = [ <o,

ce qui donne, en faisant la différence,
/flAd)\B = /f‘Ad)\A.

Corrigé 65 (Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues)
Soit f € C([0, 1], R). Montrer que f € L£&([0,1], B([0,1]), \) et que

/fd)\/ol f(x)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de “I’intégrale des fonctions continues"” vue au Chapitre 1). On
rappelle que 1’on note (un peu abusivement...) par A la restriction a B([0, 1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notée \...) sur B(R).

corrigé
Soit g : [0,1] — R une fonction en escalier. Il existe donc p € N*, une famille (c;);cqo,... p}» avec : g = 0,
a; < ay1,pourtouti € {0,...,p — 1}, o, = 1, et une famille (a;);eqo,... p—13 C R tels que :

g9(x) = a;, YV €lay, a1, Vi€ {0,...,p—1}.

On sait que
1

/U g(x)dx = Za,;(ozi_,_l — ;).

i=0
D’autre part, cette fonction g est mesurable (c’est-a-dire g € M([0, 1], B([0, 1])) car, pour tout C C R, g~1(C)
est une réunion (finie) d’intervalles du type ], ;1] & laquelle on ajoute éventuellement certains des points «;.
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On a donc g~ 1(C) € B([0,1]). On a bien montré que g € M([0, 1], B([0, 1])). Enfin, comme les singletons sont
de mesure nulle, on a |g| = f;ol lai| e, .y [ P-P-» €t donc

p—1
/|9|d/\ = Z |a| (i1 — o) < oo
i=0

Donc, g € £4([0,1], B([0,1]), \). Finalement, puisque g = f;ol a;iljq,

i1 P-P-sONa aussi

p—1

/gd)\ = ai(oigr — ).

i=0
On a donc montré que g € L£5([0, 1], B([0, 1]), A) et

1
/gd)\z/ g(z)dz. (15.3)
0

Soit maintenant f € C([0,1],R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce que, par exemple, les
ouverts de [0, 1] engendre B([0,1]) et que I"image réciproque, par f, d’un ouvert de [0,1] est un ouvert de
[0, 1], donc un élément de B([0, 1])). Puis, on remarque que f € L£}([0,1], B([0,1],A) car [|f]d\ < ||f|l. =
maxgeo,1] | f ()| < oc.

On compare maintenant | fd\ et fol f(z)dx.

11 existe une suite de fonctions en escalier, (f5,)nens, t.q. fr, — f uniformément sur [0, 1], ¢’est-a-dire || f,, — f ||, —
0, quand n — oc.

La définition de I’intégrale des fonctions continues donne fol fn(z)de — fol f(z)dz quand n — oc.

D’autre part, onaaussi [ f,d\ — [ fdX, quandn — oo, car| [ fodA—[ fd\| < [|fu—FldN < || fn—=Fllu = O,
quand n — oco. En passant a la limite quand n — oo dans (15.3) avec f,, au lieu de g, on obtient bien

/fd)\z/olf(x)dx.

Corrigé 66 (Fonctions continues et fonctions intégrables)
Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0, 1], R) c £L([0, 1], B([0, 1]), m).

corrigé
Soit f € C([0,1],R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, I’ensemble f~1(0) = {z € [0,1], f(x) € O} est une ouvert de
[0,1] et donc f~1(O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant la tribu borélienne de R, on en déduit que f est
mesurable de [0, 1] (muni de sa tribu borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que f est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le compact [0, 1], elle est bornée.
Il existe donc M € R t.q. |f| < M sur [0, 1]. On a donc, par monotonie de I’intégrale sur M :

/Ifldm < Mm([0,1]) < co.

Onadonc f € £([0,1], B([0,1]), m).
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Corrigé 67 (f positive intégrable implique f finie p.p.)

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Montrer que si / fdm < 400, alors f < +o0 p.p..

corrigé —
Soit A = f~1({o0}). Ona A € T car f est mesurable et {0} € B(R, ).
Pour tout n € N*, on a f > nl 4, donc, par monotonie de I’intégrale, f fdm > nm(A), ou encore

m(4) < - / fdm.

En passant a la limite quand n — 0o, on en déduit m(A) = 0. On a donc f < oo p.p. car f(x) < oo pour tout
x € A

Corrigé 68 (Une caractérisation de I’intégrabilité)

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, « une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose A,, = {z €
E |lu(z)| >n}et B, ={z € E,n < |u(z)] <n+1}.

1. Montrer que :

“+ o0 “+ o0
/|u|dm < 400 & Z nm(B,) < 400 & Zm(An) < +o0. (15.4)
n=0 n=0

corrigé

On remarque tout d’abord que B,,, A,, € T pour tout n € N et que :
D nlp, <ful <Y (n+1)lp,.
neN neN
On en déduit (en utilisant le théoréme de convergence monotone et la monotonie de 1’intégrale) que :

> nm(By) < /|u|dm <> (n+1)m(By). (15.5)

neN neN

Si [ |uldm < +o0,onadonc ", .ynm(By,) < co.

Réciproquement, si ) ynm(B,) < oo,onaaussi ) y(n+1)m(B,) <ococar) ym(B,) <m(E) <
oo (remarquer que B,, N By, = 0 si n # m). On déduit donc de (15.5) que [ |u|dm < +oc.

On a ainsi montré que :

+oo
/ luldm < 400 < an(Bn).
n=0

On peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B,, par C,, = {z € E,n < |u(z)| < n + 1}. On adonc
aussi :

+oo
/|u|dm < 400 & an(C’n). (15.6)
n=0
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Pour terminer la question, il suffit de montrer que :
an ) < o0 & Z ) < +o0. (15.7)

Pour montrer (15.7), on remarque que C,, = A,, \ A,,11 pour tout n € N et donc, comme A, ; C A, et que
m(Apt+1) <m(A,) <m(E) < oo:

m(Cyr) = m(An) — m(Ant1)-

On en déduit que, pour toutn € N,on a :

D pm(Cy) = pm(4,) =Y pm(Api)
p=0 p=

0 p=0
n n+1 n
=3 " pm(Ay) = S (- Um(A,) =Y m(A,) —nm(A,).
p=0 p=1 p=1
On a donc : . .
D o pm(Cy) <Y m(4,), (15.8)
p=0 p=1
et: .
me )+ nm(Anyr). (15.9)

I
A

p

Si 1 m(A,) < +oo, on déduit donc de (15.8) que 370 nm(C,) < +oo.

Réciproquement, si Z:zo nm(Cy,) < +o0. On a, par (15.6), [ |u|dm < oo et donc, comme nly,,, <
on a aussi nm(A,11) < [ |uldm < co. On déduit donc de (15.9) que Y7, m(A,) < oo. Comme m(Ag) <
m(E) < oo, on a bien finalement > >~ m(A,) < co.

On a bien montré (15.7), ce qui termine la question.

. Soit p €]1, +o00[, montrer que |u|” est une fonction mesurable et que :

+oo
/|u|pdm < 40 & an ) < +o0 & an 'm(A,) < 4. (15.10)
n=0

corrigé
La fonction |u|? est mesurable car composée d’une fonction mesurable et d’une fonction continue.

On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :

> P m( /|u|pdm <> (n+1)Pm(B,). (15.11)

neN neN

Si [ |u[Pdm < +o0,0onadonc Y, 1P m(By,) < co.
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Réciproquement, si Y, .y n? m(By) < oo, on a aussi y_~ (n + 1)’m(B,) < 307 2PnPm(B,) < oo et
m(By) < m(E) < oo.Onadonc Y~ (n+ 1)Pm(B,) < co. Ceci donne [ |u[Pdm < +oo par (15.11).

On a ainsi montré que :
+oo

/|u|pdm < 400 & Z n? m(B,) < 4o0.
n=0

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B,, par C,, = {x € E,n < |u(z)| <n+1}.0n
a donc aussi :

/\u|”dm < 400 & an ) < +o0. (15.12)

Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :

+oo
an’ ) <+oo e Y nPTlm(A,) < +oo. (15.13)
n=0

Pour montrer (15.13), on utilise, comme dans la question précédente que C,, = A,, \ A,41 pour tout n € N et

donc :
m(Cp) = m(A,) — m(Any1).

On en déduit que, pour toutn € N,

N N N
Z n? m(Cy) = Z n? m(Ay,) — Z n? m(An+1)
n=0 n=0 =0
N

N+1
= Z n’ m(A,) — Z (n—1)Pm(A4,)
n=0 n=1
N
=Y (" = (n—1)")m(4,) = N” m(Ax+1)
n=1
On a donc :
N N
> nPm(Cp) <3 (P = (n—1)P)m(Ay), (15.14)
n=0 n=1
et:
N
> (0P = (n—1)P) an’ )+ NP m(An41). (15.15)

nP — (n—1)P
np—1
nP — (n — 1)? < BnP~! pour tout n € N*.

Si 300 nP~lm(A,) < oo, on déduit alors de (15.14) que 3,720 nm(C,,) < +o0.

Pour conclure, on remarque que — p quand n — oo. I existe donc o, 3 > 0 t.q. anP~! <

Réciproquement, on suppose que >, >0 o’ m(Cp) < —+o0. On a alors, par (15.12), [ |u[Pdm < oo et donc,
comme N 14,,, < |ul, onaaussi N” m(An+1) < [|ulPdm < oo. On déduit alors de (15.15) que

Z nP~tm(A,) < co.
n=0
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On a bien montré (15.13), ce qui termine la question.

Corrigé 69 (Sur I’inégalité de Markov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m).

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, on aam({|f| > a}) < / | f] dm.

{If1>a}
corrigé

Comme |f| € M, la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été vue dans le cours (voir I'inégalité (4.8)).

Soit a > 0. On remarque que | f|1{|¢|>q} > al{jf|>q}- Par monotonie de I’intégrale, on en déduit :

em({lf)> ap) = [atygoaam < [t nsadn = [ ifiim

2. Montrer que pour tout a > 0, on am({|f| > a}) < (/ || dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

corrigé

Comme / |fldm < / | f]ldm, cette question découle immédiatement de ma précédente.
{If1>a}

3. Montrer que
lim am({|f| > a}) = 0. (15.16)
a— o0

corrigé
Soit (an)nen C R t.q. a, — oo, quand n — oo. On pose g, = |f|1{|¢|>a,}- Ona g, — 0 p.p. quand n — oo
et, pour tout n € N, |g,,| < |f] p.p.. Grace au théoréme de convergence dominée, on en déduit que | g, dm — 0
quand n — oo et donc, avec la question 1, a,m({|f| > a,}) — 0 quand n — oo.

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (15.16) dans les 2 cas suivants :

(E,T,m) = (R,B(R),A) et (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1]), A).

corrigé

Dans le cas (E,T,m) = (R, B(R), ), il suffit de prendre f = 1g.
Dans le cas (F, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A\), on peut prendre, par exemple, f définie par f(z) = m pour
x €]0, 1. La fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable. Pour a > 0, on a am({|f| > a}) = az, avec
T > 0tq. 24| In(22,)| = 2. Onaz, — 0 quand a — oo et donc am({|f| > a}) = az, = — 0 quand
a — o0.

1
[ In(2z4)|

Corrigé 70 (Sur f > 0 p.p.)

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :
1. f>0p.p.,

2. [, fdm > 0pourtout AeT.

corrigé
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— On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A € T, on a alors f14 > 0 p.p. et donc, par monotonie de I’intégrale
sur L' (proposition 4.4 page 83), [, fdm = [ fladm > 0.
En fait, pour étre tout a fait précis, la proposition 4.4 est énoncée avec ’hypotheése “f > ¢” et non seulement
“f > g p.p.". Toutefois il est clair que cette proposition est aussi vraie avec seulement “f > ¢ p.p.". Il suffit
de remarquer que, si f > g p.p., il existe B € T t.q. m(B) = 0et f > g sur B¢. On adonc flgc > glge.
Si f,g € L', la proposition 4.4 donne alors [ flgedm > [ glpedm. On en déduit [ fdm > [ gdm car
[ fdm = [ flgedmet [ gdm = [ g1pedm (voir la proposition 4.5 page 84).

— On suppose maintenant que [, f dm > 0 pour tout A € T Soit n € N*, on choisit A = A, = {f < —% =
{reE: f(x)< —%L}, de sorte que f1,, < —%1,4,1,- La monotonie de I'intégrale sur £! (proposition 4.4 page
83) donne alors

/flAndm < flm(An).
n

Comme [ f14,dm > 0 par hypothése, on a donc nécessairement m(A,) = 0.
Par o-sous additivité de mn, on en déduit que m({f < 0}) = m(Upen-{f < —=1}) =0, etdonc f > 0 p.p..

Corrigé 71
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L1(= L(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,35 > 0t.q. VA€ T, m(4) <6 = / | fldm < e. [Introduire f, = inf(|f],n)].
A

corrigé
On pose f,, = inf(|f|,n). Comme |f| — f, — 0 p.p. (et méme partout), quand n — oo, et que 0 < |f| — fr, <
|f| € L, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée 2 la suite (|f| — f,.)nen (ou la proposition
4.6). I donne que [ (| f| — f,)dm — 0 quand n — oc.

Soit e > 0, il existe donc n € Nt.q. [(|f| — fn)dm < e.Pour A € T, on a donc :

[ iflam < [ f1= fyim+ [ gudm < [(51= g)dm+ [ g

A A A A
<e+nm(A).
En prenant 6 = %, on en déduit :
AeT, m(A) §5:>/ |fldm < 2e.
A

NB : Au lieu d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (|f| — fn)nen, On peut aussi faire

cet question en appliquant le théoréme de convergence monotone a la suite ( f,,),en et en utilisant le fait que

fert.

2. Montrer que : Ve > 0,3C € T't.q. :
i) m(C) < +o0,

(ii) |fldm <e,
Cec

(iil) sup | f] < +oo,
c
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[Considérer C,, = {x € E;
(i), (ii) et (iii).]

< |f(x)| < n}, et montrer que pour n > ng ou ng est bien choisi, C,, vérifie

S|

corrigé

1
Pourn € N*,onpose C,, = {z € E; — <|f(z)] <n}.
n

Soitn € N*, ona|f| < nsur C, et Lm(C,) < [|f|dm < occ. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées si
on prend C = C,.

Soit ¢ > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir 7 de maniere avoir aussi (ii). Pour cela, on pose
gn = flce, de sorte que g, — 0 p.p. (et méme partout) et |g,,| < | f| p.p. (et méme partout), pour tout n € N*.
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée 2 la suite (g, )nen (ou la proposition 4.6). Il donne
que f |gn|dm — 0 quand n — co. I existe donc n € N* t.q. (ii) soit vérifiée. En prenant C = C,,, on a donc

(i), (i) et (iii).

Corrigé 72 (m—mesurabilité)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T t.q. m(A) = 0 et f une application de A° dans R. Montrer que :

il existe g mesurable de F dans R t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe (f,,)nen, suite de fonctions étagées,
t.q. fn — f p-p-, quand n — oc.

corrigé

— On suppose d’abord qu’il existe g mesurable de E dans R t.q. f = ¢ p.p.. Il existe donc B € T't.q. m(B) =0
et f = gsur B¢ (et B C A ie. AC B).

Comme g € M, la deuxieme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page 59) donne I’existence
d’une suite (fy,)nen C € t.q. fr(x) — g(x) pour tout z € E. On a donc aussi f,,(z) — f(z) pour tout x € B°.
Comme m(B) = 0, on a bien f,, — f p.p..

— On suppose maintenant qu’il existe (fn)neny C € t.q. frn = f p.p.. l existe donc B € T t.q. m(B) = 0
et fn(xz) — f(z) pour tout x € B¢ (on a donc aussi B¢ C A€). On pose g, = fr1lpe et on définit g par
g(z) = f(x)six € Bet g(x) = 0six € B. Avec ces choix de g, et g, on a (g, )nen € € et gn(z) — g(x)
pour tout & € E. On a donc, par la proposition 3.6, g € M. On a aussi f = ¢ p.p. car f = g sur B¢ et
m(B) = 0.

Corrigé 73 (Mesure complete, suite de I’exercice 2.32)

On reprend les notations de I’exercice 2.32 page 49. On note donc (E,T,m) le complété de I’espace mesuré
(E,T,m).

Montrer que £} (E,T,m) C L&(E,T,m). Soit f € LL(E,T,m), montrer qu’il existe g € L& (E, T, m) tq.
f=g9gpp etque/fdm:/gdm.

corrigé
1. On commence par montrer que L& (E, T, m) C L(E,T,m).

Comme T C T,ona M(E,T) C M(E,T), M{(E,T) C My (E,T),E(E,T) C £(E,T)etEL(E,T) C
EL(E,T). Puis, comme m = msur T, ona [ fdm = [ fdm pour tout f € E.(E,T).Si f € M (E,T),
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il existe une suite (f)neny C E4(E,T) t.q. fn T f quand n — oo, la définition de I’intégrale sur M, donne
alors :

/fdm = /fdm, pour tout f € M, (E,T). (15.17)

Soit f € LL(E, T, m),onadonc f € M(E,T) C M(E,T) et (15.17) donne [ |f|dm = [ |f|dm < cc.
Donc, f € L4(E,T,m). En appliquant (15.17) & f*, on montre aussi que [ fdm = [ fdm.
2. On va montrer la deuxieme partie de la question en raisonnant en 3 étapes :

(a) Soit C € T. Nl existe donc A € T, N € N;, t.q. C = AU N.llexiste B € T't.q. N C Betm(B) =0.0n
a{la #1¢} C N C B.Donc, {14 # 1¢} € Ny, = N, Cest-a-dire 14 = 1¢ m-p.p. et m-p.p.. En fait,
comme N, = Nz, il est identique de dire “m-p.p." et “m-p.p.", on dira donc simplement “p.p.".

(b) Soit f € E(E,T). Nexiste ay,...,a, € RetCy,...,Cr € Ttq. f =1, a;1c,. D’apres (a), on trouve
Ai,...,A, €Ttq. 14, = 1¢, p.p., pour tout i. On pose alors g = >, a;14,, de sorte que g € E(E,T) et
9= fpp-

(c) Soit f € LL(E,T,m). Comme f € M(E,T), il existe (d’apres la proposition 3.6) (fn)nen C E(E,T)
t.q. fn(z) — f(x) pour tout x € E. D’apres (b), pour tout n € N, il existe g, € E(E,T) t.q. fn = gn P-P--
Pour tout n € N, il existe A,, € T't.q. m(A,,) = 0et f,, = gp, sur AS. Onpose A = UpenA,.Ona A €T,
m(A) = 0et f,, = gn sur A, pour tout n € N. On définit alors g par g = f sur A°et g = O sur A. On a
g € M(E,T) car g est limite simple de (g,14<) € E(E,T) (cf. proposition 3.6) et f = g p.p. (car f = g sur
A©),

Comme | fl,|g| € M (E,T)et|f| = |g|p.-p..onaco > [|f|dm = [ |g|dm.Puis, comme |g| € M (E,T),
(15.17) donne [ |g|dm = [ |g|dm. On en déduit donc que g € Ly (E, T, m).

Enfin, en utilisant le fait que f* = g% p.p., f~ = g~ p.p. et (15.17) (avec g+ et g~) on a aussi :

/fdm:/f*dm—/f*dm:/g*dm—/g*dm
:/g*dm—/g’dm:/gdm.

On a bien trouvé g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p.et [ fdm = [ gdm.

Corrigé 74 (Petit lemme d’intégration)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M(E,T). (On rappelle que M(E,T) est ’ensemble des fonctions
mesurables de ' dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € L} (E, T, m). Montrer que

(A)wen T, m(An) =0 = /flAndm 0. (15.18)

corrigé
Comme f € L}(E, T, m), La question 1 de I’exercice 4.14 page 100 donne :
Ve>0,9n>0tq (AeT,m(A) <n)= [ fladm <e.
Ceci donne (15.18)...
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2. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A). Donner un exemple de f € M(E,T) t.q. f > 0 (de
sorte que f € M (E,T)), pour lequel (15.18) est faux.

corrigé
On prend f(x) = x1g, (z) et A, =|n,n + 1/n[. Onam(A,) — 0 (quand n — co) et [ fla,d\ > 1 pour
tout n € N. Done, [ fla,d\ 4 0.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < coetque f > 0 (c’estadire f(z) > 0 pour tout z € E). Montrer
que

(A)nen C T, /flAndm =0 = m(A,) — 0. (15.19)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, A, C {f < I%} U{z € Ap; f(z) > %}

corrigé
Ona{f < 5} C{f <3} Mpen-{f < 3} =0etm({f < ;}) < oo, pour tout p € N* (car m(E) < o0).

p+1
La propriété de continuité décroissante de la mesure m donne alors que m({f < %}) — 0 quand p — oco.

Soit e > 0. Il existe donc p € N* t.q. m({f < %}) <e.Onaalors m(A,) <e+m{z € A,; f(z) > %}) <

e+pf fla,dm. Comme [ fl4, dm — 0, il existe donc ng t.q. m(A4,) < 2e pour n > ng. Ce qui prouve
(15.19).

4. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), \) (de sorte que m(E) = co). Montrer que si f € L}(E,
T, m) et f > 0, alors (15.19) est faux. Donner un exemple de f € L4 (E, T, m) t.q. f > 0.

corrigé

On prend A,, =|n,n + 1[. En appliquant la proposition 4.6 page 85 (ou le théoreme de convergence dominée) a
la suite (f14, )nen, on obtient que [ f14,dX — 0 (quand n — 00). D’autre part A(4,,) = 1 / 0. La propriété
(4.35) est donc fausse.

On obtient un exemple de f € L (R, B(R), \) t.q. f > 0 en prenant f(z) = exp(—|z|).

Corrigé 75 (Fatou sans positivité)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (fn)nen C LE(E, T, m), f € Li(E, T, m)eth € M(E,T).(On rappelle
que M(E,T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — oo, f,, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il existe C' € R t.q.
J fndm < C pour tout n € N.

(a) Montrer qu’il existe (gn)nen C L& (E, T, m)etg € LL(E, T, m) t.q.

— fn = gn p-p-,pourtoutn € N, f = g p.p.,
- gn(x) = h(z), quand n — oo, pour tout x € E,
— gn > g pour toutn € N.

corrigé
Soit A € T't.q. m(A) = 0et f,(z) — h(x) pour tout x € A°.
Pour tout n € N, soit 4,, € T t.q. m(A,) = 0et f,(z) > f(x) pour tout x € (A4,)°.
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On pose B = AU (Upen4,).Ona B € T, m(B) = 0, f,(x) — h(z) pour tout x € B¢ et f,(z) > f(x)
pour tout x € B€.

Onpose,pourn € N, g, = f,lpe+hlpetg = flge+hlp.Onabien (g,)nen C L(E,T,m), g € LL(E,
T, m) et les 3 conditions demandées sont vérifiées.

(b) Montrer que h € L& (E, T, m).

corrigé
On applique le lemme de Fatou a la suite (¢, — g)neny C M (noter aussi que (b — g) € M).
On obtient [(h — g)dm < liminf, . [(g, — g)dm < C — [ gdm < cc.
On en déduit que (h — g) € LL(E, T, m)etdonch=h—g+g € LL(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypothéses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour toutn € N"
que I’on remplace par I’hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. [ f,dm > D pour tout n € N". Donner un
exemple pour lequel h ¢ L4 (E, T, m). [Prendre (E,T,m) = (R, B(R), \).]

corrigé
On prend f,, = 11 /nnt1/n) — n°Ljo1/mi et h =1p,.Ona f, — hpp., [ fudm =0eth ¢ LL(E, T, m).

Corrigé 76
Soient T > O et f € £ = £1([0, 7], B([0,T]), \) () désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0, 7).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction z — e™* f(z) appartient a £1.

corrigé
La fonction = — €™ est continue donc mesurable (de [0, 1] dans R, tous deux munis de la tribu borélienne). La
fonction x — €™* f(x) est donc mesurable comme produit de fonctions mesurables.

On remarque ensuite que [ [e"* f(z)|dA\(z) < €| f|l1 < oo. On en déduit que la fonction z — €™ f(z)
appartient 3 £

On suppose, dans la suite de ’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € Ry t.q. que [ e"* f(x) d\(z) < M
pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoreme de convergence monotone.]
corrigé
Onpose A={f>0}={z€FE; f(x) >0}et B= A\ {0}. Comme f est mesurable, ona A, B € B([0, 1]).
Pour n € N, on pose g, (x) = ¢™*|f(x)| pour z € [0,1]. Ona g, € My etg, T g avec g définie par :

g(x) =00, siz € B,

g(x) =0, siz€]0,1]\ B,

9(0) = [£(0)].
Le théoreme de convergence monotone donne que g € My et [ g,dm — [ gdm quand n — oo. Comme
gn =€" fp.p.,ona [ godm = [ €™ f(x)d\(xz) < M etdonc, en passant a limite quand n — oo, [ gdm < M.

On a aussi h,, T g avec hy, = nlp + [f(0)|110}. La définition de Iintégrale sur M donne alors [ gdm =
lim,, o0 RA(B) et donc [ gdm = oo si A(B) > 0. Comme [ gdm < M, on a donc A(B) = 0 et donc aussi
A(A) = 0. Ce qui donne f = 0 p.p..
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3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(z) = 0 pour tout = € [0, 7).
corrigé
On pose toujours A = {f > 0} = {z € E; f(x) > 0}. Comme f est continue, I’ensemble A est un ouvert de
[0,1]. Si A # (), il existe un intervalle ouvert non vide inclus dans A et donc A(A) > 0 en contradiction avec le
résultat de la question précédente qui donne A(A4) = 0. On a donc A = (), c’est-a-dire f = 0 sur tout [0, 1].

15.2 Espace L!

Corrigé 77 (Mesure de densité)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = [, fdm.
1. Montrer que y est une mesure sur 7.
corrigé
On rappelle que, par définition, pour tout A € T, ona [, fdm = [ fladm avec f14 = 0sur Aet fly = f
sur A (on abien f14 € M etdonc [ 4 Jdm est bien définie).

On montre maintenant que p est une mesure.

Il est clair que () = O car f14 = 0 (sur tout F) si A = (). Pour montrer que x4 est un mesure, il reste & montrer
que p est o-additive.

Soit (Ap)ney C T t.q. Ay, N A, = 0sin # m.Onpose A = UpenAy, et on remarque que 14(x) =
> nen 1a, () pour tout x € Eetdonc fla(x) = ) -y fla, (z) pour tout z € E. Le premier corollaire du
théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors

/flAdm:%/flAndm>

c’est-a-dire u(A) = >,y 1(An). Ceci prouve que p est o-additive et donc que 1 est une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € LL(E, T, u) si et seulement si fg € LL(FE,T,m) (on pose fg(x) = 0 si
f(z) = 0o et g(z) = 0). Montrer que, pour g € Li (E, T, p), [ gdp = [ fgdm.
corrigé

On raisonne en 3 étapes :

(a) Soit g € &1 \ {0}. I existe donc ay,...,a, € Ry et Ay,..., A, € Ttq. g =>." a;l4,.Onaalors (en
posant fg(z) = 0si f(z) =coetg(z) =0) fg=> "1, aifla, € My et:

/fgdmZgai/flmdngam(z‘li) z/gdu.

(Ce qui, bien sir, est aussi vrai pour g = 0.)

(b) Soit g € M. 1l existe alors (g )nen C &4 t.q. g, T g. Litem précédent donne que [ fg,dm = [ g,dp.
Avec le théoréme de convergence monotone (pour (4 et pour m, puisque fg,, T fg en posant toujours fg(x) =
0si f(z) = oo et g(x) = 0), on en déduit que fg € M et:

/fgdm:/gdu. (15.20)
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(c) Soit maintenant g € M. En appliquant (15.20) a

gl e Mi,ona:

/Ifg\dm:/flg\dm:/lgldu,

fg € Ly(E,T,m) < g € Ly(E,T, ).

et donc :

En fait, on peut ne pas avoir fg € L(E, T, m) car fg peut prendre les valeurs -oco. L’assertion “fg €
Ly (E, T, m)" est a prendre, comme d’habitude, au sens “il existe h € L(E, T, m) t.q. fg = h p.p.". Ceci
est vérifié car si [ |fg|ldm < oo, ona |fg| < oo p.p.. Il suffit alors de changer fg sur un ensemble de mesure
nulle pour avoir une fonction mesurable prenant ses valeurs dans R.

Sig € LL(E, T, pn), en écrivant (15.20) avec g* et g~ (qui sont bien des éléments de M) et en faisant la
différence on obtient bien que [ fgdm = [ gdp.

Corrigé 78

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' I’espace L} (E, T, m). Soit (f,)neny C L' et f € L. On suppose
que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f,, = f p.p. et que [ fr,dm — [ fdm lorsque n — -+oco. Montrer que
fn — f dans L', [on pourra examiner la suite (f — f,)F.]

corrigé
On pose hy, = (f — fn)T. Onadonc (hy)nen C Li(E, T, m) et hy, — 0 p.p.. De plus, comme f,, > 0 p.p., on a
0 < h, < f1 p.p.. Eneffet, soit x € E t.q. hy,(z) # 0. On a alors, si f,,(z) > 0 (ce qui est vrai pour presque tout
2),0 < hp(z) = f(z) — fu(z) < f2) = f*(2).
Comme f+ € L (E, T, m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a cette suite (A, )nen, il donne
que h, = 0 quand n — oo, c’est-a-dire
/(f — fn)Tdm — 0, quand n — oo. (15.21)

On remarque ensuite que
[t =ty = [ (¢~ fayram— [(s  fuydm,
et donc, comme [ f,dm — [ fdm lorsque n — +o0,
/(f — fn)"dm — 0, quand n — oo. (15.22)

De (15.21) et (15.22), on déduit
/|f — fuldm — 0, quand n — oo,

c’est-a-dire f,, — f dans L} (E, T, m), quand n — oo.

Corrigé 79 (Théoréme de Beppo-Lévi)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L' (= LY (E,T,m))et f: E — R, tq.:
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() fn — f p.p. lorsque n — +o0.

(i) La suite ( f,,)nen est monotone, ¢’est-a-dire :
frns1 > fn p-p- pourtoutn € N,
ou
frns1 < fn p-p., pour tout n € N.

1. Construire (gn)neny C LY(= LE(E, T, m)) etg € M t.q. fo = gn P-P-» f = g p-P-» gn(x) — g(x) pour tout
r € FE,etgyy1 > g, pourtout n € N (ou g,41 < g, pour tout n € N).

corrigé

Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que 1’on note encore f;,.
L’hypothese (i) donne qu’il existe A € T't.q. m(A) = 0et f,(x) — f(x) pour tout x € A°.

L’hypothese (ii) donne que la suite ( f,,),cnest monotone. On suppose que cette suite est monotone croissante
(le cas “monotone décroissante" est similaire). Il existe alors, pour tout n € N, A, € T t.q. m(4,) = O et

fn+1 Z fn sur A%

On pose B = AU (UpenAy). Onadone B € T et m(B) = 0. Puis on pose g, = f, 15 et on définit g par
g(z) = f(x)siz € Betg(z) = 0siz € B.Onabien f = g p.p., (gn)nen C LE(E, T,m)), fr = gn
p.p- €t gnt1 > gn (pour tout n € N). Enfin g,,(x) — g(z) pour tout z € F, et g € M car g est limite simple
d’éléments de M (voir la proposition 3.5 sur la stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n € N, f,, et g,, sont deux répresentants du méme élément de L (E, T, m) et
f fndm = fgndm.

2. Montrer que f € L' & lim /fndm € R.
n—-+4oo

corrigé
On reprend la suite (g, )nen et la fonction g construites a la question précédente et on distingue maintenant les
2 cas de ’hypothese (ii).
Cas 1 : La suite (g, )nen est supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, — go) T (9 — go) quand n — oo et, comme (g, — go) € M. pour tout n € N, on peut
utiliser le théoréme de convergence monotone dans M (théoréme 4.1). Il donne ((g — go) € M et)

/(gn — go)dm — /(g — go)dm quand n — co. (15.23)

On sait déja que (g — go) € Metque [|g—goldm = [(g— go)dm car (g — go) € M. la propiétée (15.23)
donne alors que (g—go) € LE(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) ([ (g, —go)dm)nen
est dans R (c’est-a-dire différente de co).

Comme g,,, go € Lx(E, T, m),ona [(g, — go)dm = [ g,dm — [ godm et donc (g — go) € Ly (E, T, m)
si et seulement si la limite de la suite (croissante) ( f gndm),en est dans R.

Enfin, comme g = (g — go) + go et que go € L{(E, T, m), ona g € LL(E, T, m) si et seulement
(9 — go) € LL(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € L1 (E, T, m) si et seulement la limite de la
suite (croissante) ([ gndm) ey est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour tout n € Net f = g p.p.. Plus précisement :
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Cas2:

— Si la limite de la suite (croissante) ([ f,dm),en est dans R, on obtient que g € L) et donc que f €
Ly(E,T,m) au sens “il existe g € LL(E, T, m) tq. f = g p.p." (on confond donc f et la classe de g,
c’est-a-dire {h € LL(E, T, m); h = g p.p.}).

— Réciproquement, si f € Li (E, T, m), cela signifie qu’il existe h € L (E, T, m) t.q. f = h p.p. (on a donc
confondu f et la classe de k). Comme f = g p.p., on a aussi h = g p.p.. Comme g € M, on obtient donc
que g € LL(E, T, m) etdonc (g — go) € LL(E, T, m) ce qui donne, par (15.23), que la limite de la suite
(croissante) (f fndm)pen est dans R.

La suite (g, )nen est supposée monotone décroissante.

La démonstration est trés voisine de la précécende. On remarque que (go — ) T (9o — ¢) quand n — oo et,
comme (go — gn) € M pour tout n € N, on peut utiliser le théoréme de convergence monotone dans M,
(théoreme 4.1). Il donne ((gg — g) € M et)

/(go — gn)dm — /(go — g)dm quand n — oo. (15.24)

On sait déja que (g —go) € Metque [ |g—goldm = [(go— g)dm car (go — g) € M. La propriété (15.24)
donne alors que (g—go) € LE(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) ([ (go— gy )dm)nen
est dans R (c’est-a-dire différente de oco).

Comme gy, go € LL(E, T, m),ona [(go—gn)dm = [ godm — [ gndm etdonc (g—go) € LL(E, T, m) si
et seulement si la limite de la suite (décroissante) ( f gndm)pen est dans R (c’est-a-dire différente de —oco).

Enfin, comme g = (g — go) + go et que go € L&(E, T, m),ona g € LL(E, T, m) si et seulement
(9 — g0) € LL(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € LL(E, T, m) si et seulement la limite de la
suite (décroissante) ( [ g,dm)n,ecn est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour toutn € Net f = g p.p., comme dans le premier cas.

3. On suppose ici que f € L', montrer que f, — f dans L', lorsque n — +o0.

corrigé

On utilise toujours la suite (g, )nen et 1a fonction g construites a la premiére question.

Comme f € LL(E,T,m)onag € LL(E, T, m) et la propriété (15.23) (ou la propriété (15.24)) donne
[ gndm — [ gdm quand n — oo et donc

/|gn — g|dm — 0 quand n — oc.

(On a utilisé ici le fait que (g, — g) a un signe constant et que g € L&(E, T, m).)

Comme || f,, — flli = [ |gn — g|dm, on en déduit que f,, — f dans L (E, T, m), quand n — oo.

Corrigé 80 (Préliminaire pour le théoreme de Vitali)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L' (= L (E, T, m)).

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q. :

AeT, m(A)§5=>/\f|dm§5.
A
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[Choisir un représentant de f et introduire f, = inf(|f],n)].

corrigé
En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la question 1 de I’exsercice 4.14.

2. Soit ¢ > 0, montrer qu’il existe C' € T t.q. m(C) < +oo et / | fldm < e. [Choisir un représentant de f et
CC

1
considérer C,, = {x € E; -~ < | f(=)[}.]

corrigé
On choisit un représentant de f, encore noté f et pose, pour tout n € N*, C,, = {|f| > 1}.
Comme |f| > L1¢, , on a, par monotonie de I'intégrale, m(C,,) < nl|f||1 < oo pour toutn € N*.
On pose maintenant g, = |f|1c:. On remarque que g, (x) — 0 pour tout x € E et que |g,| < |f|. On peut

donc appliquer le théoréme de convergence dominée 2 la suite (g, )nen (ou la proposition préliminaire 4.6). 11
donne que f gndm — 0 quand n — oo.

Soit e > 0, il existe donc ng € N* t.q. [ godm < e. On prend alors C' = C,,,, on a bien m(C) < +oo et
Joe Ifldm < e.

Corrigé 81 (Théoreéme de Vitali)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L'(= L (E,T,m)) et f : E — Rtq. f, = f p-p-.

1. On suppose m(E) < +oco. Montrer que : f € L' et f, — f dans L! lorsque n — o0 si et seulement si
(fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pour toute > 0,ilexiste d t.q. (A € T,n € N,m(4) < § = fA | frldm < e).
[Pour montrer le sens =, utiliser la question I de I’exercice 4.29. Pour le sens <=, remarquer que |[ | f,— f|dm =
Jalfn = fldm + [ . |fn — fldm, utiliser le théoreme d’Egorov et le lemme de Fatou...]

corrigé
Sens(=>) Soit € > 0. D’apres I’exercice 4.29 (premiére question), il existe, pour tout n € N, §,, > 0t.q. :

AET, m(A) gan;»/ \fuldm < e. (15.25)
A

On ne peut pas déduire de (15.25) 1’équi-intégrabilité de (f,,)nen car on peut avoir min, ey 6, = 0.

Comme f € L', il existe aussi § > 0 t.q. :
AET, m(A) §6:>/ \fldm < e. (15.26)
A

On va déduire 1’équi-intégrabilité de la suite (f,,),cn en utilisant (15.25) et (15.26).
Soit A€ T,ona:

[ Atdm < [ 1= flam-+ [ (flam < [ 1f, = flam+ [ |flam. (15.27)

Comme f,, — f dans L! quand n — oo, il existe ng € N t.q. ||f, — f||17§ esin > ng. Pour n > ng et
m(A) <4, (15.27) et (15.26) donne donc [, | f|dm < 2¢. On choisit alors § = min{dy, ..., dn,,d} > Oeton
obtient, avec aussi (15.25) (pour tout n < ng) :

neN,AeT, m(A) §3:>/ | frldm < 2¢.
A
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Ce qui donne 1’équi-intégrabilité de la suite (f,,)nen-

Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et ||f,, — f|[1 — 0 quand n — oco.

Soit £ > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,,),cn donne ’existence de § > 0 t.q. :
neN,AeT, m(A)ﬁS:/ | frldm < 2e. (15.28)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,, encore noté f,,. Comme f, — f p.p., il existe
BeTtq. m(B)=0etf, — fsur B°. Enremplacant f par f1z (ce qui ne change f que sur un ensemble
de mesure nulle, donc ne change pas les hypotheses du théoréme), on a alors f € M car f est limite simple
de la suite (f,1pe)neny C M (noter que f est bien a valeurs dans R). Comme m(E) < oo, on peut utiliser le
théoreme d’Egorov (théoreme 3.2), il donne I’existence de A € T't.q. f,, — f uniformément sur A€, c’est-a-dire
SUPgeac |fn(z) — f(x)| = 0 quand n — co. On a donc aussi, pour ce choix de A,

/ |frn = fldm < m(E) sup |fn(z) — f(z)] = 0, quand n — co.
c TEA°

I existe donc ng(e) € Ntq. [, |fn — fldm < e pour tout n > ng(e). Avec (15.28), on en déduit, pour tout
n > ng(e):

1= flam < [ A= slm+ [ Apilame+ [ (flam <26 [ (7idm.

Pour majorer le dernier terme de ’inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou sur la suite (| f,|14)nen
(qui est bien dans M ). Comme liminf,, o | fn|la = |f|14, il donne avec (15.28),

/|f|dm§liminf/|fn|1A§5.
A n— oo

On a donc, finalement,
n > no(e) :/|fn—f|dm§35. (15.29)

En choissisant n = ng(1), on déduit de (15.29) que f, — f € L etdonc que f = (f — f,) + fn € L. Cette
appartenance étant, comme d’habitude a prendre au sens “il existe g € £ t.q. f = ¢ p.p." (en fait, ici, comme
nous avons remplacé f par f1g. ci dessus, on améme f € LY).

Puis, (15.29) étant vraie pour tout £ > 0, on a bien montré que || f,, — f|l1 — 0 quand n — oo.

. On suppose maintenant m(E) = -+oco. Montrer que : f € L' et f,, — f dans L' lorsque n — +oo0 si et
seulement si (f,,)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +oo et [, |fn|dm < e pour
tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser ’exercice 4.29. Pour le sens <, utiliser ’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

corrigé

Sens (=)
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(a) L’hypothése m(E) < oo n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme démonstration donne donc ici
I’équi-intégrabilité de la suite (fy,)nen

(b) On utilise maintenant la deuxieme question de I’exercice 4.29.

Soit & > 0. Pour tout n € N, il existe C,, € T t.q. m(Cy,) < o< et [, fudm < e. Comme f € L', il existe

aussi D € T t.q. m(D) < coet [, fdm < e. Enfin, comme f,, — f dans L' quand n — oo, il existe ng
t.q. || fn — fll1 < € pour tout n > ng.

On choisit maintenant C' = D U (U}, C,,), de sorte que m(C) < m(D) + > 1% m(C,) < oo, C¢ C D° et
C*° C C¢ sin < ngp. Ce choix de C' nous donne, pour tout . > ng,

/CL.‘fnldmS/Dcmdm"‘/\fn—f\dmg%,

e c

c
n

et, pour tout n < ny,

On a donc m(C) < o< et [, | fnldm < 2e pour tout n € N.

Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et || f, — f|1 — 0 quand n — oc.

Soit £ > 0. La deuxieme hypothése donne I’existence de C' € T' t.q. m(C) < oo et
/ | fn|dm < e pour tout n € N. (15.30)
Cc

Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement f sur un ensemble de
mesure nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f,|lcc)nen € My, on déduit de
(15.30) que

/ \fldm < e. (1531)

La premiére hypothese (c’est-a-dire I’équi-intégrabilité de la suite ( f,,)nen) donne Iexistence de 6 > 0 t.q.

neN, AeT, m(A)§6:>/ | frldm < e. (15.32)
A

On peut maintenant utiliser le théoréme d’Egorov sur la suite ( fn| - )nen (qui converge p.p. vers f|.,) dans
I’espace mesurable (C,T¢) ot T est la tribu {B € T'; B C C}. 1l donne I’existence de A C C, A € T\ t.q.
m(A) < det f,, — f uniformément sur A° N C. On en déduit que

/ |fn — fldm <m(C) sup |fn(z)— f(x)] — 0quand n — co.
AenC TEACNC

1l existe donc ng t.q.

n>ng= |fn — fldm <e. (15.33)
AenC
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Enfin, en appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f,,|14)neny € M, on déduit de (15.32) que
/ [fldm < e. (15.34)
A

11 suffit maintenant de remarquer que

Jit=tiam< [ (g = flame+ [ Afolam+ [ \fidm

—|—/ |fn|dm—|—/ | fldm,
ce ce
pour déduire de (15.33), (15.32), (15.34), (15.30) et (15.31) que

nZnoé/\fn—f\dmg&s.

On conclut comme 2 la question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre que f € L' puis, comme
€ > 0 est arbitraire, on montre que f,, — f dans L' quand n — oo.

3. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence du théo-
réme de Vitali.

corrigé
Soient (f,)neny C LY et F € L' t.q. |fn| < F p.p., pour tout n € N.
En utilisant I’exercice 4.29 sur F’, on montre facilement 1’équi-intégrabilité de la suite ( f,, ), et 1’existence, pour
toute > 0,de C € Tt.q. m(C) < ooet [ |fn|dm < e pour toutn € N (noter que si m(E) < oo cette propriété
est immédiate en prenant C' = E). Il est alors facile de montrer le théoréeme de convergence dominée a partir du
théoreme de Vitali.

Corrigé 82 (Théoréme de ‘“Vitali-moyenne'')
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' = LL(E, T, m). Soit (fn)nen C L' et f € M(E,T).

1. On suppose que m(E) < oo. On se propose ici de montrer que “f € L et || f, — f||1 — 0 quand n — co" si et
seulement si on a les deux propritées suivantes :
pl. f. — f en mesure, quand n — oo,
p2. La suite (f,,)nen est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L' implique p1 et p2).
corrigé

On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soit 77 > 0. On a alors :

m({|fn — flZn}) < %/|fnff|dmﬁ(), quand n — oo.

Ce qui donne que f, — f en mesure, quand n — oc.

Pour montrer I’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour tout A € T, on a :

[ Atalam < [18, = flam+ [ \fidm.
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Soit ¢ > 0. Comme f € £, il existe (voir la proposition 4.9) § > 0 t.q.
m(A) §5:>/ [fldm < e.
A
Comme || f, — f|l1 — 0, quand n — oo, il existe ng t.q.

nznoé/\fn—f\dmga

On en déduit :
(n>ngetm(A) <) = / | frldm < 2e.
A

Puis, pour tout n € N, il existe (voir la proposition 4.9) ,, > 0 t.q.
m(A) <6, = /A | fnldm < e.
En posant 6 = min{§, 5, . .., 5, } on a donc, avec (15.35) et (15.36) :
(n € Netm(A) <6) = /A | frnldm < 2e.

Ce qui montre 1’équi-intégrabilité de ( f,,)nen-

(15.35)

(15.36)

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f,, — f en mesure, quand n — oo, et que (f,)nen

est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 6 > O etn > 0,il existen € Nt.q. : p,¢ > n = m({{|fp — fq| > n} < 6.

corrigé

On remarque que, pour tout p,q € N et tout x € FE,

fo — fl(x) < §et|fy — fl(x) < 3 implique

|fo — fql(x) <m.Onadonc {|f, — fol > n} C{lfp — fI = 2}U{|fp — fI > 3}. Ce qui donne :

m({lfy = fal = n}) < m{lfo = £ = T+ {1fs = F1 = 3.

Comme f,, — f en mesure, il existe n € N t.q. :

9

0
pzn=m{lf,— fl2 30 <3

on en déduit :
p,q >n=m({|f, — fo| =n}) <o.

ii. Montrer que la suite (f,,),en est de Cauchy dans L*.
corrigé

Soitp,q € Netnp > 0,ona:

nn—nm=/ mMm+/ (foldm + gm(E).
{fp_fq‘ZU} {|fp_fq|277}
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Soit ¢ > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (f,,)nen, il existe § > 0 t.q.

(AeT, m(A) <detneN) = / |fnl <e. (15.38)
A

On commence a choisir > 0 t.q. nm(E) < e. Puis, la question précédente donne I’existence de n t.q.
m{|fp — fql = n}) <0 sip, ¢ > n.Onadonc, par (15.38) :

/ |fp|§€et/ |fql <esip,qg>n.
{‘fp_fq‘z"l} {‘fp_fq‘z"l}
Finalement, (15.37) donne :

P, q>n=|fp— folli < 3e.

La suite (f,,)nen est donc de Cauchy dans L.

iii. Montrer que f € L' et que ||f,, — f]l1 — 0 quand n — oo.
corrigé

Comme L' est complet, il existe g € L' t.q. f, — g dans L', quand n — oc. On peut supposer g € £}
(en confondant g avec I’'un de ses représentants). La question (a) donne alors que f,, — ¢ en mesure, quand
n — oco. Comme f,, — f en mesure, on a donc nécessairement f = g p.p.. ce qui donne bien f € £! et
[ fo = flli = |lfn — gllt — 0, quand n — cc.

2. On ne suppose plus que m(E) < oo. Montrer que “f € L1 et || f,, — f|l1 — 0 quand n — oo si et seulement si
on a les propriétés suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,
p2. la suite (f,,)nen est équi-intégrable,

p3. pour tout € > 0, il existe A € T't.q. m(A) < oo et, pour tout n € N, fAC | fnldm < e.
corrigé

Etape 1 On montre tout d’abord le sens direct.

Les propriétés pl et p2 ont déja été démontrées dans la question 1-(a) (car ’hypothése m(E) < oo n’avait pas
été utilisée).

Pour démontrer la propriété p3, on utilise la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0. pour tout n € N, Il existe
B, €Ttq. m(B,) < coet

/ |fnldm < e. (15.39)
Be

n

1l existe aussi B € T t.q. m(B) < oo et
/ |f|dm <. (15.40)
BC

[ Atalam < [ 15, = idm+ [ ifiam,

on obtient, en utilisant le fait que || f,, — f||1 — 0, quand n — oo, et (15.40), I’existence de ng t.q.

En remarquant que

n>mng= | frldm < 2¢.
BC
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En prenant A = B U (U2, B,,), on obtient alors (avec (15.39)) m(A4) < oo et :

nEN:/ [ frldm < 2e.
Ac

Etape 2 On montre maintenant la réciproque.
On reprend la méme méthode que dans le cas m(E) < oo.

On remarque tout d’abord que pour tout § > Oetn > 0,ilexisten € Nt.q.:p,q¢ > n = m{|fo—f4] > n} <4.
La démonstration est la méme que précédemment (I’hypothése m(E) < oo n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite (f,,),en est de Cauchy dans L*. Soit p,q € N, A € T ety > 0,ona:

1o — foll < /A (ol + |fo)ldm + /{lf o Ul Ldm 4 m() (15.41)
¢ p—JalZM

Soit £ > 0. D’apres 1’équi-intégrabilité de (f,, )nen, il existe § > 0 t.q.
(BeT, m(B)géetneN);»/B|fn| <e (15.42)
D’aprés la propriété p3, il existe A € T t.q. m(A) < co et
neN:/A | frldm < e. (15.43)

On commence a choisir n > 0 t.q. nm(A4) < e. Maintenant que § et 7 sont fixés, il existe n € N t.q. m({|f, —

fal Zn}) < dsip,qg = n.Onadonc, par (1542), [ .o |fpl Sceet [ip oo 1fol < esipg>n.
Avec (15.41) et (15.43), on obtient alors :

p,qg=n= ”fp - qul < Se.

La suite (f,,)nen est donc de Cauchy dans L*.

On conclut, comme dans le cas m(E) < oo, que f € L et || f, — f|l1 — 0, quand n — oo (car I’hypothese
m(E) < oo n’avait pas été utilisée pour cette partie).

Corrigé 83 (Continuité de p — | - ||,,)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T).
1
1. Pour p € [1, 4o0[, onpose | f|, = (/ \f|pdm> " (noter que | f|P € M, )etonditque f € LPsi||f|, < +o0.
Onpose I = {p € [1,4o0[, f € LP}.
(a) Soient p; et po € [1,400[, et p € [p1, p2]. Montrer que si f € LPL N LP2, alors f € LP. En déduire que I est

un intervalle. [On pourra introduire A = {x; | f(z)| < 1}.]

corrigé

Soit & € R*%. On remarque que o < aP?si 1 < aeta? < aP' sia < 1. On en déduit que |f|P <
|f[P* + | f|P2 (en fait, on a |f[P < |f|P* sur A = {|f| < 1} et |f|P < |f[P? sur A°) et donc que f € LP si
feLrrnLp,

359



On suppose que I # (. Onpose a = inf I etb =supl.Onadonc 1 < a < b < ooet! C [a,b]. On montre
maintenant que ]a, b[C I (ce qui donne que I est bien un intervalle dont les bornes sont a et b).

Soit p €]a, b[. La défintion de a et b permet d’affirmer qu’il existe p; € I t.q. p1 < p et qu’il existe p € [
t.q. p2 > p.Onadonc f € L£P* N LP2 et p €]py, p2[, d’olt I'on déduit que p € I. on a donc bien monté que
Ja, b[C I et donc que T est un intervalle.

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans I. On prend pour cela :
(E,T,m) = ([2,+00[, B([2,00[), A) (X est ici la restriction a [2, oo[ de la mesure de Lebesgue sur B(R)).
Calculer I dans les deux cas suivants :

i f(z)= %,m € [2,+o0].

corrigé

i f(z) = L,z € [2,400[. Soit 1 < p < oo. Pour savoir si f € L£P ou non, on utilise le théoréme de

ii

convergence monotone et I’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de R.

Pour n € N, on pose f, = [f[P1[2,,,- On a donc (fn)nen C My et f, T |f|P ce qui donne, grice au
théoreme de convergence monotone,

/fnd/\—> /|f|”d/\, quand n — oo.

Les intégrales ci dessus sont des intégrales sur [2, +-o0o[, muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. La
comparaison entre 1’intégrale des fonctions continues et I’intégrale de Lebesgue (voir les exercices corrigés

64 et 65) donne que
"1
/fnd)\:/ —dz.
2 TP

On distingue maintenant lescasp = 1letp > 1.

Sip>1l,ona [ fod\ = ])%1(2,,1_1 - =) & p%lzp%l < 00, quand n — co. On a donc f € LP.

Sip=1,ona [ f,d\ =1In(n) — In(2) — co quand n — co. On adonc f & L.
On a donc I =|1, oo

flx) = mw € [2,400[. Pour 1 < p < o0, on a clairement f € LP car la fonction f est positive

et majorée par ﬁ g ol g est la fonction de I’exemple précédent, ¢’est-a-dire g(z) = % Pourp =1, on
utilise la méme méthode que pour I’exemple précédent :

Pour n € N, on pose f,, = |f|1[2,,], de sorte que f,, T |f| = f et donc

/fnd/\—>/|f|d)\, quand n — oo.

On aici, quand n — oo,

/fndA = /; x(h;ixydx =In2)"' —In(n)"! - In(2)"! < .

On en déduit que f € £, donc I = [1, 00].
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(c) Soit (pp)neny C Tetp € I, (I désigne I’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p). Montrer que

| f|Prdm — / | f|Pdm quand n — +o0. [On pourra encore utiliser I’ensemble Al.

corrigé

Onutiliseici A = {|f| <1} € T.

(a) On suppose d’abord que p, T p quand n — oo. On pose g, = |f|P"14 et h, = |f|P"14c, de sorte que

gn €LY, h, €L et
/gndm+/hndm:/|f

On remarque alors que h,, T h = |f|P14e, quand n — oo. Comme (hy,)nen C M, le théoréme de conver-
gence monotone donne

Pn dm

/hndm — /hdm, quand n — oco. (15.44)

Noter que ceci est vrai méme si p ¢ I (dans ce cas, on a, en fait, f hdm = o0).

On remarque maintenant que g, — g = |f|’1a p.p., quand n — oo, et que 0 < g, < |f|P° car la suite
(gn)nen estici décroissante. Comme po € I, ona |f|P° € L! et on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée (ou la proposition 4.6). Il donne

/gndm — /gdm, quand n — oo. (15.45)

Avec (15.44) et (15.45) on obtient, quand n — oo,

/‘f|p"dm:/gndm+/hndm—>/gdm+/hdm:/|f\pdm,

(b) On suppose maintenant que p,, | p quand n — oo et on reprend la méme méthode que ci dessus. On pose
Gn = |fIP714 et hy, = | f|P"1 4c, de sorte que g, € LY, h,, € L1 et

/gndm+/hndm:/|f|p"dm.

les rdles de g, et h,, sont inversés par rapport au cas précécent : On remarque que g, T g = |f|P14, quand
n — oo. Comme (g, )nen C M4, le théoréme de convergence monotone donne

/gndm — /gdm7 quand n — oo. (15.46)

Ceci est vrai méme si p ¢ I (dans ce cas, on a, en fait, f gdm = o).

On remarque que h,, — h = |f|P14¢ p.p., quand n — oo, et que 0 < h,, < |f|P° car la suite (hy,)nen est ici
décroissante. Comme py € I, on a |f|P° € L et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée (ou
la proposition 4.6). Il donne

/hndm — /hdm, quand n — 0. (15.47)

Avec (15.46) et (15.47) on obtient, quand n — oo,
/\f|p"dm:/gndm—l—/hndm—)/gdm—l—/hdm:/|f\pdm.
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La conséquence de cette question est que 1’application p + || f||,, est continue de T dans R ¢, ou I est1’adhérence
de I dans R. Dans la suite de I’exercice, on va introduire le cas p = oo et montrer la continuité de p > || f||,, sur
I’adhérence de I dans R .

2.Onditque f € L= g’il existe C' € Rt.q. |f| < C p.p.. Onnote || f||cc = inf{C € Rtq. |f|] < C p.p.}. Si
[ & L2, onpose || f]loo = +00.
(a) Montrer que f < || f|loo p-p-- A-t-on f < || f|loc p-p-?

corrigé
Si ||fllec = 400, on a, bien sir, f < || f|/c p-p-- On suppose donc maintenant que || f||oc < +00. Par
définition d’une borne inférieure, il existe (Cy,)neny C {C € Rtq. |f] < C p.p.} t.q. Cp | || f|loo quand
n — oo. Pour tout n € N, il existe A,, € T't.q. m(A,) =0et|f| < C, sur A,

On pose A = UpenAy,. Onadonc A € T, m(A) = 0et |f(z)] < C, pour tout n € N, si z € A°. Comme
Cpn 4 || flloo quand n — oo, on en déduit | f| < || ]| sur A¢ et donc que | f| < || f|loo P-P--

En prenant (E,T,m) = (R, B(R), A\) et f(x) = 1 pourtout z € R.On a || f||coc = 1 et’assertion f < || f]co
p.p. est fausse.

Noter aussi que || f|lcc = inf{C' € Rt.q. |f| < C p.p.}.

Onpose J = {p € [1,+o0]; f € LP} C R,.
(b) Remarquer que J = I ou J = I U {+oo}. Montrer que si p € I et +-00 € J, alors [p, +-00] C J. En déduire
que J est un intervalle de R .

corrigé
Soit p € I et on suppose que oo € J. Soit g €]p, co[. Comme | f| < || f]lco p-p-» Ona |f]|? < || fII%SP|fIP p-p..
On en déduit que f € L, ¢’est-a-dire ¢ € 1. On a ainsi montré que |p, oo[C I et donc [p, o] C J.

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On pose a = inf J et b = sup J, de sorte que J C [a, b].
Puis, soit p t.q. @ < p < b. On a nécessairement a < oo etil existe p; € [ t.q. p;1 < p.Onabd < oo etil
existe po € J t.q. p < p2. Sipo € I, on utilise la question 1 pour montrer que p € I et si po = oo la premiere
partie de cette question donne que p € I. On a bien ainsi montré que Ja, b[C J. J est donc un intervalle dont
les bornes sont a et b.

Noter aussi que inf I = inf J et sup I = sup J.

(¢) Soit (pp)nen C I t.q. pn T +00. On suppose que || f||oo > 0 (noter que f = 0 p.p. < || flco = 0).
i. Soit 0 < ¢ < ||flco- Montrer que limJirnf |l fllp, = c. [On pourra remarquer que [ |f|Pdm > ¢’m({z,
n—r+00

[f(@)| = c}]

corrigé

Comme |f|P > PLlypzeys la monotonie de I’intégrale donne bien

/ flPdm = Em({|f] = ¢}),

et donc, comme [ | f|Pdm # 0,
£l > em({1£] > c})7. (15.48)

362



Comme ¢ < ||f|loo, on a m({|f| > ¢}) > 0, d’ott I’'on déduit que m({|f| > c})% — 1 quand p — o0
® € [1,00].

En passant a la limite inférieure quand n — oo dans (15.48) pour p = p,,, on obtient alors

liminf || f|,, > ¢
n—oo
Comme c est arbitrairement proche de || f|| oo, on en déduit :

timinf £, > [1f e (15.49)

ii. On suppose que || f|loc < +oo. Montrer que : limsup || f|l,, < |[fllco- [On pourra considérer la suite
n——+00

Pn
G = (i) et noter que g, < go p.p.. |
[ £l

corrigé
Comme W < 1 p.p. et que p,, > po (car la suite (p,)nen est croissante), on a g, < go p.p- et donc
f gndm < f godm, d’ou I’on déduit (en notant que toutes les normes de f sont non nulles) :

Hmmgwmd%mﬁl

En remarquant que [ godm # 0, on obtient bien, en passant a la limite supérieure dans cette inégalité,

limsup || f[lp, < [[floc- (15.50)
n—oo

iii. Déduire de (a) et (b) que || f

pn — || fll lorsque n — 4-o0.

corrigé

On distingue deux cas :

Cas 1 On suppose ici que || f|lcc = 00. (15.49) donne alors que || f||,, — oo et donc || f|l,, — |l flleo
quand n — 0.

Cas 2 . On suppose ici que || f||cc < 00, de sorte que 0 < || f|lcc < o0. Les assertions (15.49) et (15.50)
donnent alors limsup,, .. || fllp., < [[fllec < liminf, oo ||f]|p, et donc que || f|lp, — [|flle quand
n — oo.

3. Déduire des deux parties précédentes que p — | ||, est continue de J dans R, ot .J désigne I’adhérence de J
dans R (c’est-a-dire J = [a, b] si J = |a, b, avec 1 < a < b < +o0, et | désigne | ou |).

corrigé
Sif=0pp.,onaJ=J=[1,00]et|f|l, =0 pour tout p € J. Donc, p — | f||, est continue de .J dans R.

On suppose maintenant que f n’est pas “= 0 p.p.". On a donc || f||, > 0 pour tout p € [1, o0].

On pose J = [a, b] (si J # ()). On distingue 3 cas :
Cas 1. Soit p €]a, b[, de sorte que p € I.
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(a) Soit (pn)nen C I t.q. p, T p. La question 1-c donne que || f|[5"

Il fllp.. = I f]lp quand n — oo (pour s’en convaincre, on peut remarquer que In(|| f||,, ) = pi In(]| f

— || f1I% quand n — +-o00. On en déduit que
) =

]% In([[f][7) = In([| f[|)). Ceci donne la continuité a gauche de g — || f||; au point p.

(b) Soit (pn)nen C I t.q. py | p. La question 1-c donne aussi || f|[b» — || f[|} quand n — +o0 et on en déduit,

comme précédemment, que || f||,,, — || f]l, quand n — co. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f|/4
au point p.

Cas 2 . On prend ici p = a et on suppose a # oo (sinon a = b et ce cas est étudié au Cas 3). Soit (pp,)neny C I
t.q. pn 4 a.

(a) On suppose d’abord que a € 1. Ici encore, la question 1-c donne || f|[b» — || f||¢ quand n — +oc0 et on en
déduit que || f||p,, — || f]l« quand n — oco. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f||4 au point a.

(b) On suppose maintenant que a ¢ I, de sorte que || f||, = oo. La question 1-c donne alors || f[|P» — oo quand
n — —+oo et donc || f||,, — oo quand n — co. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f||, au point a.

Cas 2 . On prend ici p = b. Soit (p, )nen C I t.q. p T a.

(a) On suppose d’abord que b € I. Ici encore, la question 1-c donne || f[|2» — || f[|} quand n — +oco et on en
déduit que || f1|p,, — ||.f]]o quand n — oco. Ceci donne la continuité a gauche de ¢ — || f||, au point b.

(b) On suppose maintenant que b & 1.

Si b # oo, on a donc || f|ly = oc. La question 1-c donne alors || f|[b» — oo quand n — +o0 et donc
| 1, = o0 quand n — oco. Ceci donne la continuité a gauche de ¢ — || f||, au point b.

Si b = o0, la continuité a gauche de ¢ — || f||4 au point b a été démontré a la question 2-c-iii.

Corrigé 84 (Continuité d’une application de L' dans L')
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

3C eRY; |g(s)| < Cls| + C, Vs € R. (15.51)
1. Soitu € LL(E, T, m). Montrer que gou € L} (E, T, m).

corrigé
u est mesurable de £ (muni de la tribu 7) dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit que g o u est mesurable (de E dans R).

Puis, comme |g o u(x)| = |g(u(x))| < Clu(z)| + C pour tout 2 € E, on a
/\g o uldm < Cllulls + Cm(E).

Donc, gou € LL(E, T, m).

On pose L' = LL(E, T, m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € L&(E,T,m); h = gowv p.p.} € L, avec
v € u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans w.

corrigé
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4.

Soient v, w € w. Il existe A € T t.q. m(A) = 0etv = w sur A°. On a donc aussi g o v = g o w sur A€ et donc
gov = gowp.p..On en déduit que {h € LL(E,T,m); h=govpp.} ={h € L&(E,T,m); h = gowp.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans w.

. Soit (un)nen C LY. On suppose que u, — u p.p. et qu’il existe F' € L' t.q. |u,| < F p.p., pour tout n € N.

Montrer que G(u,,) — G(u) dans L'.

corrigé

Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de u et
F, notés toujours u et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — oo et que g est continu, il est facile de voir que
g o U, — goup.p..Onadonc G(u,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |[gouy| < Clu,|+C < CF+C p.p. etdonc |G(uy,)| < CF+C p.p., pour toutn € N.

Comme C'F + C € L%, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne que G(u,,) — G(u)
dans L' quand n — oo.

Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

corrigé

On raisonne par 1’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L' dans L'. Il existe donc u € L' et
(un)nen C L t.q. u,, — udans L' et G(u,,) /4 G(u) dans L' quand n — oo.

Comme G(uy,) 4 G(u),ilexistee > 0etp : N—= Ntq. p(n) = oo quandn — coet:

|G (typ(n)) — G(u)|l1 > € pour tout n € N. (15.52)

(La suite (G(uyp(n)))nen est une sous suite de la suite (G'(un))nen.)

Comme u,,) — u dans L', on peut appliquer le théoréme appelé “réciproque partielle de la convergence

dominée" (théoreme 4.7). 1l donne 1’existence de b : N — Netde F € L' t.q. ¢»(n) — oo quand n — oo,

Ugpoyp(n) = U P.P. €t [Upoy(ny| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (Ugoqy(n))nen st une sous suite de la suite
uga(n))nEN)~

On peut maintenant appliquer la question 3 a la suite (Ugoy(n))nen. Elle donne que G (Uypoy(n)) — G(u) dans

L' quand n — oo. Ce qui est en contradiction avec (15.52).

15.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Corrigé 85 (Inégalité de Jensen)
Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(z) — f(a) >
¢q(x — a) pour tout € R.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (€2, A, P). On suppose que X
et f(X) sont intégrables. Montrer 1’inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

/f(X)dP > f(/XdP).
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[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]
corrigé
On utilise le rappel avec a = E(X) = [ XdP. On obtient pour tout w € €2

f(X(w)) = fla) =2 X(w) —a.

Comme les fonctions f(X) — f(a) et X — a sont intégrables, la monotonie de I’intégrale donne alors

[ - s@ar> [ox-aar

Comme [ Xdp = a, onen déduit [(f(X) — f(a))dP > 0, ce qui donne le résultat demandé.
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Devoir 1

Corrigé 86 (Sur I’équi-intégrabilité )
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Corrigé 87 (Caractérisation de I’indépendance)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et Xy, Xo, ..., X,, n variables aléatoires réelles. Montrer que

I'indépendance de (X1, Xo, ... X,,) est équivalente a la propriété suivante :
Y(as,...,an) €] — 00, +00[", P[X1 < ay,..., Xpn < an] = [[ PIX; < ai]. (15.53)
i=1
(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de I’ensemble {w € Q, X (w) <
a}t.)

corrigé
Le fait que I’indépendance de (X, Xo, ... X,,) entraine la propriété (15.53) car immédiat car I’ensemble {X;
a;} appartient a la tribu engendrée par X; (pour tout a; € Reti € {1,...,n}).

IN

On montre maintenant la réciproque, c’est-a-dire que (15.53) entraine I’indépendance de (X1, Xo,...X,,). On
note D = {] —o0,a],a € R} et C = DU {R} (on adonc A € C si et seulement si A € D ou A = R).
L’hypothese (15.53) donne

PN_{X; € A;}] = [[ P{X; € A;}] pour tout A; € D.

i=1
Mais, comme R = U, cn] — 00, n] une conséquence facile de la continuité croissante de P est que

PN, {X; € A;}] = [[ P{X: € A;}] pour tout A; € C. (15.54)
i=1

Nous allons, a partir de (15.54), montrer, par récurrence sur g (q allant de 1 a n + 1), la propriété suivante :

PN (X € A} = [T PIX: € A3} (15.55)

i=1
pour tout A; € B(R) t.q. A; € Csii > q.

Par définition de v.a.r. indépendantes (définition 3.12), la propriété (15.55) pour ¢ = n + 1 donne 1’indépendance
de (Xl,Xg, ‘e ,Xn).

Pour ¢ = 1, la propriété (15.55) est donnée par (15.54). Soit maintenant ¢ € {1,...,n} t.q. (15.55) soit vraie. On
montre maintenant que (15.55) est encore vraie pour ¢ + 1 au lieu de ¢ (ce qui termine la récurrence).
Soit A; € B(R) donnés pour i # ¢, avec A; € C sii > g. Pour tout A, € B(R), on définit m(A,) et u(A4,) de la

maniére suivante :
n

m(Ay) = PIN{_{Xi € Ai}], u(Ay) = [ PHUX: € A}
i=1
La o-aditivité de P donne que m et u sont des mesures sur B(R). L’hypthése de récurence (c’est-a-dire le fait que
(15.55) est vraie) donne que ces deux mesures sont égales sur C. On peut alors appliquer la proposition 2.5 (car C
engendre B(RR), C est stable par intersection finie et R € C, m(R) < 00). Elle donne que m = p (sur tout B(R)).
Ce qui montre que (15.55) est encore vraie pour ¢ + 1 au lieu de gq.

On a bien terminé la récurrence et montré ainsi I'indépendance de (X1, Xo,..., X,,).

N.B. Une démonstration (probablement plus directe) de cette derniere implication peut se faire en utilisant une
généralisation de la proposition 2.5 a R™. Cette méthode permet déviter la récurrence sur q.
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Corrigé 88 (Sign(X) et | X | pour une gaussienne)
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (12, .4, P) un espace probabilisé

et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f) avec, pour z € R, f(x) = ﬁae 52 ,ouo > 0 est
la racine carré de la variance de X). Montrer que sign(X) et | X| sont indépendantes et préciser leurs lois. Méme
question avec sign(X) et X 2.

corrigé
On pose Y =sign(X) et Z = |X|. Pour montrer que Y et Z sont indépendantes il suffit de montrer que
E(e(WMy(Z)) = E(e(Y))E((Z)) pour toutes fonctions ¢ et b boréliennes bornées de R dans R (en fait,
par définition de I’indépendance, il suffit de considérer ¢ = 14 et ) = 15 avec A, B € B(R)).

Soit ¢, 1 boréliennes bornées de R dans R. On a

E(p(Y)$(Z)) = /Q o (sign(X))(|X[)dP = / o (sign(a))(|z]) f () de =
o (1) / ba) f () + (-1 / b(—) f (x)da

R+ R_
=) +e(=1) | @) f(z)dr,
en utilisant f(—x) = f(x).
En prenant ¢ = 1, ona E(p(Y)) = $(¢(1) + ¢(—1)) car fR+ f(z)dx = 3.
En prenant ¢ = 1z, ona E((Z)) = f W(z)2f(z)dx.

On en déduit que E(p(Y)y(2)) = E( (Y))E(¢(Z)) pour toutes fonctions ¢ et ¢ boréliennes bornées de R
dans R et donc que Y et Z sont indépendantes. On obtient aussi que Py = %(51 +0_1) et Pz = g\ avec
g = 2flg, (c’est-a-dire que Pz est la mesure de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue). Noter que
E(p(Y)) = [z pdPy et E(p(Z)) = [; pdPyz si ¢ est borélienne bornée de R dans R, ce qui caractérise Py et
Pz (voir (4.27) ou le théoreme 4.11, par exemple).

Pour montrer I’indépendance de sign(X) et X2, on remarque que X2 = Z2. Comme Y et Z sont indépendantes,
les v.a.r. Y et Z2 sont aussi indépendantes (voir la proposition 3.10) et donc sign(X) et X2 sont indépendantes.

Il reste a trouver la loi de X2. On a, pour ¢ borélienne bornée de R dans R, en utilisant f(—z) = f(z),

o =2 [ ole?)f e = [ + w(y)ﬂf*/y@dy.

R

B(p(x?) = |

R

Ce qui donne Px2 = h\ avec h(z) = f(—\/‘/g) pour z > 0 et h(xz) = 0 pour z < 0.

Corrigé 89 (V.a. gaussiennes dépendantes)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, o1 > 0, 02 > 0et X7, Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes

et telles que :
X, ~N(0,01) et Xo ~N(0,03).

(le signe “~" signifie “a pour loi".) Construire deux v.a. Y7 et Y5 t.q. X; ~ Y71, Xo ~ Y5 et Y7 et Y5 soient
dépendantes.
corrigé

En attente.
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Corrigé 90 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle)

soit (2, 4, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ A(0,1) et S a pour
loi Pg = %51 + %5_1. (I1 est possible de construire un espace de probabilités et des v.a. indépendantes ayant des
lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).

corrigé

Pour z € R, on pose f(z) = %e*%ﬁ de sorte que la loi de X est de densité f par rapport a la mesure de

Lebesgue. Soit A € B(R), onnote —A = {—x, z € A}. Comme f est paire, ona:
P(X e (—-4)) = [A fz)dx = /Af(fm)dac = /Af(:c)dz =P(X € A).

On remarque maintenant que P(SX € A) = P(S=1,X € A)+ P(S=—-1,X € (—A)). Comme S et X
sont indépendantes, on a :

P(S=1,XeA)=PS=1)P(XecA= %P(X €A,

P(S=-1,X € (—A)) = P(S = ~1)P(X € (—A)) = %p(x € (—A)).

Comme P(X € (—A)) = P(X € A), onen déduit P(SX € A) = P(X € A). Les vaar. SX et X ont donc
méme loi, et donc SX ~ N(0,1).

2. Montrer que SX et X sont dépendantes.
corrigé

On raisonne par 1’absurde. On suppose que SX et X sont indépendantes. La proposition 4.10 donne alors
E(]SX||X]) = E(|SX|)E(|X]) (noter que la fonction s — |s| est borélienne positive). Comme |S| = 1 p.s.,
on a donc :

BE(X?) = B(|SX||X]) = E(ISX)E(|X]) = E(IX])*.

Comme E(|X|) < +00, on en déduit que Var(]X|) = 0, ce qui est impossible car | X| n’est pas égale p.s. a sa
moyenne (sinon, la loi de | X| serait une masse de Dirac et non pas une loi de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue).

3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.
corrigé
Comme SX ~ N(0,1) et X ~ N (0,1),0ona E(SX) = E(X) = 0. Comme S et X sont indépendantes (et
S et X? intégrables), on a (proposition 4.10) SX? intégrable et E(SX?) = E(S)E(X?) = 0. On en déduit
Cov(SX, X) = E([SX — E(SX)|[X — E(X)]) = E(SX?) = E(S)E(X?) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus I’existence de S, mais on suppose qu’il existe Y v.a. gaussienne
indépendante de X. Montrer que si Y ~ AN(0,0?), avec o > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S,
v.a. indépendante de X et telle que Ps = %51 + %5,1.

corrigé
11 suffit de prendre S = sign(Y’) avec sign(s) = —1si s < 0, sign(s) = 1si s > 0 et (par exemple)
sign(0) = 0 (la fonction sign est une fonction borélienne de R dans R). On a bien X et S indépendantes (par la
proposition 3.10, mais la preuve est facile ici car la tribu engendrée par ¢(Y") est incluse dans celle engendrée
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par Y dés que ¢ est borélienne). Enfin, ona P(S = 1) = P(Y > 0) = 1 = P(Y < 0) = P(S = —1), ce qui
donne bien Pg = 361 + 30_1.

Corrigé 91 (Limite p.s. et indépendance)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, (X, ),en+ une suite v.ar. et X, Y deux v.ar. On suppose que, pour tout
n € N*, X,, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — oco. Montrer que X et Y sont
indépendantes.

corrigé
Soit ¢, ¥ € C.(R,R). Comme X, et Y sont indépendantes, on a (voir la proposition 4.10), pour tout n € N*,

E(o(Xn)(Y)) = E(p(Xn) E(W(Y)). (15.56)

Comme ¢ est continue, on a p(X,) = ¢(X) p.s. et (X)) = o(X)P(Y) p.s.. les convergences sont
dominées car |p(X,,)| <sup{p(z), z € R} (et |¢(Y)| < sup{v(z), z € R}). On peut donc utiliser le thépreme de
convergence dominée, il donne lim,,_, E(p(X,)(Y)) = E(p(X)¥(Y)) et lim, o E(¢(X,)) = E(p(X)).
En passant a la limite dans (15.56), on en déduit que

La proposition 4.12 permet de conclure que X et Y sont indépendantes.
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Chapitre 16

Mesures sur la tribu des boréliens

Corrigé 92

Soit (fn)nen C C*(]0,1[, R) convergeant simplement vers la fonction f :J0,1[— R; on suppose que la suite
(f1)nen (C C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale a 1.

1. A-t-on f € C1(J0,1[,R) et f' =17

corrigé

La réponse est “non". La fonction f peut méme ne pas étre continue, comme le montre I’exemple suivant :

Pour n € N, n > 4, on définit g,, de [0, 1] dans R par

gn(x)=1,si0<z <3,

_ 2 1 1 1,1
AR ORERUS S Uy SN ek S
gn(z)=1,sis+2<z<1.

11 est facile de voir que g, € C([0,1],R) et que g,,(z) — 1 pour tout z € [0, 1].
Pour n > 4, on définit f,, par:

fn(2) :/ gn(t)dt, pour tout z €]0, 1],
0

de sorte que f,, € C1(]0,1[, R) et f; = g,, sur |0, 1. On a donc bien que (f},)nen converge simplement vers la
fonction constante et égale a 1. (On prend n’importe quelles fonctions C'* pour f,,, 0 < n < 3).

On remarque maintenant que, pour n > 4, f,(z) = z pour tout z €]0, 1] et que f,(z) = 2 + 1 pour tout
z €)1 4+ 2,1[. On en déduit que (f,)nen converge simplement vers la fonction f :]0,1[— R définie par
f(z) = z pour tout z €]0, 1] et f,(z) = z + 1 pour tout = €3, 1[. Cette fonction n’est pas continue en 3, donc

f ¢ CH0,1[, R).

2. On suppose maintenant que la suite (f,),en converge dans L} (]0, 1[, B(]0, 1[), A) vers la fonction constante et
égalea 1. A-t-on f € C'(]0,1[,R) et f/ =17

corrigé
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La réponse maintenant est “oui". En effet, soit 0 < = < 1. Comme f, € C*(]0,1[,R), ona f,,(z) = fu(3) +
[¥ fh(t)dt, c’est-a-dire
2

ﬁwﬁﬁm§+%/ﬁmw, (16.1)

x[siz > %,sx:fletlx :]x,%[six< =.

1

avec s, = let I, =3,

Quand n — oo, on a

I/ﬂmw—/hﬂMSMﬁHh%Q

et fn(z) = f(z) (ainsi que f,,(3) — f(3)). On déduit donc de (16.1), quand n — oo,
1
f@) = 1(5)+ 5. [ 11.an

cest-a-dire f(z) = f(3) + = — 3.
On a bien montré que f € C1(]0,1[, R) et f' = 1.

Corrigé 93 (Intégrale impropre)
On définit I’application f de R dans R par :

flx) =0, siz <0,
f(x) =a?sin 5, siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
corrigé

La fonction f est continue et dérivable en tout point de R* etona f'(z) = 0 pour z < O et f'(z) = 2z sin & —

2 1 .
£cos 7 six > 0.

Pour montrer la continuité et la dérivablité de f en 0, il suffit de remarquer que, pour tout z > 0,ona | f(z)| < x?
et donc \%| < . On en déduit que f est continue et dérivable en 0 et que f/(0) = 0.

2.S0it 0 < a < b < oo. Montrer que f'1j, 1 € LE(R, B(R),)). On pose f; f/(t)dt = [ f'1)4 5;d\. Montrer
que :

b
f@—ﬂ@:/ﬂ@#

corrigé

La fonction f’ est continue sur |0, co|. La restriction de f” a [a, b] est donc continue (on utilise ici le fait que
a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou I’exercice 4.5) :

f\/[a,b] € 'Cl([av b]’ B([a” b])v A[a,b))v

oll \[4,5) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de [a, b] (c’est-a-dire la restriction a B([a, b]) de la
mesure de Lebesgue sur B(R)) et I'intégrale (de Lebesgue) de f"[a b] coincide avec I’intégrale des fonctions

continues, c¢’est-a-dire : ,
/f|l[a,b]d)\[aab) = / f’(:c)d:r
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Le terme de droite de I’égalité précédente est a prendre au sens de 1’intégrale des fonctions continues. Comme
f estde classe C'* sur un intervalle ouvert contenant [a, b], il est alors classique que :

b
/ f(@)dz = f(b) — f(a).

Pour se convaincre de cette derniere égalité, on rappelle que f et z — f; f/(t)dt sont deux primitives de f”,
leur différence est donc constante sur [a, b].

Enfin, comme f"[mb] € L([a,b], B([a,b]), Aa,p))- il est facile d’en déduire que f'1j, 5 € Li(R, B(R), ) et

que
/fll[a,b]d)‘[aﬁb) = /fll]a,b[d)\-

Plus précisement, on pose f = g et on considere d’abord le cas g|j,.5) € E4([a,b], B([a,b]) puis g €
M ([a,b], B([a, b)) et enfin g,y € L' ([a,b], B([a,b]), Aa,p)), comme dans I'exercice 4.4. Ceci termine la
question.

Un autre moyen de montrer f'1y, ,; € L (R, B(R), \) est de procéder de la maniere suivante :
La fonction f’ est la limite simple, quand n — oo, de la suite (f,,)nen< o f,, est défnie, pour n € N*, par :

iy LEE D @)

, pour tout x € R.

S|=

La fonction f est mesurable (c’est-a-dire borélienne car R est muni de la tribu de Borel). Grice a la stabilité
de I’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition 3.5), on en déduit que f,, est mesurable pour tout
n € N* et donc que f’ est mesurable (comme limite simple de fonctions mesurables). La fonction f'1;, [ est
donc aussi mesurable (comme produit de fonctions mesurables). La mesurabilité de f'1, ;[ est donc vraie pour
tout a, b € R (noter cependant que f’ n’est pas continue en 0).

Pour montrer que f'1j, [ est intégrable, il suffit de remarquer que f’ est bornée sur Ja, b, car f’ est conti-
nue sur [a, b] (on utilise ici le fait que a > 0) et que A(Ja,b[) < co. On a donc bien montré que f'1j, 4 €

L (R, B(R), \).

3. Soita > 0.
(a) Montrer f'1yg o & LE(R,B(R), \).

corrigé
La restriction de f’ 2 ]0, a[ est continue, c¢’est donc une fonction mesurable (c’est-a-dire borélienne) de |0, a|
dans R. On en déduit facilement que f'1jq o[ est borélienne de R dans R. (On a aussi vu a la question précé-
dente que f” était borélienne. Ceci montre également que f’1j, o[ est borélienne.)

Ona 10,41 = 911j0,a] — 9210,4]> aVeC :
1 2 1 .
g1(x) = 2xsin et g2(x) = —cos—osiz €10, a[.
I est clair que g11)9,q[ € L4 (R, B(R), \) (car g1 est continue et bornée sur |0, a[). Pour montrer que F' o &

LE (R, B(R), A), il suffit donc de montrer que g21j9 of € Li (R, B(R), A). Pour cela, on remarque maintenant
que :

n > ng, (16.2)

1
| —— << ——
N e N T A
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avec ng € N* t.q. \/%W < a. On déduit alors de (16.2), par monotonie de I’intégrale, que, pour tout
nom— vy

NZTL()Z
1
10,afd) > V2
[ ol Z Ve wm—% Ty
Z\f\/nﬂ+ —/nm— %
nemo ﬁ/mrJrf ’
et donc :

V2
119 ardX >
/|92| 10,a[ Z 2\/n7r+ \/n7r+£+\/n77_z

- Z mrJr

n=ngo

En faisant tendre N vers oo, on en déduit que [ [g2|1j0,,(dX = oo et donc que g1y of & LE(R, B(R), ) et
fll]O,a[ ¢ ﬁ]llg(Ra B(R)a A)

(b) Pour 0 < z < a, on pose g(x f f'(t)dt. Montrer que g(z) a une limite (dans R) quand x — 0, avec
x > 0, et que cette limite est egale af(a)— f (0). (Cette limite est aussi notée [, f’(t)dt, improprement. .
"o, & LE(R, B(R), \), la restriction de f’ 210, a[ n’est donc pas intégrable pour la mseure de Lebesgue
sur |0, a[.)

corrigé

Onag(x) = f(a) — f(z), pour tout > 0. Comme f est continue en 0, on en déduit bien que g(x) a une
limite (dans R) quand = — 0, avec x > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0).

Corrigé 94
Soit f € LE(R,B(R),\). On définit ' : R — R par: F(z) = [ fljgd\(= fo , pour z > 0, et
Flxy=—[f Liz,0dA(= — f f(t)dt) pour z < 0. Montrer que F est uniformément continue.

corrigé

On remarque que, pour tout x,y € R, x < y,

F(y)—F(x)z/ﬂ]z,y[dA:/ [fdA.

17

Soit e > 0, comme f € L (R, B(R), \), I’exercice 4.14 (ou I'exercice 4.29) montre qu’il existe § > 0 t.q.
A€ B(R), \(A) <5 = / FldA < e.
A
Soit z,y € R, x < y. On a donc, comme A(]z,y[) =y — =,

ly— | < 6= |F(y) — F(x)| s/ fldr < e,

lz,yl
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ce qui montre bien la continuité uniforme de F'.

Corrigé 95 (Intégrabilité et limite a I’infini)
Soit f € L&(R,B(R),\) = L.

1. On suppose que f(x) admet une limite quand = — oco. Montrer que cette limite est nulle.

corrigé

n pose t = lim,_,, f(x) et on suppose . 1l existe alors a € R t.q. x)| > 5 pour tout x > a. On en
On pose | = li ppose I # 0. 1 existe al R tq I p o)

déduit, par monotonie de I’intégrale sur M,

/|f|d)\2/ ax = oo,
Ja,00] 2

en contradiction avec ’hypothése f € £!.

2. Onsuppose que f € C(R,R);aton: lim f(z)=0?

Tr——+00

corrigé
La réponse est “non", comme le montre I’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2, f,, par:

(=) . _1"%’- 1

fn(x):nZ(x—n—f—F%, 51@—p<x§n7l
(x)=-n*(z—n—5),sin<z<n+ 5,
(z) =

Puis, on pose f(z) = >, <, fn(x) pour tout z € R. On remarque que, pour tout z € R, la série définissant
f(z) aau plus 1 terme non nul. Plus précisément, il existe n (dépendant de x) t.q. f = f,, dans un voisinage de
z. On en déduit que f prend ses valeurs dans R et que f est continue (car les f, sont continues).

Comme f,, € M pour tout n, le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1)
donne que f € M et
1
dm = = — .
[timn=3 [ fdm =3 % <o
n>2 n>2

Onadonc f € C(R,R) N L (R, B(R), \) et f(z) 4 0 quand x — oo car f,(n) = 1 pour toutn € N, n > 2.

3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, ;- f(2) = 0? [On pourra commencer par montrer
que, pour tout 1 > 0 et toute suite (2, )nen de réels t.q. lim,, o z, = +00,0na:

Tn+n
li dA\(z) = 0. 16.3
Jme ) [f(@)|dA(z) = 0.] (16.3)
corrigé

On commence par montrer le résultat prélimaire suggéré. Soient 7 > 0 et (z,,)neny C R t.q. limy, 400 T, =
+o00.
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On pose fn = |f|1)z,—n,z,+n[- On a, pour tout 2 € R, f,,(x) — 0 quand n — oo (on a méme f,(x) = 0 pour
ntq.x, —n > x). Onaaussi |f,| < |f| € L. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée
(ou la proposition préliminaire 4.6). Il donne que | f,,dm — 0, ¢’est-a-dire :

/ |f 112, =m0 4n[dX — 0, quand n — oo. (16.4)

On montre maintenant que f(z) — 0 quand  — co.

On raisonne par 1’absurde. On suppose que f(z) / 0 quand x — oo. Il existe donc € > 0 et une suite
(n)neny C Rt.q. 2, — oo quand n — oo et |f ()| > € pour tout n € N.

La continuité uniforme de f donne I’existence de 7 > 0 t.q.

z,y €R o —yl <n=|[f(z) - fly) <

N ™

On adonc | f(z)| > § pour x €]z, —n, z, + 7] et tout n € N. On en déduit que [ | f|1j5, —p 5, 4ndA > en >0
pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec (16.4).

On a donc bien finalement montré que f(x) — 0 quand z — oo.

. On suppose que f € CY(R,R) et f/ € L';a-t-on: lim f(z)=0?

r——+00

corrigé
Comme f € C', ona, poury > z, f(y) — f(x) = ff f(®)dt = f]w y[f’d)\. Comme f’' € L', I’exercice 5.7
donne que f est uniformément continue. La question précédente donne alors que f(x) — 0 quand z — o0
(c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £1).

Une autre démonstration possible est :
Comme f € C',ona f(z) = f(0) + Ji0.0( f'dA. Comme f" € L1, on en déduit que f(x) a une limite (dans R)
quand x — oo. En effet, le théoreme de convergence dominée donne que f]o 2 fld\ — jiO oo f'dX (dans R)

quand 2 — oo. Enfin, la premiere question donne que la limite de f(x) quand & — oo est nécessairement 0 (et
ici aussi, ¢’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £1).
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Devoir 1

Corrigé 96 (Egalité p.p. de fonctions continues)
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Corrigé 97 (Continuité en moyenne)
Pour f € L' = LL(R, B(R), \) et h € R, on définit f), (“translatée” de f) par : f,(x) = f(x + h), pour z € R.
(noter que f; € LY).

1. Soit f € C, = C.(R,R), montrer que || f, — f||1 — 0 lorsque » — 0.

corrigé

Comme f € C,, f est uniformément continue, ce qui donne

sup |f(x + h) — f(z)| = 0 quand h — 0.
r€eR

Soita > 0t.q. f = O sur [—a,a]®. Pour h € R tq. |h| < 1, on a donc, comme f(x + h) — f(z) = Osi
ré[-a—1,a+1],

/|f(1;+h) — f(z)|dz < (2a+2)su§|f(ac+h) — f(z)| = 0, quand h — 0,
zTE

et donc que || f(- + h) — f|l1 = O quand h — 0.

2. Soit f € L', montrer que || f, — f||1 — 0 lorsque h — 0.

corrigé
L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(- + h) € L' pour tout h € R. On veut
maintenant montrer que || f(- + k) — f|j1 — 0 quand 2 — 0.

Soit ¢ > 0. D’aprés la densité de C,. dans L! (théoreme 5.5), il existe ¢ € C. t.q. ||f — ¢||1 < e. L'invariance
par translation de la mesure de Lebesgue donne ||f(- + k) — ¢(- + h)||1 = ||f — ¢|[1. On a donc, pour tout
heR:

FCe+h) = fll <20 = el + lle(- +R) =l < 28+ [lo(- + 1) — o)1

D’apres la premiere question, il existe n > 0 t.q.
h <n=lle(+h) —plh <e
Donc,

b <n = [f(+h) = fll < 3e.
Ce qui prouve bien que f(- + h) — f dans L', quand h — 0.

Corrigé 98 (Sur la concentration d’un borélien)

Soit —oo < a < b < 400, A € B(]a, b]) et p €]0, 1[. On suppose que A(AN]a, B]) < p(8 — «) pour tout «, B t.q.
a < a < B < b.Montrer que A\(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que A(ANO) < pA(O)
pour tout ouvert O de |a, b[.]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(Ja,b]) t.q. A\(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe o, 8 t.q.
a<a<f<bet \(AN]a, B[) > p(B — ).

corrigé
Soit O un ouvert de ]a, b[. Comme O est un ouvert de R, il peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts disjoints 2 4 2 (Iemme 2.4). On a donc O = Upenl, avec I, N I, = () si n # m et, pour tout
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n €N, I, =lay, by| avec a < a,, < b, < b. La o—additivité de A et I'hypothese A(AN]«, B]) < p(B8 — «) pour
tout a, B t.q. a < a < B < b donne alors :

AANO) = AANJan,bp)) <p Y (bn —an) =p > _ Man, bu]) = pA(O). (16.5)

neN neN neN

Soit maintenant ¢ > 0. D’apres la régularité de A (et le fait que A € B(Ja,b]) C B(R)), il existe O ouvert de R
t.qg. A C Oet A(O\ A) < e. En remplacant O par ON]a, b[, on peut supposer que O est un ouvert de ]a, b[. En
utilisant (16.5) et 1’additivité de A, on a donc :

A(A) = AMANO) < pA(0) = p(MA) + MO\ A)) < p(A(A) +¢).

Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit A\(A) < pA(A), ce qui n’est possible (comme p < 1) que si
A(A) =0ousi AN(A) = 0.

Il reste donc a montrer que le cas A(A) = oo est impossible. Pour cela, on pose, pour toutn € N, A, = AN[—n, n].
Soit n € N, la monotonie de A donne A\(A,,N]e, B]) < A(AN]a, B]), on a donc aussi A(A,N]e, B]) < p(8 — )
pour tout o, 8 t.q. a < a < B < b. Comme A(A,) < oo, la démonstration précédente, appliquée a A,, au lieu de
A, donne \(A,,) = 0. Enfin, comme A = U, cnA,,, on en déduit A(A) = 0.

Corrigé 99 (Points de Lebesgue)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L' I'espace L} (R, B(R), \) et par £! I’espace
L (R, B(R), \). On note dt = dA(t).

1. Soit (I, ..., I,,) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On pose I, =|ay,bi| et on suppose que la suite (ak)kzlﬁ_wn est croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,....n €St croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

corrigé
Soit k € {1,...,n}. Comme aj < ap41,0naby < byyq (sinon Iy C Iy). La suite (bg)req,....n) est donc
(strictement) croissante.
Soitk € {1,...,n}.Onaby < ajyz (sinon I U Iy yo =lag, bryo|etdonc Iy y1 C I Ui carap < apyr <

bry1 < bgio). On a donc Iy N I 1o = 0. ceci prouve (avec la croissance de (ak)k:17.,,,n) que les intervalles
d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée (I1, ..., 1), formée d’intervalles disjoints 2 & 2 et t.q. A(A) < 237", A(I).
[Utiliser la question 1.]

corrigé
On commence par montrer la propriété suivante :

Pour toute famille finie, notée J, d’intervalles ouverts non vide de R, il existe une sous famille, notée K, t.q. :
(a) Chaque élément de K n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de K,
(b) La réunion des éléments de K est égale a la réunion des éléments de J.

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre d’éléments de J. Elle est immédiate si J a 1 élément
(on prend K=1J). Soit n € N*. On suppose que la propriété est vraie pour toutes les familles de n éléments. Soit
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J une famille de (n + 1) éléments. Si chaque élément de J n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments
de J, on prend K=J. Sinon, on choisit un élément de J, noté I, contenu dans la réunion des autres éléments de J.
On applique alors 1’hypothese de récurrence a la famille J \{I}, on obtient une sous famille de J \{I} (et donc
de J), notée K, vérifiant bien les assertions (a) et (b) (en effet, La réunion des éléments de J \{I} est égale a la
réunion des éléments de J). Ceci termine la démonstration de la propriété désirée.

Soit maintenant J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A (remarquer
que A € B(R)). Grice a la propriété démontrée ci dessus, on peut supposer que chaque élément de J n’est pas
contenu dans la réunion des autres éléments de J. On note .Jy, ... J,, les éléments de J, J; =]a;, b;[,i = 1,.

En réordonnant, on peut aussi supposer que la suite (aj)g=1,.. ., est croissante. On peut alors apphquer la
question 1, elle donne, en posant P = {i = 1,...,n; i pair} et [ = {i = 1,...,n; i impair} que les familles
(Ji)iep et (J;)icr sont formées d’éléments disjoints 2 a 2, de sorte que :

UZGPJ Z)\ Ulgjj Z)\

i€P el

Enfin, comme A = U}, J;, la sous-additivité de A donne A(A) <37, p A(Ji) + D2, A(Ja).
Une sous-famille de J satisfaisant les conditions demandées est alors (J;)iep si ) ;e p A(Ji) > > 0.cp A(Jy) et

(Ji)ier 81D icr M Ji) > D iep A(Ji)-

On se donne maintenant f € L' et on suppose qu’il existe a > 0t.q. f = 0 p.p. sur [—a, a]°. Le but de I’exercice
est de montrer que :

1
% / f(xz +t)dt — f(z), pour presque tout x € R, quand n — oc. (16.6)
_1

Pour € > 0, on définit f* de R dans R par :

h

Lt
f;()_ilipﬁ If(x+t)|dt~ (16.7)

3(a) Montrer que f* est bornée.

corrigé
Soit z € R. On a, pour h > &, th |f(z+t)|dt < || f]l1 donc f2(z) € Ret|f2(z)] < || f[1. La
fonction fZ est donc bornée par || f||1.

(b) Montrer que f est borélienne. [On pourra montrer que f est le sup de fonctions continues.]
corrigé

Soit A > 0. On définit f;, de R dans R par f5(z) = ffh | f(z + t)|dt. La fonction f, est continue car
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h
e+ = fu@l = | [ (7G40 +0] = If @+ D)t

h
g/ Flo+n+1) — fla+0)|dt
—h

S/If(x+n+t)—f(x+t)\dt= 1FC+m) — flli — 0, quand > 0,

par le théoreme de continuité en moyenne. (Ceci donne méme la continuité uniforme.)

On en déduit que f7 est borélienne comme “sup” de fonctions continues. En effet, si« € Ron a

() 0, 00D) = Unze(5 fi) ™, 0]

et donc (f*)~*(Ja, o0[) est un ouvert, et donc aussi un borélien.

(c) Montrer que f*(x) — 0 quand |z| — co.
corrigé
Soit n > 0. On a (avec la notation de la question précédente), pour tout x € R, ﬁfh (x) <nsih > |\f7\7|1 .
D’autre part,ona fr(z) = 0sih < % et|x| > a—i—%. On en déduit que 0 < f*(z) < nsi|z| > a+ 1 [
Ceci prouve que fX(x) — 0 quand |x| — oc.

Y

2n

4. Poury > 0, onpose By . = {z € R, fZ(x) > y}.
(a) Montrer que tout x € B, . est le centre d’un intervalle ouvert I(z) t.q.
i A(I(z)) > 2,
ii. W fl(m) [fld\ > y.
Montrer que parmi les intervalles I(x), x € B, ., ainsi obtenus, il en existe un nombre fini I(z1), ..., I(z,)

dont la réunion recouvre By, .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est borné.]
corrigé

Siz € By, il existe h > € t.q. 5~ f;j,f |f(t)|dt = 5 ffh |f(z + t)|dt > y. On choisit alors I(z) =
|z — h,z + h[. On abien i. et i..

B, . est borné car f*(z) — 0 quand |z| — oco. B, est donc fermé et borné (donc compact). De plus, Si
z € By, ilexiste x € By t.q. |z — 2| < . Onadonc z € I(z). Ceci montre que {I(z), z € B, .} forme
un recouvrement ouvert de By, .. Par compacité, on peut donc en extraire un sous recouvrement fini. Il existe
donc z1,...,2, € By t.q. By C U I(x;).

(b) Montrer que A(B, ) < %Hf||1 [Utiliser la question 2.]
corrigé
En appliquant la question 2 & la famille {I(xz;), i € {1, ..., n}},ilexiste E C {1,...,n} tq. I(z;) N I(z;)
=0sii,je Ei#jetNBye) < MU I(2:) <2305 M (). Comme A(I(x;)) < ifl(m |f(#)|dt
e;”cj(:'r‘nme I(z;) N I(x;) =0,sii,j € Ei# j,onaaussi Yy, pAI(z;)) < %f |f(t)|dt et donc A\(By.c) <
y I
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On définit maintenant f* de R dans R par :

h

@) =sup— [ [f(+8)dt. (16.8)
h>0 2h J_y,

. Montrer que f* est borélienne et que A({f* > y}) < %Hf 1, pour tout y > 0.

corrigé

f* est borélienne (de R dans R ;) car c’est le “sup" de fonctions continues de R dans R.
On remarque ensuite que {f* > y} = {z € R, f*(x) > y} = Unen+B, 1 et que B, 1 C Bym%l (car

fi1 < f*i ). Par continuité croissante de A, on a donc A({f* > y}) = lim,, 00 A(B,, 1) < %Hf”l
n n+1 ‘n

. Montrer (16.6) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes.]
corrigé

1
On confond f (qui est dans L') avec ce représentant continu. On a alors 5 |y f(x+t)dt — f(x) pour tout
z € R, quand n — co. En effet, pour tout z € R et toutn € N*, par continuité de f, il existe 6, €]z — 1, 241
tq. 2 [, f(z 4 t)dt = f(0y,). Pour tout z € R, on a bien f(0,.,) — f(z), quand n — oo (par continuité
en x de f7)L.

. Montrer (16.6). [Approcher f, dans L' et p.p., par une suite d’éléments de C..(R, R), notée ( f,)pen. On pourra
utiliser (f — fp)*.]

corrigé
On confond f (qui est dans L') avec I'un de ses représentants (de sorte que f € £!). Par densité de C..(R, R)
dans L%, il existe une suite (f,)pen C C.(R,R) t.q. f, — f dans L. Aprés extraction éventuelle d’une sous
suite, on peut supposer aussi que f, — f p.p..

Pourx e R,n e N*etpe N,ona:

) 2/_7% fla+)dt] < |f(x) = fp(@)| + | fy() (16.9)

,g /"] fo(z +t)dt| + (f — fp)" ().

Pour m € N* et p € N, on pose :

1
Am,p - {(f - fp)* > EL Byp = ﬁquAm,q et B = UmEN*(UPENBm,p)~

On remarque que, par la question 5, A(A,, ,) < 2m| f — fpll1 = 0 quand p — oo (avec m fixé). On a donc
A(Bm.p) < infg>p A(Am,q) = 0. On en déduit, par o-sous-additivité de A, que A(B) = 0.

On choisit C' € B(R) t.q. A(C) =0et f,(z) — f(x) pour tout x € C°.

On va maintenant montrer (grice a (16.9)) que (f(z) — % f_i f(z+1t)dt) — 0 pour tout z € (BUC)* (ce qui
permet de conclure car A(B U C) = 0). '

Soit donc z € (B U (C)° et soit p > 0. Comme z € C¢, il existe p1 € N t.q. |f(z) — fp(z)| < n pour
p > p1. Comme x € B¢, x € Nypen+(NpenBy, ,)- On choisit m € N* t.q. L <nOnaxe NpenBy, , =
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Npen Ugsp A, 4 C Ugzp, A, . T existe done p > py t.q. & € A%, . on en déduit (f — fp) (x) < L <.
Enfin, p étant maintenant fixé, la question 6 donne I’existence de ny € N t.q. |f,(x) — f fp +t)dt] <n

1
pour n > n;. Onadonc |f(z) — § 71 f(z +t)dt| < 3npour n > ny.Ce qui termine la demonstratlon.

Corrigé 100 (Convergence vague et convergence etroite)

Soit (m,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B(R?) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur
B(R?). On suppose que :

— [@dm, — [ odm, quand n — oo, pour tout ¢ € C°(R%,R).

— myp(R?) — m(RY) quand n — oo.

1. Soit ¢ € C.(R% R). Montrer que [ ¢dm, — [ @dm, quand n — oco. [On pourra utiliser le fait que  est limite
uniforme d’une suite d’élement de C° (R4 R).]
corrigé
Soit p € C*(R%L,R) t.q. p > 0, [pap(x)dz = Let p(x) = 0si|z| > 1. Pour p € N*, on définit p, par
pp(z) = pp(px) pour z € R?, de sorte que [, pp(x)dz = 1 et p(z) = 0si|z| > 1/p. La suite (pp)pen+
s’appelle “suite régularisante” (ou “suite de noyaux régularisants")

Soit ¢ € C.(RY,R), on définit la suite (¢,)pen+ en posant ¥, (z) = [ (y)p,(z — y)dy, pour tout z € R
Comme p,, et ¢ sont des fonctions a support compact, il est clair que wp est aussi une fonction a support compact.
Grace au théoréme de dérivabilité sous le signe intégral (théoréme 4.10), il est assez facile de voir que v, est
indéfiniment dérivable. On a donc (¥,)pens C C2°(RP, R). Enfin, du fait que 9 est uniformément continue,
on déduit que 1, converge uniformément (sur R?) vers 1) quand p — oo. Plus précisément, en notant || - |, la
norme de la convergence uniforme, on a, pour tout p € N*,

[Yp =¥l < sup (- +2) = Pl

z€RY, |2|<1/p

dont on déduit bien |7, — ||, = 0 quand p — oo.

Soit £ > 0. On remarque maintenant que, pour p € N* et tout n € N,

[~ [wim= [@ = v)dm, + [ vpimn ~ [ vim+ [0, - vy,

| / pdm,, — / | < [, = bl (supm, (RY) + m(R)

1| / sy, ~ [ ydm.

Comme sup,,cy My (R?) + m(R?) < oo (car lim,, 0 my, (R?) = m(RY)), il existe donc pg € N* t.q., pour

toutn € N,
\/wdmn —/wdm\ < €+|/1/Jp0dmn—/z/}p0dm|.

Comme ,, € C* (R% R), la premigre hypothese sur la suite (1m,,),ecn donne qu’il existe ng t.q. n > ng
implique | [ ¢,,dm, — [ 1p,dm| < e. on a donc, finalement,

on a donc

nzno:>|/¢dmn—/z/)dm|§25.
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Ce qui prouve bien que [ 1dm,, — [ dm, quand n — oo, pour tout ) € C.(R%, R).

2. Pour p € N*, on note B,, la boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne de R%). Montrer
qu’il existe une suite (¢p)pen+ C Ce(R% R) t.q., pourtout p € N*, 0 < ¢, <1, 0, = Lsur By et ¢ < 0pi1.
On utilise cette suite (¢, ),en+ dans les questions suivantes.

corrigé

11 suffit de prendre ,, définie ainsi :

op(z) =1siz € By,
pp(x) =p+1—|z|siz € Bpy1\ By,
wp(x) =0siz & Bpi1.

3. Soite > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q.: p > pg = /(1 — pp)dm < e.

corrigé
On utilise ici le théoréme de convergence dominée, la suite (1 — ¢,)pen+ converge p.p. vers 0 et est dominée
par la fonction constante et égale a 1 (qui est bien une fonction intégrable pour la mesure m). On a donc
lim, o0 [(1 — ¢p)dm = 0, ce qui donne le résultat demandé.

(b) Montrer que, pour tout p € N*, /(1 — pp)dm, — /(1 — ¢p)dm quand n — co.

corrigé
Ona [(1 - ¢p)dm, = mp(R?) — [ @,dm,. comme ¢, € C.(R%,R),ona [ ¢,dn, — [ @pdm (quand
n — oc). D’autre part, on a lim,, _, o, m,,(R?) = m(R?). On a donc finalement, quand n — oo,

/(1 — ¢p)dmy — m(R?) — /tppdm = /(1 — pp)dm.

(c) Montrer qu’il existe p; e N*t.q.:n €N, p > p; = /(1 — pp)dm, <.

corrigé

D"apres a), il existe po t.q. [(1 — ¢p,)dm < &/2. D’apres b), il existe ng t.q.

nZnO:/(l—gopz)dmnS/(l—gopz)dm—ke/l

On a donc
n>ng= /(1 — pp,)dmy, <e.

Comme (1 — ¢p) < (1 — ¢p,) sip > pa, on a aussi
n2n05p2p2:>/(1_¢p)dmn <e.
D"autre part, le théoreme de convergence dominée donne (comme en a) que, pour tout n € N,

lim [ (1-¢,)dm, =0.

p—o
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Pour tout n € 0,. .., np, il existe donc pa 5, t.q.

D> pan = /(1 —@p)dmy, <e.

On choisit donc p; = max{pa, max,—o,...,ng pgm} et on obtient bien p € N* et :

nEN,p2p1:>/(l—g0p)dmn§6.

4. Montrer que [ @dm,, — [ ¢dm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cy(R?,R) (on dit alors que la suite (m,)nen
converge étroitement vers m).
corrigé

Soit ¢ € Cy[R%,R) et e > 0. En écrivant que ¢ = @i, + ¢(1 — ¢,), on a, pour tout p € N*,

I/wdmn —/wdml < I/Wpdmn —/Wpdm\

Hiel (1= g+ el [ = pp)dm.
Les questions 2a) et 2¢) permettent de trouver pg € N* et ng € N t.q. les deux derniers de la précédente inégalité

soient inférieurs & € pour p = pg et n > ng. Puis, comme ¢, € C.(R? R), il existe ny t.q. le premier du
membre de droite de la précédente inégalité soit inférieur a € pour p = py et n > ny. On a donc finalement

n > max{ng,ni } = |/<pdmn — /cpdm| < 3e.

Ce qui prouve la convergence étroite de m,, vers m (quand n — o0).

5. Indiquer brievement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“R?" (dans les hypothéses et dans la question 4) par “§2 ouvert de R?".
corrigé

Pour la question 1, on remarque que toute fonction de C..(2,R) est limite uniforme de fonctions appartenant a
C(,R) (la démonstration, semblable au cas Q = R utilise le fait que, si p € C.(€2,R), la distance entre le
support de (, qui est compact, et le complémentaire de €2, qui est ouvert, est strictement positive. On rappelle
que le support de  est I’adhérence de 1’ensemble des points ol ¢ est non nulle).

Pour la question 2, on construit (avec la fonction “distance") une suite ¢, comme demandée en remplacant
simplement B), par B, N {z € Q, d(z,Q°) > 1/p}, avec d(z, Q°) = max{|z —y|, y € Q°}.

Pour les questions 3 et 4, on remplace simplement R? par €.
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Chapitre 17

Les espaces LF

17.1 Espaces [/, 1 < p <

Corrigé 101
Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,00[et A € T. On pose F' = {f € LE(E, T, m); f = 0 p.p. sur A}.
Montrer que F est fermé (dans LY (E, T, m)).

corrigé
Soient (fn)nen C Feet f € LE(E,T,m) t.q. f,, — f dans LL(E, T, m).

Grace a I'inégalité de Holder (inégalité (6.3) pour 1 < p < oo ou inégalité (6.13) qui contient aussi le cas p = 1),
on a, pour tout g € L (E, T, m) avec ¢ = -2~

|/fngdm /fgdm\ < /| Hgldm <|fn — fllpllglly = 0, quand n — oo,

et donc
/fngdm — /fgdm, quand n — oo. (17.1)

On prend alors g = (| f[)P " 1¢s03la — (If)P " p<0yla € LE(E,T,m)sip > letonprend g = 1p5031a —
1{f<0}1A S LH%O(E,T,’ITL) sip=1.
Comme f,,g = 0 p.p., on déduit de (17.1) que [ |f[P1adm = 0 et donc que f = 0 p.p. sur A.

Un autre démonstration est possible en utilisant la réciproque partielle du théoréme de convergence dominée (théo-
réme 6.3).

Corrigé 102
Soitp € [1,00] et C = {f € LP(R,B(R),A); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < oo et
d’intérieur non vide pour p = oc.

corrigé

Casp < c©

Soit f € C etsoite > 0. On va construire g € LP(R, B(R),\) t.q. g & Cet || f —gl|, < e. Comme € est arbitraire,
ceci montrera bien que f n’est pas dans I’intérieur de C' et donc, comme f est arbitraire, que C' est d’intérieur vide.
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On choisit, comme d’habitude, un représentant de f. On pose 4,, = {0 < f < n} € B(R). La suite (A,),en est
croissante et UpenA, = {f > 0}. Par continuité croissante de A, on a donc A(4,,) — A({f > 0}) = oo quand
n — oo. Il existe donc n € N* t.q. A(A,,) > 0. On choisit cette valeur de n et on pose A = A,,.

On prend maintenant m > (”T'H)p (ce choix sera bientdt compréhensible...) et, pour ¢ € Z, on pose B; =
AN [L, L[ Comme les B; sont disjoints 2 2 2 et que UsezB; = A, on a A(A) = Y, ., M(B;). Il existe donc

i € Z t.q. A(B;) > 0. On choisit cette valeur de 4 et on pose B = B; (noter que A\(B) < 1/m).

On construit maintenant g en prenant g(z) = f(z) siz € B®etg(z) = —1six € B. On a g mesurable et :

[lalram = [ fglram+ [ lgram < [17pdm+aB) <.
Be B

On adonc g € LP(R,B(R), ) (et g € LP(R, B(R), A) en confondant g avec sa classe d’équivalence). On a aussi
g ¢ Ccar \(B) > 0etg < Osur B. Enfin | f — g[[} < (n+ 1)PA(B) < W < &P (par le choix de m), donc
If = gllp <e.

Ceci montre bien que C' est d’intérieur vide.

Casp =0

Onprend f = 1g € L(R, B(R), A) (etdonc f € L>=(R, B(R), A) en confondant f avec sa classe d’équivalence).
On note B(f,1) la boule (dans L*°) de centre f et de rayon 1. Soit ¢ € B(f,1).Ona |l —g| = |f —g] <
IIf = glloo <1 p.p.. On en déduit que g > 0 p.p. et donc que g € C. La fonction f appartient donc a I'intérieur de

C, ce qui prouve que C' est d’intérieur non vide.

Corrigé 103 (Convergence essentiellement uniforme)
Soit (F,T,m) un espace mesuré, (f,),ecn une suite de fonctions mesurables de F dans R et f une fonction
mesurable de E dans R.

Montrer que ||f, — flloc — 0, quand n — oo, si et seulement si il existe A € T t.q. m(A) = 0et f, = f
uniformément sur A€, quand n — oo.
corrigé

On suppose que || fr. — f|loo — 0, quand n — oo.

Soitn € N,ona|f, — f| < ||fn — flloo p-p- (voir, par exemple, 1’exercice corrigé 4.32). 1l existe donc 4,, € T
t.q. m(A4,) =0et|(fr — f)(@)| <||fn — flloc pour tout x € AS.
On pose A = UpenAn, on a alors, par o—additivité de m, m(A) = 0 et, pour tout n € N :

sup [fn(z) = f(@)] < [[fn = flloo-
TEA®
On en déduit que f,, — f uniformément sur A¢, quand n — oco. Ce qui donne la propriété désirée.

Réciproquement, on suppose maintenant qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,, — f uniformément sur A€,
quand n — oo.

fn(y) — f(y)]. Comme m(A) = 0, on en déduit :

|frn = fI < sup |fu(y) — f(y)| p-p-s
yEA®

Soitn € N, on a, pour tout = € A°, | f,,(z) — f(7)] < sup,c e

et donc :

[fn = flloo < sup |fuly) = f(y)]-
yEA®
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Comme f,, — f uniformément sur A°, quand n — oo, ceci donne bien || f,, — f|lcc — 0, quand n — co.

Corrigé 104 (Densité et continuité en moyenne)

1. Soit p € [1, 00[. Montrer que C(R, R) est dense dans LE (R, B(R), A). Soit f € LE (R, B(R), \), montrer que
If—f(+h)|, — 0quand h — 0.

corrigé
Densité de C,. dans LP

On reprend ici la démonstration faite pour p = 1 (voir le théoréme 5.5)

Il est clair que C(R,R) C LP = LE(R, B(R), A). En confondant un élément de L£? avec sa classe d’équiva-
lence, on a donc aussi C..(R,R) C LP = LE(R, B(R), A) (ceci est aussi vrai pour p = o). L’objectif est donc
de montrer que pour tout f € LP et tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. || f — ¢||, < €. On va raisonner en
plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, &4, M et enfin LP).

(a) On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et A\(4) < oo.
Soite > 0. On prend la méme fonction ¢ que pour p = 1 (démonstration du téoréme 5.5). Ona ¢ € C.(R, R),

p=1sur K, p =0sur O°et 0 < ¢ < 1 (partout). Les ensembles K et O sontt.q. K C A C O et
MO\ K) < 2¢.0nendéduitque f —p =0sur K UO®et0 < |f — ¢| < 1, ce qui donne

If —¢llp < MO\ K) < 2,

et donc )
1f = ellp < (26)7.
Comme ¢ est arbitrairement petit, ceci termine la premiere étape.

(b) On suppose ici que f € £ N LP. Comme f € &, il existe a1,...,a, > Oet Ay,..., 4, € T tq.
f=>"a;14,.Comme f € L, on a, pour tout i, at \(4;) < [ |f[Pdm < oco. Donc, A(4;) < .

Soit ¢ > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I'existence de ¢; € C.(R,R) t.q. ||[14, — ¢ill, < £. On pose
o =>" aip; € Ce(R,R) etonobtient || f — ¢||, < (31—, a;)e (ce qui est bien arbitrairement petit).

(c) On suppose ici que f € M N LP.

Soit € > 0. Comme f € M., il existe une suite (f)nen C €+ t.q. frn T f quand n — co. La suite
(f — fn)nen estdonc dominée par f € LP. Le théoréme de convergence dominée donne alors que (f — f,,) —
0 dans L? quand n — oo. On peut donc choisir g = f,, € £ t.q. || f — g/, <e.

L’étape 2 donne alors I’existence de ¢ € C.(R,R) t.q. ||g — ¢||, < e. D’ott ’on déduit || f — ¢||, < 2. Ce
qui termine 1’étape 3.

(d) On suppose enfin que f € LP.

Soit e > 0. Comme f* € M, N LP, I'étape 3 donne qu’il existe @1, p2 € C.(R,R) t.q. ||[fT — p1], < eet
Ilf~ — @2ll, <e. Onposealors ¢ =1 — 2. Onayp € C.(R,R)et||f — ¢, < 2e. Ce qui prouve bien la
densité de C..(R,R) dans LP.

Continuité en moyenne

On raisonne ici en 2 étapes :
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(a) Soit ¢ € C.(R,R). La fonction ¢ est donc uniformément continue, ce qui donne
sup |¢(x + h) — o(x)| — 0 quand h — 0.
z€R

Soit a > 0 t.q. ¢ = 0 sur [—a,a]®. Pour h € R t.q. |h| < 1, on a donc, comme p(xz + h) — p(x) = 0si
x¢g[-a—1,a+1],

/ lp(x 4+ h) — p(z)|Pdz < (2a + 2) sup [p(x + h) — @(x)|P — 0, quand h — 0.
z€R

On en déduit que ||¢(- + h) — ¢||, — 0 quand h — 0.

(b) Soit f € LP. L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(-+h) € LP pour tout h € R.
On veut maintenant montrer que || f(- + k) — f||, — 0 quand h — 0.

Soit &£ > 0. D’apres la densité de C, dans L?, il existe ¢ € C, t.q. || f — ¢l||, < e. Linvariance par translation
de la mesure de Lebesgue donne || f(- + h) — ¢(- + h)|l, = ||f — ¢||p. On a donc, pour tout h € R :

1FC+h) = fllp < 20F = @llp + lle(-+h) = ¢llp < 26+ [lp(- + h) = ¢llp-
D’apres la premiére étape, il existe n > 0 t.q.
|hl <n = lle(-+h) —pl, <e
Donc,

|| <n=f(-+h) = flp < 3e.
Ce qui prouve bien que f(- + h) — f dans L?, quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo ?

corrigé
Les assertions précédentes sont fausses pour p = 0o, comme cela est montré dans 1’exercice 8.3.
(a) Onabien C.(R,R) C Lg°(R, B(R), A) mais le résultat de densité est faux. On prend, par exemple, f = 1jg 1.
1l est facile de voir que || f — @[l > 1, pour tout ¢ € C.(R,R).
(b) On prend ici aussi f = 1jo ;. Il est facile de voir que || f(- + h) — f[lcc = 1 pour tout h # 0.

Corrigé 105 (Produit L? — L9)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,4o0] et g le conjugué de p (i.e. ¢ = p%l). Soient (fn)nen C
LE(E,T,m), (gn)nen C LE(E,T,m), f € LE(E,T,m)etg € LL(E,T,m) tq. f, — f dans LE(E, T,
m) et g, — g dans L (E, T, m). Montrer que [ f,g,dm — [ fgdm lorsque n — +oc.

corrigé
On remarque d’abord que le lemme 6.2 (ou la proposition 6.9 pour avoir aussi le cas p = oo ou ¢ = co0) donne que
fg € LL(E, T,m) et fogn € LL(E, T, m) pour tout n € N. Puis, on utilise I'inégalité de Holder (lemme 6.2 et
proposition 6.9) pour obtenir

| [ fagndm — [ fgdm| < | [(fo = )gndm|+| [ f(gn — g)dm|
< = Flpllgnlle + 1 £llpllg = gnllq = 0, quand n — oo,
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car || fn, — fllp = 0,1l — gnllq = 0 (quand n — o0) et la suite (||g,||q)nen est bornée car la suite (g, )nen est
convergente dans L9.

Corrigé 106
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C Ly(E, T, m), (gn)nen C L (E, T, m), f € Ly (E, T, m) et g
€ L (E, T, m). On suppose que f, — f dans L} (E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans L (E, T, m). Montrer que f,,gn, — fg dans LL(E, T, m).

corrigé
Cette question a été faite dans 1’exercice 6.7, corrigé 105.

2. On suppose maintenant que g,, — ¢ p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir f,g, — fg
dans LL(E, T, m).

corrigé
Onprend (E,T,m) = (R, B(R), A). On prend f = g = 0 et, pour n € N*,
fn =0gn = \/51]07%[~
On abien (fy,)nen C Ly (E, T,m), (gn)nen C L (E,T,m), f € Ly(E,T,m)etg € L (E, T, m) (comme
d’habitude, on confond un élément de L avec sa classe d’équivalence).
On a aussi f, — Odans Ly (E, T, m) (car || ful1 = —=), gn — 0 p.p. et fngn # 0dans LL(E, T, m) car

vn
| fngnll1 = 1 pour tout n € N.

3. On suppose maintenant que g, — g p.p- et qu’il existe M € R t.q. ||gn|lcc < M. Montrer qu’on a alors
fngn — fgdans L (E, T, m).

corrigé
On remarque d’abord que fg € LL(E,T,m) et fng, € LL(E,T, m) pour tout n € N (voir la proposition 6.9).
Puis, on écrit

| / Fugndim — / fgdm] < / o = fllgaldm + / 1£llgn — gldm. (17.2)

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers O car il est majoré par M|| f,, — f]|1 qui tend
vers 0 quand n — oo.

Pour montrer que le deuxieme terme de cette inégalité tend aussi vers 0, on pose h,, = | f||gn, —g|. Onah,, — 0
p.p. car g, — g p.p., quand n — oo. On a aussi 0 < h,, < 2M|f| € LL(E, T, m) (en effet, comme g, — g
p.p- et |gn| < M p.p.,onaaussi |g| < M p.p.). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée. Il
donne que [ h,dm — 0. On en déduit que le deuxiéme terme de (17.2) tend vers 0 quand n — oo et donc que
fngn — fgdans L(E, T, m) quand n — oc.

Corrigé 107 (Inégalité de Hardy)

Soit p €]1, 0o[. On note LP I’espace LE(]0, oo, B(]0, oc[), A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de 0, co|).

Soit f € LP. Pour z €]0, 00[, on pose F(z) = L [ f1)y ,;d\. Le but de I’exercice est de montrer que F € L7 et
1Elp < 555711 F1l-
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1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, 0o[) (c’est-a-dire que f est continue et a support compact dans
10, oa)).
(a) Montrer F' € C'(]0, oc[) N LP. Montrer que xF'(x) = —F(x) + f(x) pour tout z > 0.
corrigé
On pose G(z) = [ f1j9 ,(dA pour z €]0, oo[. Comme f est continue, la fonction g est de classe C'* sur |0, oo
(et G’ = f). On en déduit que F est aussi de classe C'* sur |0, oo].

Comme f est a support compact dans |0, o], il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q. f(x) = 0siz < aou
x > A. La fonction f est bornée (car continue sur le compact [a, A] et nulle en dehors de ce compact), on
note M = sup{|f(x)|; z € [a, A]}.Onaalors |F(z)| < Wl[am[(l’) pour tout z €]0, oo[. On en déduit
que FF € LP carp > 1 (eton aussi F' € L™).

Comme zF(z) = G(z), onabien zF'(z) + F(z) = G'(x) = f(x) pour tout z €0, co].

(b) On suppose, dans cette question que f(z) > 0 pour tout z €]0, oo|.
Montrer que [ FP(z)dz = P Lo [ FP~!(z) f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]
Montrer que [|Fl, < 7551 f]p-
corrigé
Soit n € N*. En intégrant par parties (entre F? et 1) sur |0, n[, on obtient :

/” FP(z)der = — /onple’(x)xdx + FP(n)n

0 0

2/ pr(J:)dx—/ pFP~ f(x)dx + FP(n)n,
0 0

et donc : " "
_ D — p—1 _ [P .
(p 1)/O FP(z)dz /0 pFP™" f(z)dz — FP(n)n

Comme 0 < FP(n)n < -+ M(A —a) — 0, quand n — oo (ol a, A, M sont définis a la question précé-
dente) et que F), f € LP, on en déduit :

/Ooo FP(z)dz = ;%1 /OOC FP=Y(2) f(x)dz.

En utilisant I'inégalité de Holder (entre f € LP et FP~! € L£7°7) on déduit de la précédente inégalité :

~ pr _p )5
| e < i [ @)

et donc (comme F' € L) [|F[|, < 22| ]l

(c) Monter que [|F'[|,, < 225 || f]|, (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout z €]0, oo]).

corrigé
S 10,2{dA pour z > 0. La question précédente donne que H € LP et
< H(z) pour tout z > 0, on a donc [|F'[|, < [[H||, < 25 f]lp-

=

11 suffit de con51derer H(z
1H]lp < 55511 fllp- Comme IF z

~8

=
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2. On ne suppose plus que f € C.(]0, o0]).

(a) Montrer qu’il existe (fy,)nen C Cc(]0,00[) t.q || fn — fllp — 0 quand n — co. [On pourra utiliser la densité
de C.(R, R) dans LE (R, B(R), A), exercice 6.4.]
corrigé
On définit g par g = f sur J0,00[ et g = 0 sur ] — 00, 0]. On a donc g € LP(R, B(R), A). il existe donc
(gn)nen C C.(R,R) t.q. g, — ¢ dans LP(R, B(R), \) quand n — co. On note §,, la restriction de la
fonction g,, a ]0, co[. La suite (g,,)nen converge donc vers f dans £, mais les fonctions g,, ne sont pas
nécessairement a support compact dans ]0, oo[. Il faut donc les modifier “légerement”.

On se donne une fonction ¢ € C(R,R) t.q. ¢ = Osur]—1,1[ et p = 1sur]—2,2[°. On pose v, (z) = p(mz)
pour x € R et m € N*. Le théoreme de convergence dominée donne alors que, pour tout n € N, on a
©mGn — G, dans LP(R, B(R), \) quand m — oco. Pour tout n € N, on peut donc choisir m,, € N* t.q.

l6m, G0 = Fnllp < 737 Onpose fr = o, Gy, onabien (fo)nen C Ce(]0, 00f) et || fo — fl, — 0 quand
n — 00.

(b) Montrer que F' € C(]0, 0o[) N L? et que [ F[|, < 2| fll,-
corrigé
On pose G(z) = [ fljo,x[d) pour z €]0, co[. On remarque que G' € C(]0,00]) carsi 0 < z < y < oo, on
a (en utilisant I'inégalité de Holder) |G(z) — G(y)| < [|f1jzyd) < || fllp(y — as)l_%. On a donc aussi
F € C(]0, 00).

Soit (f5)nen C Ce(]0,00]) t.q. || fn — fll = 0 quand n — oco. On pose F,,(z) = L1 [ f,1}9 ,(dA. On a donc
F, € LPet

p
1Enllp < 2= fullp- (17.3)

Pour z €]0, o[, on a (en utilisant I'inégalité de Holder) |F, (z) — F(z)| < 1| f, — f||px1_%. On en déduit
que F,, — F p.p.. Il suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou a la suite (|F},|?)nen pour déduire de (17.3)
que F' € LP et [|Fll, < ZE5 1 £,

3. Montrer que sup{ ||“I;‘|||P, feL? ||fllp # 0} = ;5 (dans cette formule, I est donné comme précédemment a
D

partir de f). [On pourra considérer la suite (fy,)nen+ définie par f,,(t) = t v 1j1,,((t) pour ¢ €]0, co[.]
corrigé

Soit n > 2 et f,, définie par f,(t) = t_%l]lyn[(t) pour t €]0,00[. Ona f,, € LP et || fu|, = (log n)%.

On pose Fy,(z) = L [ fn1)0,4d) et on cherche maintenant a minorer || F},||,,. On remarque que F, () > 0 pour
tout z €0, oo| et :
1, »=
Fo(z) = %E(x% —1), pour z € [1,n]. (17.4)

Soitn > 0. Il existe A > 1 t.q.:
p=1 p=1
x>A=zx7r —1>0-nz »,

et donc, en utilisant (17.4), on obtient :

P "1 1 D 1
w> A=y > Lo - anh = 2= n)ogn —log )

393



Comme || fy ||, = (log n)%, on en déduit que limsup,,_, . |“|I;:|“|: > 555 (1 —n). Comme > 0 est arbitraire-
ment petit, on a donc lim sup,, , |“|I;"|“|” > %, ce qui donne :
nlip
1] p
sup{1—", f € L7, [[fllp # 0} > ——.

£l p—1

La mojoration donnée a la question 3 permet de conclure :

11l
£l

S EL | flp# 0} =

sup{

Corrigé 108 (Continuité d’une application de LP dans L9)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, oo et g une application continue de R dans R t.q. :

3C € RY; |g(s)| < Ols|e +C, Vs € R. (17.5)

1. Soitw € LE(E, T, m). Montrer que g o u € LL(E, T, m).

corrigé
Cet exercice est tres voisin de 1’exercice 4.35 correspondant au cas p = ¢ = 1, le corrigé des 3 premicres
questions va donc suivre essentiellement le corrigé 84.

La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu T") dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-
a-dire mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit, par composition, que g o u est mesurable
(de E dans R).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)] < 2C et donc |g(s)|? < 27C7. Pour s € R\ [—1,1], on a |g(s)| < 2C|s|7 et
donc |g(s)]? < 29CY|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|? < 29C'7 4 27C'7|s|P. On en déduit que, pour tout
x € E,|gou(x)|? = |gu(x))|? < 21C7+ 21C?|u(z)?, et donc :

/|g oul?dm < 2909 |ul|p + 21CIm(E),

ce quidonne gou € LL(E, T, m).

On pose L" = Ly (E,T,m), pour r = petr = ¢q. Pour u € L?, on pose G(u) = {h € LL(E,T,m); h =gowv
p.p.}, avec v € u. On adonc G(u) € L1 et cette définition a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas
du choix de v dans u.

corrigé

La démonstration du fait que cette définition a bien un sens est essentiellement identique a celleducasp = ¢ =1
(exercice 4.35, corrigé 84). Elle n’est pas demandée ici.

2. Soit (tn)neny C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout » € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L9.

corrigé
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Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de u et
F, notés toujours u et F. Comme u,, — u p.p. quand n — oo et que g est continu, il est facile de voir que
g o U, — goup.p.. Onadonc G(u,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o up| < Clun|7 + C < C|F|4 + C p.p. et donc |G(uy,)| < C|F|7 + C p.p., pour
toutn € N.

Comme F' € FP,ona |F|% € L7 Les fonctions constantes sont aussi dans L7 (car m(E) < 00). On a donc

C|F |§ + C' € L4. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée dans L¢ (théoreme 6.1), il
donne que G(uy,) — G(u) dans L? quand n — oo.

. Montrer que G est continue de LP dans L9.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans L. Il existe donc u € LP et
(un)neny C LP t.q. up — wdans LP et G(u,) 4 G(u) dans L? quand n — oo.

Comme G(u,) 4 G(u),ilexistee > 0etyp : N— Ntq. p(n) — coquand n — co et :
|G (typ(n)) — G(u)|lq > € pour tout n € N. (17.6)

(La suite (G(uyp(n)))nen est une sous suite de la suite (G'(un))nen.)

Comme u,(,,y — wdans L”, on peut appliquer le théoreme 6.3 (“réciproque partielle de la convergence dominée
dans L?"). Il donne I’existence de ¢ : N — Netde F' € L t.q. ¢)(n) — 0o quand n — 00, Uyoy(n) — U P-P-
et [Ugoy(n)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (Ugoy(n))nen €St une sous suite de la suite (g (n))nen)-

On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (%goy(n))nen. Elle donne que G (uypoy(n)) — G(u) dans
L9 quand n — oo. Ce qui est en contradiction avec (17.6).

. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (17.5).
On va construire u € L' t.q. G(u) & L'.

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe c,, € R tel que : |g(ay,)| > n|a,| et |a,| > n.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)|,
s € [-n,n]}. On a M < oo car g est continue sur le compact [—n, n] (noter que n est fixé). en posant
C' = max{n, M}, on a donc :

lg(s)| < Cls| + C, pourtout s € R,

en contradiction avec I’hypothese que g ne vérifie pas (17.5).

Il existe donc s, t.q. |s| > net |g(s)| > n|s|. Ceci prouve I’existence de .

(b) On choisit une suite (v, ),en+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
@
— = 1.
Z |t [n?

corrigé

395



Comme «,, > n,on a i

—1 < L etdonc:
an|n n

O<ﬁzz#<oo.

22 Tl

On choisit alors o = %

(c) Soit (an)nen+ une suite définie par: a; = 1l et ant1 = an — (ou «y, et o sont définies dans les 2

|an [n?
questions précédentes). On pose u = 3% @y l(,. ., 4. Montrer que u € L' et G(u) ¢ L.

corrigé

. «
Pourn > 2,onaa, =1 — n_l _

ZBonaan =1 e o 1
Grace au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € N*, et a,, | 0, quand n — oo.

La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone (plus précisément, on utilise
sa premiere conséquence, le corollaire 4.1) :

a
/|u\d)\ = E lan|(an — ant1) = E 3 < 0.
neN* neN*

Donc, u € £ et aussi u € L! en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u = Z:ﬁ 9(an)1a, 1 .a,[- Onadonc :
o
[lgeuidr= 3 lotanl(en a2 3 & = o
neN* neN*

ceci montre que g o u & L' et donc G(u) ¢ L.

Corrigé 109 (Convergence p.p. et convergence des normes, par Egorov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co. On note L? I’espace L (E, T, m). Soit ( f,, ), une suite d’éléments
de LP et f € LP. On suppose que f,, — f p.p., quand n — oo.

1. Montrer que || f||, < liminf, o || fn|lp- [Traiter séparément le cas 1 < p < co et p = c0.]
corrigé

On suppose que lim inf,, o || fn]|, < oo (sinon, I'inégalité a démontrer est immédiate). Comme d’habitude, on
choisit des représentants de f, et de f (qui sont donc dans LP).

Pour p < oo, on utilise le lemme de Fatou (lemme 4.6) a la suite (g, )nen OU g, = |frn|P. Comme g, — | f|P

p.p-, Il donne :
/|f|pdm < linl}inf/\fﬂpdm.

On en déduit que || f||, < liminf, o || fullp-

Pour p = oo, il existe A € T t.q. m(A°) = O et f,(z) — f(z), quand n — oo, pour tout z € A. Pour tout
n € N, il existe A, € T t.q. m(AS) = 0et f,(z) < ||fnllco pour tout z € A,. Onpose B = AN (NpenAn),
de sorte que B € T'et m(B°) = 0.Pourz € B,ona:

f(x) = lim fo(2) = liminf f,,(z) < liminf | f{le.
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On en déduit que || f]|oo < liminf, oo || frlloo-

2. Enprenant (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A) (ot A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1]), donner
un exemple pour lequel la suite (|| f,,||p)nen converge dans Ret || f||, < lim, ey || fn|lp- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 < p < oo et p = 00.]

corrigé

Pour p < oo, on peut prendre f, = nil]oyi[ (et f =0p.p.).
Pour p = 00, on peut prendre f,, = 1y 1| (et f =0 p.p.).

Pour la suite de ’exercice, on suppose que || fr |, — ||f

p> quand n — oo.

3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) On suppose que m(F) < oo. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. On choisit
aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et ¢ > 0. On suppose que f,, — f uniformément sur
A°. Montrer qu’il existe ng t.q. :

n2n0:>/ |fn|dm§6+/ | fldm.
A A

corrigé

/ fuldm = / \fldm + / (ful = 1f))dm
A A A 17.7)
:/ Fldm + [ Falls — 111 +/ (1] = 1 ful)dm.

A Ac

Pourn € N,ona:

Soit & > 0. Par convergence uniforme de f,, vers f sur A¢ (qui est de mesure finie car m(F) < 00), il existe
n t.q.

n>m = /Ac(lfl \fal)dm < /A fu— fldm < <.

Comme ||f,|1 — ||f|l1, quand n — oo, il existe ny t.q. n > ny = ||full1 — [|f]1 < e. Pour ng =
max(n,ng), on a donc :

n2n0$/|fn|dm§/|f|dm+25.
A A

ce qui donne le résultat demandé.

(b) On suppose que m(E) < oo. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oo. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]
corrigé

Soit € > 0. D’apres la proposition 4.9 page 91, il existe § > 0 t.q.
(AET, m(A) gé):/ \fldm < e.
A

Le théoreme d’Egorov (théoréme 3.2) donne I’existence de A € T t.q. m(A) < ¢ et f,, — f uniformément
sur A¢. On a donc :
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J 1= flam < [ A= glam+ [ \fulame+ [ |flam.

Ona [ 4 |fldm < e. Par la question précédente, il existe ng t.q.

n2n0:>/|fn|dm§/|f|dm+26§3a.
A A

Par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe n; t.q.

n>ng = [fn— fldm < m(E)sup|fn — f| <e.
A Ae
On a donc finalement :

n > max(ng,ni) = / |fn — fldm < 5e.

Ce qui prouve que f,, — f dans L', quand n — oo.

(c) On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe C' € T't.q. :

m(C) < o et / \fldm < e.

c

corrigé

Cette question est résolue dans la proposition 4.9 page 91.

(d) On suppose que m(FE) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand n — co.
corrigé
Soit & > 0. La question précédente donne Iexistence de C' € T t.q. m(C) < et [, |fldm < e.

La proposition 4.9 donne ici aussi I’existence de § > 0t.q. (A € T, m(A) <6) = [, |fldm <e.

Le théoreme d’Egorov (appliqué a la mesure définie par mo(B) = m(B N C) pour B € T, qui est bien une
mesure finie sur 7') donne I’existence de A € T t.q. m(ANC) < d et f,, — f uniformément sur A°. On a
donc :

Jiga=sidms [ A= flam+ [ Apldme [ gidm.
AencC Auce AuCe
Parle choix de Aetde C,ona [, . |fldm = [ 4ncyuoe [fldm < [0 [fldm + [o. [ fldm < 2e.

En reprenant la question 3a, on remarque que ’hypothése m(E) < oo n’a été utilisée que pour dire que
m(A°) < oo. Ici, comme m(A° N C') < oo, la méme démonstration donne donc qu’il il existe ng t.q.

n>ng = |fn|dm§/ |fldm + 2e < 4e.
Auce Auce
Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe n; t.q.

nz=ng = ‘fn7f|dm§m(c)sup|fn*f|Sa'
AenC Ac
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On a donc :
n > max(ng,n1) = / | fro — fldm < Te.

Ce qui prouve que f,, — f dans L', quand n — oc.

. Dans cette question, on suppose que 1 < p < oo. Montrer que f,, — f dans L”, quand n — oo. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le cas p = 1.]

corrigé
On traite directement le cas général (c’est-a-dire m(E) < 00). Soit € > 0. Comme |f|P € L', La proposition
4.9 donne Iexistence de C' € T t.q. m(C) < oo et [. |f[Pdm < e. Elle donne ici aussi I’existence de § > 0
tq. (AeT,m(A) <6)= [, |flPdm <e.

On applique maintenant le théoreme d’Egorov avec la mesure mo (comme a la question précédente) et pour
les suites (frn)nen et (|fn|?)nen. On obtient (en prenant I’'union des ensembles donnés par le théoréme pour
ces deux suites) I’existence de A € T t.q. m(ANC) < 4, f,, — f uniformément sur A et |f,|P — |f?
uniformément sur A .Ona:

/\fn—f|pdm§/ |fn—f|pdm+2p/ \fn|pdm+2p/ | f|Pdm.
Aenc Auce Auce
Par le choix de A etde C,ona [, o [f[Pdm = [ onoyice [fIPdm < [0 [fPdm + oo [f[Pdm < 2e.

Comme a la question précédente, en reprenant la question 3a, on obtient qu’il existe ng t.q.
n>ng = |fn|pdm§/ |f|Pdm + 2e < 4e.
AuCe AuCe

En fait, pour montrer cette inégalité avec la question 3a, on remplace (17.7) par :

/ \fulPdim = / flPdm + / (ful? — £17)dm

A c AUCe AUCe

- f FPdm + 1 fall?— 1712 + / (7P — [ fal?)dm,
AUCc

AenC

et on utilise la convergence de || f,||h vers || f||}, la convergence uniforme de [f,[” vers |f[P et le fait que
m(C) < oo.

Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe n t.q.
n>n; = |fro = fIPdm < m(C)sup|fn, — fIF <e.
AenC Ae
On a donc :

n > max(ng, n1) = / | fro — f|Pdm < 2P(7¢).

Ce qui prouve que f,, — f dans LP, quand n — oo.

. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1]), A). Donner un exemple pour
lequel f,, / f dans L*°, quand n — co.

corrigé
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Pourn > 2, on pose f = 1]%’1[ et on définit f,, ainsi :

fn(x)zosiOSxS%,
falz)=n(z—3)sig <oz <5+,

L) =1sit+1 <<,
fn(z) s+t o

On a bien, quand n — 00, f, = f PP || falloo = || ]l €t fr 7 f dans L™ (car || f, — f|loc = 1 pour tout
n > 2).

Corrigé 110 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 0o], on note L? I'espace LY (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f,, — f p.p. et que || f,|l, —
I ]|, quand n — oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fn| + | f| — | fn. — f| (en ayant choisi des représentants de
fn et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L'.
corrigé

Comme | f — f,.| <|f|+|fn|, on abien g, > 0.Comme g, tends p.p. vers 2| f|, le lemme de Fatou (lemme 4.6)

donne :
/2|f\dm < liminf/gndm.
n—oo

Comme || f»|[1 = ||f]|1, on aliminf, o [ gndm =2 [ |f|dm — limsup,,_, . [ |f — fn|dm. Onadonc:

[ 2ifiam <2 [ I51dm ~twmsup [ 1f  fldm.

n—oo

On en déduit que limsup,,, ., [ |f — fu|dm < 0, et donc que f,, — f dans L'.

2. On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.
corrigé
On prend maintenant g,, = 27| f,|P + 27| f|P — [ fn — f|P. Comme | f — fu| < [f]+|fn] < 2max{[fn], ||}, on
alf — ful? < 2P max{|fnl,|f|}? < 2?P|fn|P + 2P| f|P. On a donc g, > 0. Comme g,, tends p.p. vers 2P| f|P,
le lemme de Fatou (lemme 4.6) donne :

/2p+1|f\pdm < linlinf/gndm.

Comme || full, = [|f]l, ona

liminf/gndm:2p+1/|f|pdm—1imSUp/|f_fn|pdm-

n—oQ n—oo

On a donc

/2p+1|f|pdm < 2p+1/|f\pdm—limsup/\f—fn|pdm.
n—oo

On en déduit que limsup,,_, . [ |f — fn[Pdm <0, et donc que f,, — f dans LP.
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Corrigé 111 (Compacité LP — L9)
Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, on note L" I’espace L (E, T, m) (et L”
Pespace L (E,T, m)).

1. Soit 7 > 1 et (g, )nen une suite bornée de L”. Montrer que la suite (gp,)nen est équi-intégrable, ¢’est-a-dire
que :

Ve >0, E|§>Ot.q.n€N,A€T,m(A)§6é/ |gn|dm < e.
A

[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

corrigé
En utilsant I’inégalité de Holder (inégalité (6.3)) entre r €]1, 00| et son conjugué et les fonctions g, et 14, on
obtient, pour tout A € T de mesure finie :

/A |gn|dm < HgnHrm(A)li%-

Si C est un majorant de {||gn |-, n € N}, il suffit donc de prendre § > 0 t.q. C'~+ < & (ce qui est possible car
r > 1) pour avoir le résultat demandé.

Soit 1 < p < ¢ < oo et (fn)nen une suite bornée de L?. On suppose dans toute la suite que f, — f p.p. quand
n — oo.

2. (Compacité LP — L9.) On suppose que m(E) < oo.

(a) Montrer que f € L (au sens “il existe g € L7 t.q. f = g p.p.").
corrigé
Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,. Il existe A € T t.q. m(A) = O et
fu(z) — f(z), quand n — oo, pour tout € A°. On pose g(x) = f(z) pour x € A°et g(x) = 0 pour
x € A, de sorte que g = f p.p. et g(x) = lim,, 00 frnlae(x) pourtout z € E.

Si g < oo, on applique le lemme de Fatou & la suite (| f,,|%)nen. Il donne :

/|g|qdm < liminf/ | fn]dm < C1,
n—oo
ot C' est un majorant de {|| f,,||q» » € N}. Onadonc g € L9 etdonc f € L9 (au sens demandé).
Si g = oo, comme |f,,| < || fulloo P-p-» on déduit de g(z) = limy, 00 fr1a(x) pour tout z € E le fait que

l9lloc < C p.p., ot C est un majorant de {|| f,|/c0, » € N}. On a donc, ici aussi, g € £>° et donc f € L
(au sens demandé).

(b) Montrer que f,, — f dans LP quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g,, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours. |

corrigé
La suite (g, )nen est bornée dans L”, avec r = € > 1. Elle est donc équi-intégrable (par la question 1).

Comme elle converge p.p. vers 0 et que m(FE) < oo, le théoréme de Vitali (théoreme 4.8) donne que la suite
(gn)nen converge vers 0 dans L et donc que f,, — f dans LP quand n — oo.
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3. On suppose que m(E) = occ.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < oo. Montrer que f,15 — f1p dans LP quand n — oo.
corrigé

On définit la mesure mp sur T en posant m(A) = m(A N B) pour tout A € T. la mesure mp est finie.
On peut donc appliquer la question 2 avec cette mesure. On obtient que f,, — f, quand n — oo, dans
I'espae L (E, T, mp). Ceci qui donne que f,1p — f1p dans LP quand n — oo (car, [ |f, — f|P1pdm =

f |fn - f|pde)

(b) On prend ici (E, T, m) = (R, B(R),\), ¢ = 2,p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel ( f,)nen C L,
fn # 0dans L' quand n — oo (et (f,,)nen bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand n — 00).
corrigé

On peut prendre, par exemple, f, = 1y, pi1]-

Corrigé 112 (Caractérisation de £>)

Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1,00], on note LP I'espace LE (X, T, m). Soit f une application de
X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f,, € L® et g, € L2 t.q. f = fn + Gn» [ fulleo < 1et
[gnll1 < L. Montrer que f € L et || f[|oe < 1.

corrigé
On remarque d’abord que f est mesurable car f; et g; sont mesurables. Puis, pour montrer que f € £°°, on peut,
par exemple, procéder de la maniere suivante.

Soite > 0. Soit n € N*. Comme |f,,| < 1p.p.,ona|f| <1+ |gn|p.p. et donc

m({lfl = 1+¢e}) <m({lgn| = €}).

Puis, comme m({|gn| > €}) < L [|gn|dm < -L, on en déduit (quand n — oo) m({|f| > 1 +¢}) = 0.

ne’
Finalement, comme {|f| > 1}) = Upen-{|f| = 1+ 1}, la o-additivité de m donne m({|f| > 1}) = 0 et donc
|f] < 1p.p.. Ceci donne bien f € L® et || f|loo < 1.

NB. Une autre méthode consiste a utiliser le théoréme 6.3. Il donne que, apres extraction éventuelle d’une sous
suite, on a g,, — 0 p.p. (quand n — o0). On a donc f,, — f p.p.. De || fnllco < 1, on déduit alors || f||oo < 1.

Corrigé 113 (Exemples de v.a. appartenant a L9)

Soit (£2, A4, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de
q € [1, 0o] pour lesquels la variable aléatoire X appartient a I’espace L4(S2, A, P) :

1. X suit une loi exponentielle £(A\) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—Az)1jg o0 pour € R).
corrigé

Soitq € [1,00[, ona:

/ | X |9dP = / |x|9dPx (x) :/ i exp(—Az)dxr < oo,
Q R 0

car la fonction z +— |x|9\exp(—Ax) est intégrable par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur RT. On a donc
X e LYQ, A, P).
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Soit maintenant ¢ = co. Pour tout a > 0, on a, avec A =Ja, 00| :

P[X >a] = / 14(X)dP = /]R 1a(z)dPx(x) = /OO Aexp(—Az)dz > 0,

Q

car Aexp(—Az) > 0 pour tout z > a. Donc X ¢ L>=(Q, A, P).

. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,
avec f(z) = £ 5 pour z € R).
corrigé

11 suffit ici de considérer lecas g = 1.On a :

o0 o0 1
/|X|dP:/|x|dPX(x) > 5/ T de> 5/ ~ dz = oo.
Q R T Jo x?+c? ). 2z

On adonc X ¢ L*(Q, A, P), ce qui donne aussi X ¢ L4(Q2, A, P) pour tout q € [1,00] (car L4(Q2, A, P) C
LY(Q, A, P) pour g > 1).

. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0, 1[) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~1, pour tout k € N*).
corrigé
Onnote Ay = {X =k} = {w € Q, X(w) = k} et A = U2, Ay. Par g-additivité de P, on a P(A) =
e P(Ag) =X 02, p(1 —p)k~! = 1. On a donc P(A°) = 0.

Soitg € [1,00[,ona:

[ ixrap = [ xpap =37 [ (xjap = 3D wp-pt <o,
Q A =1 A Pt

car la série de terme général k9p(1 — p)*~! est convergente (pour le voir, il suffit, par exemple, de remarquer
que

q _ )k a(1 —
i kDA —p)t (R 1)1 —p)
k—o0 kqp(l *p)kfl k—o0 ka

Onadonc X € L1(Q, A, P).
Soit maintenant ¢ = oo. Pour touta > 0,ona P[X > a] > P(Ag) > 0sik > a.Onadonc X ¢ L™ (Q, A, P).

=1-p<1.

17.2 Espaces de Hilberts, espace 1>

Corrigé 114
Soit (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’élements de L3 (E, T, m) deux a deux orthogonaux.
Montrer que la série Y fn converge (dans L?) si et seulement si ), .\ || fn||3 est convergente (dans R).

corrigé

Comme L3 (E, T,m) est un espace complet, la série ) fn est convergente dans Lg (E, T, m) si et seulement
la suite des sommes partielles, (>, _, fx)nen, est de Cauchy (dans L?). Cette suite des sommes partielles est de
Cauchy si et seulement si elle vérifie :
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m

Ve>0,§|not.q.m2n2n0:>||ka|\§§5. (17.8)
k=n

Le fait que les f;,, soient deux a deux orthogonaux nous donne (théoréme de Pythagore) que
m m
[ Z fill3 = Z I fell3-
k=n k=n

L’assertion 17.8 est donc équivalente a dire que la suite (3 ,_g || fx|3)nen est de Cauchy (dans R), ce qui est
équivalent a dire que la série Y-, || fn||3 est convergente (dans R).

Corrigé 115 (L” n’est pas un espace de Hilbert si p # 2)

Montrer que L% (R, B(R), \) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2.
[Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut 1’identité du parallelogramme, c’est-a-dire 1’identité
(6.18) page 139.]

corrigé
On prend f = 1jgf et g = 1j3 o[, de sorte que f € LR (R, B(R), A), g € LR(R, B(R), A) (avec la confusion
habituelle entre une classe et I'un de ses représentants) et que :

1
1fllp = llglly =1, [If + gllp = [If — gll, = 27.

2
Pour p # 2, onadonc || f + g[[7 + [/ — gllf = 2(2¥) # 4 = 2|/ fI|} + 2[lg]l5-
L’identité du parallelogramme, c’est-a-dire 1’identité (6.18) page 139, n’est donc pas satisfaite (pour p # 2), ce qui
prouve que, pour p # 2, la norme || - ||, (sur LE (R, B(R), \)) n’est pas induite par un produit scalaire.

Corrigé 116 (projection sur le cone positif de L?)
Soit (X, T, m) un espace mesuré et £ = LZ(X,T,m). Onpose C = {f € E, f > 0p.p.}.

1. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de E.

corrigé

~-C#fpcar0eC.

—Soit f,ge Cett€[0,1].0natf+ (1 —t)g € L?* = L4(X,T,m), car L> estune.v.,,ettf + (1 —t)g >0
p-p--Onadonctf + (1 —t)g € C, ce qui prouve que C' est convexe.

— Soit (fu)nen C C t.q. fn — f dans L? quand n — oo. On veut montrer que f € C (pour en déduire que C
est fermée).

Pour tout ¢ € L% ona [ f,odm — [ fedm (car | [ fopdm — [ fedm| < ||fn — fll2]lel2)-
On choisit p = f~ € L2 Comme f,f~ > 0 p.p., on en déduit — [(f~)?dm = [ ff~dm > 0. Ce qui
prouve que f~ = 0 p.p. et donc que f > 0 p.p.. On a donc montré que f € C et donc que C' est fermée.

Pour montrer que C est fermée, il est aussi possible d’utiliser la réciproque partielle du théoréme de conver-
gence dominée (théoreme 6.3).
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2. Soit f € E. Montrer que Pof = fT.

corrigé

Ona f* € C. Pour montrer que Pof = fT, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition
6.15).

Soitg € C,ona(f—ft/ft—g)o=—(f"/fT—g)2= [ f gdm > 0 (on autilisé ici le fait que f~ f+ =0
p.p.). La proposition 6.15 donne alors Po f = f.

Corrigé 117 (Exemple de non existence de la projection sur un s.e.v. ferm¢)

Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :

E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de E, g € E \ F' (et donc d(g,F) =
inf{||g — fllg, f € F} > 0...) etil n’existe pas d’élément f € E't.q.d(g,F) = |lg — fl&-

On prend £ = C([0,1],R), on munit E de la norme habituelle, || f||z = max{|f(z)|, x € [0,1]}. On pose
F={fe€kE,; f0)=0, fol f(z)dz = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(z) = z, pour tout z € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

corrigé

Il est clair que E est un e.v. sur R et que || - || g est une norme sur F, c’est la norme associée a la convergence
uniforme. On montre maintenant que E est complet.

Soit (fy)nen une suite de Cauchy de E. Pour tout € > 0, il existe donc n(e) t.q. :
z €[0,1], n,m > n(e) = |fn(x) — fm(z)] <e. (17.9)

De (17.9) on déduit que, pour tout = € [0, 1], la suite (f,,(x))nen est de Cauchy. Il existe donc f : [0,1] = R
t.q. fn(z) = f(z) quand n — oo, pour tout x € [0, 1]. Pour montrer que la convergence de f, vers f est
uniforme, il suffit de reprendre (17.9) avec un z fixé et un n fixé (n > n(e)) et de faire tendre m verts co, on
obtient :

x €[0,1], n > n(e) = |fulz) — f(z)| <, (17.10)

ce qui donne bien la convergence uniforme de f,, vers f. Comme les f,, sont continues, on en déduit que f est
continue (comme limite uniforme de fonctions continues), ¢’est-a-dire f € E. Enfin, (17.10) donne || f,,— f||z <
esin > n(e) etdonc f,, — f dans E, quand n — co. Ce qui prouve que FE est complet.

2. Montrer que F’ est un sous espace vectoriel fermé de E.

corrigé
On note 7" et S les applications de E dans R définies par T'(f) = f(0) et S(f) = fol f(z)dz. 1 s’agit donc
d’applications linéaires de F dans R. Elles sont également continues car |T'(f)| < ||f||z et |S(f)| < ||f||& pour
tout f € F.

On en déduit que F' est un s.e.v. fermé de E' en remarquant que F' = KerT N KerS.

3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(x)|dx > fol(g — f)i(x)dx =
1/2.]

corrigé
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Comme (g — f)(z) < |(g — f)(x)] pour tout z € [0, 1], on a bien

/0 (9 ) < / (g — £)()|dx.

On remarque ensuite que, puisque f € F', on a fol (9 — f)(z)dr = fol g(z)dx = fol zdx = 1. Etdonc:

1 1
3< | o=@

Puis, comme fol (g — f)(z)|dz < ||g — f|lE, on en déduit que ||g — f||g > 1/2.

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F' t.q. ||lg — fllg = 1/2.

corrigé

Dans le raisonnement de la question précédente, on remarque que les ||g— f||z > 1/2 saufsi f01 l(g—f)(z)|dz =

lg — fllmet [y (g — N@)de = [y [(g — f)(@)|da.

Soit f € Ftq. |lg — flz = 1/2. Onadonc [, (g — f)(x)dz = [y [(g — f)(x)|dz et [, (g — f)(z)|dz =
llg — fll&. On en déduit que (g — f)(z) = |(g — f)(z)| = |lg — fllg = 1/2 pour tout = € [0, 1]. En effet, si il
existe, par exemple, 2 € [0,1] t.q. (9 — f)(z0) < |(g — f)(z0)], on peut alors trouver (par continuité de g — f)
un intervalle ouvert non vide sur lequel (g— f) < |(g— f)| et on en déduit fol (g—f)(z)dz < fol l(g—f)(x)|dx
(un raisonnement analogue donne |(g — f)(z)| = ||g — f|| g pour tout z € [0, 1]).

On a donc montré que f(z) = g(x) — 5 =« — % pour tout z € [0, 1] ce qui est en contradiction avec f(0) = 0.

5. Montrer que d(g, F') = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — fn||lz — 1/2, avec f, défini par
fu(x) = —Bpx, pour x € [0,1/n], fo(z) = (z — 1/n) — Byn/n, pour z € [1/n,1], et 3, choisi pour que
fn€F.]

corrigé
Soit n € N* et f,, définie par f,(x) = —fnx, pour z € [0,1/n], fo(x) = (x — 1/n) — Bp/n, pour z €
[1/n,1]. En prenant 8, = (n — 1)?/(2n — 1) on a fol fn(z)dx = 0 etdonc f,, € F. On remarque ensuite que
| fn —gllz = 1/n — Bn/n — 1/2 quand n — co. On en déduit que d(g, F) = 1/2.

Corrigé 118 (Lemme de Lax-Milgram)

Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de £ x E dans R. On note (-/-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € Reta > 0t.q.:

la(u,v)| < C|lullllv|l, Vu,v € E (continuité de a),
a(u,u) > al|ul|?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul v € F t.q. T(v) = a(u,v) pour tout
v € F (ceci est le lemme de Lax-Milgram).
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1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (-/-), de
E x E dans R par (u/v), = a(u,v). Montrer que (-/-), est un produit scalaire sur E et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente a la norme || - ||. En déduire qu’il existe un etun seul v € E't.q. T(v) = a(u,v)
pour tout v € E. [Utiliser le théoreme de représentation de Riesz.]

corrigé

Lapplication (-/-), : E x E — R est symétrique, linéaire par rapport & son premier argument, et (u/u), > 0
pour u € E \ {0} (grice a la coercivité de a). C’est donc un produit scalaire sur E.

La norme induite par ce produit scalaire est équivalente a la norme sur F, notée || - ||. En effet, les hypotheses de
continuité et coercivité de a donnent

Valull < llulla < VOljul, Vu € E.

Comme T est dans E’, ¢’est-a-dire linéaire et continu pour la norme || - ||, T" est aussi linéaire et continu pour
la norme || - ||. Or, E muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert car la norme || - ||, est induite par un
produit scalaire et E est complet avec cette norme car il est complet avec la norme || - || qui est équivalente. On
peut donc appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) avec E muni de la norme || - ||4. Il
donne qu’il existe un et seul u € F t.q. T(v) = (u/v), pour tout v € E, ¢’est-a-dire qu’il existe un et un seul
ue Ftqg.:

T(v) = a(u,v) pour toutv € E.

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a) Soit u € E, Montrer que I’application v — a(u, v) est un élément de E’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u,v) pour toutv € E.

corrigé
Lapplication ¢, : E — R, définie par ¢, (v) = a(u,v) pour tout v € E, est bien linéaire de E dans R.
Elle est aussi continue car [t (v)| = |a(u,v)| < Cllul|||v]] pour tout v dans E. On a donc ¢, € E’ (et
[Yuller < Cllul).

Comme 9, € F’, le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) donne qu’il existe un élément de E,
noté Au t.q. (Au/v) = 1, (v) pour tout v € E, c’est-a-dire :

(Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A 1’application qui a u € E associe Au € E.

(b) Montrer que A est linéaire continue de F dans F.

corrigé
Soit ui,us € E, a1, a2 € R. On note w = ajuy + aous. Comme a est linéaire par rapport a son premier
argument, on a :
a(w,v) = ara(uy,v) + agal(ugz,v) pour tout v € E,

et donc (Aw/v) = a1 (Auy/v) + az(Aug/v) pour tout v € E, ou encore

(Aw — a; Aug — agAus/v) = 0 pour tout v € E.
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On en déduit que Aw = a3 Au; — agAuy (il suffit de prendre v = Aw — a3 Aug — ag Auy dans 1’égalité
précédente) et donc que A est une application linéaire de F dans F.

Pour montrer la continuité de A, on remarque que (pour tout u € E) |(Au/v)| = |a(u,v)| < Cllul|||v]|| pour
tout v € E. D’ol I’on déduit, en prenant v = Au, que || Au| < C||ul|.

L application A est donc linéaire continue de F dans E.
Il est important, pour la suite, de remarquer que la coercivité de a donne :
aljul|? < a(u,u) = (Au/u) < ||Aul||||u||, pour tout u € E,

et donc : )
|lu|l < —||Aul|, pour tout u € E. 17.11)
o)

(c) Montrer que Im(A) est fermé

corrigé
Soient (fy,)neny C Im(A) et f € Et.q. f, — f dans F quand n — oo. On veut montrer que f € Im(A).

Comme f,, € Im(A), il existe, pour tout n € N, u,, € F t.q. Au, = f,. L’inégalité (17.11) donne alors, pour
tout n,m € N,

1
Hun - UMH < *“fn - me
«

La suite ( f,,)nen étant de Cauchy (car convergente), on en déduit que la suite (uy, ),y est de Cauchy et donc
convergente (car E est complet).

Il existe donc v € F t.q. u, — u (dans F) quand n — oco. D’ol I’on déduit, comme A est continue, que
fn = Au, — Au (dans E) quand n — oco. On a donc f = Au, ce qui prouve que f € Im(A) et donc que
Im(A) est fermé.

(d) Montrer que (Im(A4))+ = {0}.

corrigé
Soitu € (Im(A))*. Onadonc (Av/u) = 0 pour tout v € E. On prend v = u, on obtient, grice a la coercivité
dea:

allull” < a(u,u) = (Aufu) =0,

et donc u = 0. Ceci prouve bien que (Im(A))+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un etun seul u € F t.q. T'(v) = a(u,v) pour toutv € E.

corrigé

L’inégalité (17.11) donne I’injectivité de A. Pour montrer la surjectivité de A, on remarque que Im(A) est un
s.e.v. fermé de F, on a donc E = Im(A) @ (Im(A))* (cf. théoréme 6.8). Comme (Im(A4))+ = {0}, on a
donc E = Im(A), c’est-a-dire A surjective.

On a bien bien montré que A est bijective.

Le théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.9) donne I’existence d’un et un seul z € E t.q.

T(v) = (2/v), Yv € E.
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D’autre part, la définition de A donne :
a(u,v) = (Au/v), Yo € E.

Pour u € F, on a donc :
(T'(v) = a(u,v), Yv € E) & (z = Au).

La bijectivité de A donne I’existence d’un et d’un seul v € E't.q. Au = z. Onadonc un etun seul u € F t.q.
T(v) = a(u,v) pour toutv € E.

Corrigé 119 (Exemple de projection dans L?)
On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP I'espace L5 (]0, 1], B(]0, 1[), A) et par
LP Iespace L§(]0,1[, B(]0,1[), A).

Soit g € L2

1. Soitv € L% et ¢ € C2°(]0, 1], R) (on rappelle que ¢ € C°(]0, 1], R) signifie que ¢ est une application de ]0, 1]
dans R, de classe C*°, et qu’il existe K C]0,1[, K compact, t.q. ¢(z) = 0 pour tout z €]0, 1[\K) . Montrer
que vg¢’ € L.

corrigé

Comme d’habitude, on va confondre un élément de L? avec 1’un de ses représentants.

Comme g,v € L? onawvg € L' (d’apres le lemme 6.2). Puis, comme ¢’ € C°(]0,1[,R), ona ¢/ € L™ et
donc (par la proposition 6.9) vgg’ € L.

Onpose C = {v € L?;v < 1p.p., [vgdd\ < [ ¢dA, pour tout ¢ € C(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout z €]0, 1[.)

. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L2

corrigé

—~C#0Dcar0eC.

— On montre la convexité de C. Soient v,w € Cett € [0,1]. On a tv + (1 — t)w € L? (car L? est un
e.v.). Du fait que v < 1 p.p. et w < 1 p.p., on déduit immédiatement (comme ¢ > 0 et (1 —¢) > 0) que
tv+ (1 —t)w <t+ (1 —1¢)=1p.p.. Enfin, soit ¢ € C>(]0,1[,R), ¢ > 0. Comme ¢t > Oet (1 —¢t) > 0, on
remarque que

t [ugdd\ <t [ ¢dA,
(1—1t) [wgd'd\ < (1 —1t) [ pdA.

Ce qui donne, en additionnant,
/(tv +(1- t)w)ggb’dA < /gzbd)\.

On en déduit que (tv + (1 — ¢t)w) € C et donc que C est convexe.
— On montre enfin que C est fermée. Soient (v, )pen C Cetv € L? tq. v, — v dans L? quand n — co. On
veut montrer que v € C.

On remaque tout d’abord que, grice a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.14)), on a :

/vnwd)\ — /vwd)\, quand n — oo, Yw € L% (17.12)
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On prend w = v1,>; € L? dans (17.12). Comme v,w < w p.p.,ona [ v,wd\ < [ wdA. On déduit alors de
(17.12) que [ vwdX < [wdA etdonc que [(v — 1)vlys>1dA < 0. Comme v(v — 1)1,51 > 0 p.p., on a donc
nécessairement v(v — 1)1,51 = 0 p.p. et donc A({v > 1}) = 0, ¢’est-a-dire v < 1 p.p..

Soit maintenant ¢ € C2°(]0, 1[,R), ¢ > 0. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Holder, on a :

/Ungqﬁ'd)\ — /vgqb’d)\7 quand n — oo.

En effet, | [ vng¢'dA — [vg¢'dA] < [|¢/]|oc [ |vn — vllgldA < [|¢'[|o|lvn — vll2[lgll2 — 0. quand n — oc.

Du fait que, pour tout n € N, [v,g9¢'d\ < [ ¢d), on obtient donc, passant a limite quand n — co, que
Jvge'dX\ < [ ¢dA. Ce qui montre bien que v € C.

On a bien montré que C est fermée.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale a 1 sur |0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(Jlu = 1|2 < ||v = 1|2 pour tout v € C) < ([ (1 — u)(u — v)dA > 0 pour tout v € C).

corrigé

On remarque d’abord que

(llw —1]j2 < |jv — 1||2 pour tout v € C) < u = Pcl.

On utilise maintenant la premiere caractérisation de la projection (proposition 6.15), elle donne que
u= Pl < (1 —u/u—wv); >0pourtoutv € C),

et donc que

u=PFPel & (/(1 —u)(u —v)dA > 0 pour tout v € C). (17.13)

4. Soitu € C t.q. ||[u — 1||2 < ||v — 1]|2 pour tout v € C. On suppose que u, g € C1(]0, 1], R).

(a) Montrer que (ug)’(x) > —1 pour tout = €]0, 1.

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe ¢ €]0, 1] t.q. (ug)’(c) < —1. Par continuité de (ug)’ en ¢,
il existe donc a,bt.q.0 < a < c <b < 1let(ug)(z) < —1 pour tout x €]a, bl.

On peut construire ¢ € C°(]0,1[,R) t.q. ¢ > 0, p(c) > 0 et ¢ = 0 sur ]a, b[°. une telle fonction ¢ est
obtenue, par exemple, en prenant :

2y — b
p(z) = wo(%), z €]0,1], (17.14)

avee |

_ _1 _
wo(x) :gxp 71 €] - 1,1], (17.15)

wo(x) x € R\]—1,1].

Comme u € C, on a, d’apres la définition de C (car ¢ est un choix possible pour ¢) :
b b
/ u(z)g(x)' (x)dx = /uggo’d/\ < /qﬁd/\ = / o(x)dz.

410



Comme ug est de classe C'! sur [a, b], on peut intégrer par parties sur [a, b] pour obtenir (noter que ¢(a) =
o(b) =0) ff —(ug)'(z)p(z)dr < fab o(x)dx, ou encore :

b
/ ((ug)'(z) + 1)p(z)dz > 0.

Ce qui impossible car ((ug)’ + 1)¢ est une fonction continue négative, non identiquement nulle sur [a, b] (car
non nulle au point c).

(b) Soit z €]0, 1] t.q. u(z) < 1. Montrer que (ug)’(z) = —1.

corrigé

On raisonne encore par 1’absurde. On suppose donc qu’il existe ¢ €]0,1[ t.q. u(c) < 1 et (ug)'(c) # —1.
Comme on sait déja que (ug)’(z) > —1 pour tout z €]0, 1], on a donc (ug)’(c) > —1.

Par continuité de u et (ug)’ en ¢, il existe donc a,b, avec 0 < a < c < b < 1l,etd > 0tq u(z) <1—4Jet
(ug)'(x) > —14 & pour tout = €]a, b].

On utilise la méme fonction ¢ qu’a la question précédente, c’est-a-dire donnée, par exemple, par (17.14) et
(17.15). La propriété importante est que ¢ € C2°(]0,1[,R) soit t.q. ¢ > 0, p(c) > 0 et p = 0 sur |a, b[°.

On va montrer que pour € > ( assez petit, onau + e € C.

On remarque d’abord que u + ep € L? (pour tout € > 0). Puis, en prenant 0 < ¢ < g1 = W, on a
u+ep < 1p.p.. Enfin, soit ¢ € C2°(]0,1[,R), ¢ > 0}. On a, en utilisant une intégration par parties sur un
intervalle compact de ]0, 1[ contenant le support de ¢ :

/ ((u+ep)g)¢'d\ = — / (ug)' ¢pdX — e / (¢g)' ddA.

En utilisant le fait que (ug)’ > —1 (partout) et (ug)’ > —1 4+ 0 sur ]a, b[, on en déduit

((u+ep)g)g/dh < [ ¢pd\—§ b p(x)de — e b(sag)’qﬁd)\ < [ pdA,
/ Jons| /

si0 <e < 2, avec M = max, e |(¢g9)(z)| < oo car (¢g)’ est continue sur [a, b].

En prenant ¢ = min(ey,e5) > 0, on obtient donc u + e € C. Comme u = P¢1, on peut maintenant prendre
v = u + €y dans la caractérisation de P¢1, on obtient, comme € > 0 :

b
/ (1 — u(@))p(@)ds = /(1 — u)pd) < 0.

Ce qui est impossible car (1 — u)y est une fonction continue positive, non identiquement nulle sur |a, b[ (car
non nulle en c¢).

(c) Montrer que u est solution du probléme suivant :
(ug)'(x) > —1, pour tout z €]0, 1],
u(z) < 1, pour tout = €]0, 1],
(14 (ug)'(z))(u(z) — 1) = 0, pour tout z €]0, 1].
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corrigé
Cette question est immédiate. On a déja vu que (ug)’(x) > —1, pour tout z €]0,1[. Comme v € C, on a
u < 1 p.p.. Mais, comme w est continue sur ]0, 1[, ’ensemble {u > 1} est un ouvert, cet ensemble est donc
vide (car un ouvert de mesure de Lebesgue nulle est toujours vide). On a donc v < 1 partout. Enfin, le fait que
(1 + (ug)(x))(u(x) — 1) = 0, pour tout z €]0, 1], découle de la question précédente qui montre justement
que (14 (ug)'(z)) =0siu(z) < 1.

Corrigé 120 (Approximation dans L?)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L 'espace Lf (R, B(R), A) et par LP I’espace
LE (R, B(R), A). On note dt = dA(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit T}, f de R dans R par :

n(z)+1
k

Tof(z) = k / T rwar (17.16)

(I’entier n dépend donc de x).

) +1
ou n(x) est entier de Z tel que % <z < %

1. Soit k € N* et f € L% Montrer que Ty f € L? (plus précisément, Ty, f € L? et on confond alors, comme
d’habitude, T}, f avec {g € L2, g = Ty f p.p.}) et que | Ti f|l2 < || f||2, pour tout k € N*.

corrigé
n+1
Comme f1j, ni1 € L* pour tout n € Z, T, () est bien définie pour tout z € R. Onpose ¢, = k [, * f(t)dt,
, Ot A

pour n € Z, de sorte que Ty (z) = ¢,, pour tout z € [%, L]

Ty f est mesurable car (Tj, f) "1 (A) = Unez,c,eal?, (€ B(R), pour tout A C R.
Pourn € Zetx € [%, "T“ [, on a (en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

(M@ =& <k | .

n

k

On en déduit (on utilise ici le premier corollaire du théoréme de convergence monotone, corollaire 4.1) :

Jara=y ey [

nez nezZ"” k

n+1
k

f2(t)dt = / f2ad.

Onadonc Ty, f € L? et || Tk fll2 < || fl|2.

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et & support compact). Montrer que T} f — f dans L? quand
k — oo.

corrigé
Soita > 0 t.q. f = 0 sur [—a, a]®. Comme f est uniformément continue, on a T, f — f uniformément (sur R)
quand k — oo. En remarquant que Ty f = 0 sur [—a — 1, a + 1]°pour tout & € N*, on en déduit

ITf - fI5 = /(ka 2N < 2+ D) Tef — fI2 — 0, quand k - co.
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3. Soit f € L. Montrer que T}, f — f dans L? quand k — oo.

corrigé
Soit € > 0. Par densité de C..(R,R) dans L?, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. |f — ¢|l2 < e. Comme T}, est un
opérateur linéaire, on a, en utilisant la question 1 :

Tk f — flla <N Tkf — Tipllz + [T — @ll2 + [l = fll2 < 2[lp — fll2 + 1The — ¢@l|2- (17.17)

La question 2 donne I’existence de ky € N t.q. le dernier terme de (17.17) soit inférieur a € pour k& > k. On a
donc || Ty f — fl|2 < 3¢ pour k > kg, ce qui prouve que Ty, f — f, dans L?, quand k — oc.

Corrigé 121 (Projections orthogonales)
Onpose H = LZ(] — 1,+1[, B(] — 1,+1[), A). (On rappelle que B(] — 1, +1]) est la tribu borélienne de | — 1, 1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] — 1, +1][).) Soit F' = {f € H t.q. f]7 fdx=0}.SoitG = {f € Htq.

fovo F dx= foo f A}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces [, G+ et
FNnaG.

141

corrigé
Pour f € H,onpose T(f) = f]—1,+1[f dhetS(f) = f]—1,o[f X — f]O,l[f dA.

L’inégalité de Cauchy Scharwz entre f et 1)_; [, pour T', et f et (1;_1 of — 1jo,1[), pour S, montre que 7'( f)
et S(f) sont bien définis pour tout f € H et que, pour tout f € H :

T < V2I1f ]2, 1S < V2Ifl2-

On en déduit que T et S sont des éléments de H' et donc que F' = KerT et G = KerS sont des s.e.v. fermés de
H.

De plus, comme T # O et S # 0, on adim(F+) = dim(G~) = 1. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre v €
FL,v+#0(untelvexistecar T # 0et H = F @ F1). Pour tout w € F'-, on a alors w = w — 7;((1‘)’))1) + TT((Z’)) v.
5((%) v) € FNFt = {0} et donc que w € Rv = vect{v}. Ce qui donne F+ = Ruv et

donc dim(F+) = 1. Un raisonnement semblable donne dim(G+) = 1.

On en déduit que (w —

Soit f I’élément de H t.q. f = 1 p.p.. On a clairement f € F* (car (f/h)2 = T((h) = 0 pour tout h € F) et
donc, comme dim F+ = 1, F+ = Rf.

Soit g I'élément de H t.q. g = 1 p.p.sur] — 1,0[ et g = —1 sur |0, 1[. On a clairement g € G (car (g/h)s =
S(h) = 0 pour tout h € G) et donc, comme dim G+ = 1, G+ = Ry.

Il reste a déterminer F' N G. Soit h € F N G. On a donc f]71 of hd\ = f]o.1[ h d\, car h € G, et donc, comme
heF,0= f]—1,+1[ fdx=2 f]—LO[ hd\ = 2f10’1[ h dX. Ce qui donne f]—l,o[ hd\ = f]O,l[ hdXx=0.

Réciproquement, si b € H esttq. ;) och dA = [jo ;b dX = 0, on a bien S(h) = T(h) = 0 et donc

he FNG.Onadonc:

0,1

FmG:{heH;/ hd)\:/ h d\ = 0}.
1—1,0[ 10,1]
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2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et Pg(g) de g sur F' et G.

corrigé
Soit h € H. Comme h — Pph € F*, ilexiste « € Rtq. h — Prh = a p.p.. Comme Prh € F, ona
T(Pph) = 0. On en déduit que 2cc = fil h(t)dt et donc

1 1
Pph=h— 5/ h(t)dt p.p..

—1
Comme h — Pgh € G*, il existe 3 € R t.q. h — Pgh = 3 p.p. sur} - 1 ()[ eth — Pgh = =S p.p. sur |0, 1].
Comme Pgh € G, ona S(Pgh) = 0. On en déduit que 23 = f£)1 h(t fo t)dt et donc

Pgh=h— %f h(t)d fo (t)dt) p.p.sur ] — 1,0],
Pgh = h+%f h(t)d fo (t)d ppsur]lO[

Corrigé 122 (Projection orthogonale dans L?)
On pose L? = LZ(R,B(R), \) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour «, 3 € R donnés, a < f3,
C={fel*a<f<pBpp}

1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

corrigé
- Si af > 0 (c’est-a-dire o et S non nuls et de méme signe), on a alors pour tout f € C, f > v =
min(|al, |8]) > 0 p.p.. Donc, [ f2dA > v*A(R) = oo, en contradiction avec f € L?. On adonc C = 0.
— On suppose maintenant 3 < 0. On a alors o < 0 < 3 et donc 0 € C. Ce qui prouve que C # §).

2. On suppose maintenant que a3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2. Soit f € L2,
montrer que Pe f(x) = max{min{f(x), 8}, a} pour presque tout x € R. (P f désigne la projection de f sur
C)

corrigé

(2) On sait déja que C # (). On montre maintenant que C est convexe. Soient f,g € Cett € [0,1]. On a
tf + (1 —t)g € L? car L? est un e.v.. Puis, du fait que « < f < Bpp.eta < g < B p.p., on déduit
immédiatement que o« < tf + (1 —t)g < B p.p.. Donc, ¢tf + (1 —t)g € C.

Pour montrer que C est fermée, soient (f,,)neny C Cet f € L? t.q. f, — f dans L?, quand n — co. On peut
montrer que o < f < G p.p. comme dans le corrigé 119 (question 2) ou (pour changer de méthode. ..) de la
maniere suivante :

D’apres le théoreme 6.3 (réciproque partielle de la convergence dominée), il existe une sous suite de la suite
(fn)nen convergeant p.p. vers f, c’est-a-dire il existe ¢ : N — N tq. ¢(n) = oo quand n — oo et
fom) — fp-p-quand n — oo. Comme o < fi, () < B p.p., onendéduita < f < Bp.p., etdonc que f € C.
ce qui prouve que C est fermée.

(b) On montre maintenant que Pe f = max{min{f, 5}, a}.

On confond comme d’habitude f avec I’un de ses représentants, et on définit g par

g =max{min{f, B}, a} = al{sca} + flia<s<py + Bl{s>p-
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g est donc une fonction mesurable de R dans R. Puis, comme |g| < |f| p.p., on abien g € £ (etdonc g € L?
avec la confusion habituelle). Enfin, il est immédiat que a < g < 8 p.p.. Donc, g € C.

Pour montrer que ¢ = P f, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition 6.15). Soit
heC,ona:

(f—9/9—h)2= /(f —9)(g — h)dA
= [ =)o~ Lyemdr+ [(F = O)E = Wi=pdr =0
car @« < h < B p.p.. On en déduit que g = FP¢ f.

Corrigé 123

Soit (E, T, m) un espace mesuré et L? = LY (E, T, m).

1. On suppose ici qu” il existe Aet Be T't.q. ANB =0, et 0 < m(B) < 400, 0 < m(A) < 4+00. Montrer que
LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser I’identité du parallelogramme avec des fonctions
de LP bien choisies.]

corrigé

On sait déja que L? est un espace de Hilbert.

On suppose maintenant que p # 2 (et p € [1, 00]) et on va montrer que L n’est pas un espace de Hilbert. Pour
cela,Onpose f =14etg=1p.0nabien f,g € LP. On va montrer que 1’identité du parallelogramme n’est
pas vérifiée pour ces deux fonctions. On distingue les cas p < oo et p = oo.

Premier cas : p < co. On pose a = m(A) et b = m(B) (noter que a, b €]0,00[). On a:
1 2 2 2 2 2 2 2
U+ gl +1F = gllp) = (a+0)7, (£l +llgll, = av +b7.

On en déduit (|| f+g[I3 +1f —gll) =I5+ 11917 = (a+5)*(1—ha(t)) avec a = 2 et hq () = t*+(1—1)°,
t= 43 €)0,1].

Un étude de la fonction h,, montre que :

- Si« €]0,1[, ona hy(t) > 1 pour tout ¢ €]0, 1],

—Sia €]1,00[, ona hy(t) < 1 pourtout ¢t €]0,1].

L’identité du parallelogramme n’est donc pas vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de
LP n’est pas induite pas un produit scalaire.

Deuxiéme cas : p = co. Dans ce cas,on a :

1
SUF+allp +11f = glp) =1, 115 + llgll; = 2.

On en déduit 3 (|| f + 92+ I1f —gll2) = 1112+ llgll2 = —1 # 0. L’identité du parallélogramme n’est donc pas
vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de L” n’est pas induite pas un produit scalaire.

2. Montrer que pour m = dy (mesure de Dirac en 0), L% (R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p € [1, +00].
corrigé
Soit f € LE(R,B(R), m). On a || f||, = |f(0)| (noter que tous les représentants de f ont la méme valeur en 0
car m({0}) > 0).
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11 est facile de voir que la norme de L? est induite pas un produit scalaire, notée (-/-), ce produit scalaire est
défini par :

(f/9) = f(0)g(0), pour f,g € L.
L’espace LP est donc un espace de Hilbert.

Corrigé 124 (Espace [?)
On note m la mesure du dénombrement sur P(N), c’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A) = oo si A

n’est pas fini.
On note I2 = LZ (N, P(N), m).
1. Montrer que chaque élément de /% ne contient qu’un seul élément de I’espace £ (N, P(N), m).
corrigé
(Noter d’abord que m est bien une mesure sur P (N).)

Soient f,g € £? = L&(N,P(N),m) t.q. f = g p.p.. Pour toutn € N,on a f(n) = g(n) car m({n}) =1 > 0.
On en déduit que f = ¢. Ceci montre bien que chaque élément de [ ne contient qu’un seul élément de 1’espace

L2

2. Montrer que 1’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [? donne :
(Q_anba)® <) _an ) br
neN neN neN

pour toutes suites (an)nen; (bn)nen C Ry t.q. 3, ya2 <ooet Y, b2 < co.

corrigé
Soient (an)nen, (bn)nen C Ry t.q. Y, cyas < coet Y, b2 < oo (on peut aussi prendre a,,b, € R au
lieu de R ).
On définit f,g : N — R par f(n) = a, et g(n) = b, pour n € N. Les fonctions f et g sont mesurables (toute
fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N est P(N)) et on a bien f, g € £ car :

/dem = Z a? < ooet /g2dm = Z b2 < oo. (17.18)
neN neN
En effet, pour montrer (17.18), il suffit, par exemple, de remarquer que
=Y ar ety =Y gily
neN neN

et d’utiliser le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors que fg € LL(N, P(N), m), ¢’est-a-dire :
Z lanbn| < 00,
neN

etque (f/g)2 <[ fll2[lgll2- On en déduit :

(Z anbn)Q < Z a'i Z bi'

neN neN neN
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3.S0it p : N* — N* bijective. Montrer que » ) = 0. [On pourra commencer par montrer que

neN*  n2
n 1 n
szl ) < Zp 15 L bour tout n € N* puis utiliser I’ 1negahte de Cauchy-Schwarz.]
corrigé
Soit n € N*. On peut ordonner 1’ensemble des ¢(p), p € {1,...,n}, selon I'ordre croissant, c’est-a-dire

{ep),pe{1,...,n}} ={p1,...,pn} avec p; < p;11 pourtouts € {1,...,n — 1} (on utilise ici I'injectivité
de ). Comme ¢ prend ses valeurs dans N*, on a p; > 1. On en déduit (par récurrence finie sur 7) que p; > 1,

pour tout ¢ € {1,...,n}, etdonc:
n 1 n
S S TP (1719
p:l(p(p =1
On utilise maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédent SRVAAC) Ry
n utilise maintenant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédente avec a, - = o
pourp=1,...,neta, = b, = 0 pour p > n, on obtient :
n12_n b2<n@(P)n1
Qo =) <3 "5 s
pzlp p=1 p=1 p pzlgpp

En utilisant (17.19), on en déduit :

et donc lim,, ¢y Zp 1 p( p) > limypen Zp 1 p =00

(Noter que cette démonstration reste vraie lorsque ( est seulement injective.)

Corrigé 125 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec [?)
Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,,, n € N} une base hilbertienne de H

(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour u € H, on définit a,, € [? (I? est défini & I’exercice 6.33) par a,(n) = (u/e,)n, pour tout n € N. (On
montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de [2.)

Montrer que I’application A : u + a,, (est linéaire et) est une isométrie de H dans (2, ¢’est-a-dire que ||ay||;z =
|||z pour tout w € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € [2, il existe u € H t.q. a = ay,).

corrigé
La fonction a,, est mesurable de N dans R (toute fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N
est P(N)). En notant m la mesure du dénombrement sur P(N) (voir I’exercice 6.33, corrigé 124), on a [ aZdm =
> nen(u/en)F. Légalité de Bessel (voir la proposition 6.18) donne alors que a,, € 12 et ||ay||;2 = [|[u]| .

Il est immédiat de voir que I’application A : u +— a, est linéaire, I’application A est donc une isométrie de H
dans [? (ceci donne, en particulier, que A est injective). Il reste & montrer que A est surjective.

Soit a € I%. On note a,, = a(n) pour n € N, de sorte que (a,)neny C Ret Y., yaZ < co.Pourn € N, on pose

ne

fn = ZZ 1 apep. La suite (fy)nen est de Cauchy dans H car, pour m > n, ||fm fall3 = Py 1 G <
Z;O ni1 Gp 2 5 0 quand n — oo. Il existe donc v € H t.q. f, — u, dans H, quand n — oo. Le troisi¢me item de

la proposition 6.18 page 148 donne alors que a = a,,. Ceci montre bien que A est surjective.
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Corrigé 126 (Identités de Wald)
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.rii.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose
Sy = X1 + ...+ Xy (Cest-a-dire que, pour w € Q, Sy (w) = Zﬁ:@f) X (w)).
1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, X;,...,X,,... sont indépendantes. Pour n € N*, on pose
A, = {w € Q, N(w) = n} (onnote, en général, A, = {N =n}), Y, =37 XpetZ, =3 |X,|.
(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y,, sont des v.a.r. indépendantes et que 14, et Z,, sont des v.a.r. indépen-
dantes.
(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer F(Sy) en fonction de
E(N) et E(X7). [On pourra remarquer que Sy = >~ 1 14 Yy et |[Sy| <307 14, Z,.]
(c) On suppose que N et X; sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et calculer sa
variance en utilisant les variances de IV et X.
2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xy,...,X,) pour tout n € N* (ot 0(X7y,...,X,,) est la tribu
engendrée par X1, ..., X,)etque F(X;) =0.
(a) Montrer que 1,<xy et X, sont des v.a.r. indépendantes.
(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = > -y« Lin<n}Xn et utiliser, pour la ques-
tion 1(c), I’exercice 6.22.]
N.B. : Le cas F(X7) # 0 peut aussi étre traité. Il se rameéne au cas F(X;) = 0 en considérant Y,, = X,, —
E(X,).

corrigé

En attente

17.3 Théoreme de Radon-Nikodym et Dualité dans ”

Corrigé 127 (Fonctions absolument continues)

Soit —0o < a < b < 4-00. On admet les 2 résultats suivant :

— Toute fonction monotone définie sur [a, b], & valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de ]a, b].

— Soit f € Lg(Ja, b, B(Ja, b[), X). Pour z € [a, b], on pose F(x) = [ f1j, ,d\. La fonction F' est alors dérivable
en presque tout point de |a, b[ eton a F' = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et a valeurs dans R.
(a) Montrer que f’ € Lk (]a, b], B(Ja, b]), A) et que

/' Pl sdh < £(b) — f(a).

[On pourra poser f(z) = f(b) pour x > b, considérer f,(x) = n(f(z + L) — f(x)) et remarquer que
|

fn = [ p-p- sura,b] "

corrigé
On remarque tout d’abord que f est mesurable (de ]a,b[, muni de la tribu borélienne, dans R, muni de la
tribu borélienne) car I'image réciproque par f d’un intervalle de R est un intervalle de ]a, b[). Comme | f| est
bornée (par max(|f(b)], |f(a)])), on aaussi f € Li(]a,b], B(Ja, b]), ).
On pose f(x) = f(b) pour z > b (de sorte que f est maintenant monotone croissante, et donc mesu-
rable, de Ja, oo dans R), et on définit pour n € N* la fonction f, par fn(z) = n(f(z + %) — f(x))
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pour z €|a, b[. Pour n € N, la fonction f,, est donc mesurable (de ]a, b[ dans R) positive et (en notant que
f e Ly(la, b, B(Ja,b), A) et f(- + 1) € Lg(Ja,b[, B(la,b[),\)) ona:

fud=f0) =0 [ jan< £0) - fla) (17.20)

Ja,b] ]a7a+%[

Comme f est dérivable p.p., on a f,, — f’ p.p. sur ]a,b|, c’est-a-dire qu’il existe A € B(la,b[) t.q.
AJa,b[\A) = 0 et f,(x) — f'(z) pour tout z € A. On pose g(x) = f'(z) siz € Aet g(x) = 0 si-
non. Le lemme de Fatou appliqué a la suite f,, donne (par (17.20)) que g est mesurable positive (de ]a, b dans
R+) et

/ gd < 1(b) - f(a).
Ja,b[

On adonc f’ € Lk (Ja, b, B(Ja,b[), \) (au sens ou I’on confond f’ et la classe de g car f' = g p.p.) et

/ fldx < F(b) — f(a).
Ja,b]

(b) Donner un exemple pour lequel I'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue...)
corrigé
U/n exemple facile est obtenu en prenant f(z) = 0si z € [a, %2 et f(z) = 1si z €)%, b]. On a alors
f'=0pp.etf(b) - f(a) =1
On peut obtenir un exemple avec f continue en construisant f a partir de I’ensemble de Cantor (f est prise
constante sur chacun des intervalles ouverts formant le complémentaire de I’ensemble de Cantor, on a ainsi

f'=0p.p.).

2. (Fonctions absolument continues.)
Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe § > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<k<n dont la somme des longueurs
est inférieure a6, ona ) ,_, |f(bx) — f(ar)| <e.

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.
corrigé

11 suffit de prendre n = 1, on remarque alors que :

a<a; <by <b, by —ar <6=|f(b1) — flar)] <e.

Ce qui donne I'uniforme continuité de f.

(b) Montrer que I’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.
corrigé

Soit f, g deux fonction absolument continues. Soit € > 0, il existe 4; > 0 [resp. d2 > 0] t.q. pour toute
famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jag, b [)1<r<n dont la somme des longueurs est inférieure a
81 [resp. da),ona >, |f(bi) — flak)| < elresp. > p_; |g(br) — g(ar)| < £]. On en déduit que pour toute
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famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jag, bk [)1<r<n dont la somme des longueurs est inférieure a
0 = min(dy,02) > 0,ona

n

SIS+ 9) (k) — (f + g)(ar)] < 2.

k=1
Ce qui prouve que f + g est absolument continue.

Il est facile de voir que af est absolument continue si f est absolument continue et o € R.

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme donc un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a, b] (et a valeurs dans
R) est dite a variation bornée s’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = 29 < 21 < ... <
z, = b,onait Y ,_, |f(zx) — f(zk—1)| < C. Pour une fonction f a variation bornée, on peut définir, pour
a<x<b VI[f] par:

VIS = Sup{z |f(z) — fxp—1)], a=x0 <21 < ... <xp =2, n € N}
k=1

On pose aussi V.*[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est a variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction = — V[ f] est absolu-
ment continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de |a, b)).

corrigé
La question 3 est admise.

4.Soit f € L(Ja,b[, B(Ja,b]),\). Pour 2 € [a,b], on pose F(x) = [ f1),,dA. Montrer que F absolument
continue.
corrigé

Cette question est une conséquence de la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0, il existe 6 > 0 t.q.
(4 € Ba0D. A(4) £6) = [ Irr <
A

Si (Jak, bi[)1<k<n est une famille finie d’intervalles deux a deux disjoints dont la somme des longueurs est
inférieure a 6, on pose A = Up_;]ay,br[. Ona A(A) = >, (by — ax) < & etdonc [, [f|dA < . Onen
déduit le résultat désiré car :

Z|F<bk>F<ak>|I;\/] 0 Skz_‘:/]ak}bk[lfldk/fllfldkga

k=1 a0k

5. Soit F' une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction
sur R en posant F(x) = F(a) siz < aet F(z) = F(b) si z > b. Une version étendue du théoreme de
Carathéodory (cette version étendue est donnée par le théoreme de Lebesgue-Stieltjes, théoreme 2.5, pour ce
résultat il suffit de F' continue croissante) donne I’existence d’une (et une seule) mesure mp sur B(R) t.q.
mp(Ja, B]) = F(B) — F(a) pour tout o, f € R, e < .
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(a) Montrer que m est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et I’absolue continuité
de F'.]
corrigé

Soit A € B(R) t.q. A(A) = 0. On veut montrer que mp(A) = 0 (ceci donnera bien que m est absolument
continue par rapport a \).

Soit £ > 0. Comme F est absolument continue sur [a, b], il existe § > 0 t.q. pour toute famille finie d’inter-
valles (de [a, b]) deux a deux disjoints (Jay, bx[)1<k<n» dont la somme des longueurs est inférieure 4 §, on a
>or_y |F(br) — F(ax)| < e. Comme F est constante et égale & F'(a) sur ] — 0o, a] et constante et égale 2
F(b) sur [b, +00], cette propriété est aussi vrai si les intervalles sont des intervalles de R non nécessairement
inclus dans [a, b].

Par la régularité de ), il existe un ouvert O D A t.q. A(O) < §. Cet ouvert O peut s’écrire comme une réunion
au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, O = U2 | ]ag, bi[ (avec éventuellement
ay = by, pour certaines valeurs de k). Pout tout n € N*, on a ZZ=1(bk —ag) < Zzozl(bk. —ai) =A0) <6
et donc :

n

mp(Up_lar, bel) = Y _(F(bk) — Flax)) < e.
k=1

En faisant tendre n vers 1’infini, la continuité croissante de m g donne :

mp(0) = lm mp(Up_]ar, bil) <e,

et donc mp(A) < e (car A C O). Comme € > 0 est arbitrairement petit, on en déduit bien mp(A) = 0.

(b) Montrer qu’il existe g € Lg (R, B(R),A) t.q. F(8) — F(a) = [ glja dA, pour tout o, 3 € R, a < f3.
Montrer que g = F’ p.p. sur ]a, b].

corrigé
Comme mp est absolument continue par rapport a A, le théoréme de Radon-Nikodym (théoreme 6.11) donne
Iexistence de g € M (R, B(R)) t.q. mr = g. On a donc, pour tout o, 3 € R, avec o < 3 :

F(B) - F(a) = mp (o, B)) = / 9L gidA.

En faisant tendre @ vers —oo et 3 vers +oo, on en déduit [ gd\ = F(b) — F(a) < oo et donc g €
L' (R, B(R),d)) (au sens de la confusion habituelle, ¢’est-a-dire “il existe h € L1 (R, B(R),d\) t.q. g = h
p-p-").

Pour tout - € [a,b],ona F(z) = F(a)+ [ g1j, ,(d). Le deuxiéme résultat admis donné au début de I’énoncé
donne donc que F est dérivable p.p. sur Ja, b] et F' = g p.p. sur ]a, ].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
la,b], que F’ € Lk (Ja,b[, B(]a,b[), \) et que pour tout x € [a,b] on a

F(CL‘) - F(a) = /Fll]aym[d)\.

corrigé
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D’apres la question 3-(b), la fonction F' est la différence de deux fonctions absolument continues monotones
croissantes, notées F et F». On peut alors appliquer la question 5-(b) a F} et F5, elle donne que F} et F5 sont
dérivables p.p. sur Ja, b[, que Fy{, F} € L} (Ja,b[, B(Ja,b[), \) et que, pour tout x € [a, b] :

Fy (.’L‘) - B (a) = /Fl/l]a,x[d)‘» FQ(x) - FQ(a) = /Fél]a,z[d)\-

Comme F = Fy — Fy, on en déduit que F est dérivable p.p. sur |a, b[, que F’ € L (Ja, b[, B(Ja,b[), \) et que,
pour tout x € [a,b] :

F(:E) — F(a) = /F’l]u@.[d)\.

Corrigé 128 (Dualité L'-L> par le théoréme de Radon-Nikodym)

Soit (£, T, m) un espace mesuré fini et T’ € (L% (E, T,m))’. On suppose que T est positive, ¢’est a dire que, pour

f € LL(E, T,m), f > 0p.p. implique T'(f) > 0.

1. Pour A € T, on pose p(A) = T(14). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie sur 7'.
Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la méme lettre 7" désigne la tribu sur £ et un
elément de (LL (E,T,m))’.

Onnote L" = LR (E,T,m) et L™ = L(E,T,m) (pour r = 1l et r = co).
corrigé

Soit A € T (tribu sur E), comme m est une mesure finie, ona 14 € £! (et donc 14 € L' en confondant un
élément de L' avec sa classe dans L'). On peut définir u(A) par T'(14).

Pour montrer que p est une mesure sur 7', on remarque tout d’abord que p(0) = T(1y) = T'(0) = 0. Puis, soit
(Ap)neny C T t.q. Ay, N Ay = 0sin # m. Onpose A = UpenAy. En utilisant le théoréme de convergence
dominée, on remarque que 25:0 14, — 14 dans L' quand N — oo (en effet, on a bien une convergence p.p.

et une domination par 1z qui est intégrable). Comme 7' € (L')’, on a donc Zg:o T(1a,) = T(Zﬁ;o 1a,) —
T(14) quand N — oo. Avec la définition de i, on en déduit :

N
Z w(A,) = u(A) quand N — oo.
n=0

Ce qui montre bien que p est une mesure sur 7.

Pour montrer que /. est finie, il suffit de remarquer que (E) = T(1g) € R (noter que 15 € L£1).

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M t.q. T(14) = [ gladm pour tout
AeT.

corrigé
Soit A € T't.q. m(A) =0.Onadonc 14 = 0 p.p.. On en déduit que p1(A) = T'(14) = 0 (la fonction 1 4 est un
élément de la classe de 0 dans LP).

La mesure y est donc absolument continue par rapport a la mesure m. On peut appliquer le théoréme de Radon-
Nikodym (théoreme 6.11), il donne I’existence de g € M t.q.:

T(1a) =p(A) = /glAdm pour tout A € T (17.21)
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3. Montrer que g € Ly (E,T,m) (plus précisément, il existe h € L (E,T,m) t.q. h = ¢ p.p.). [On pourra
montrer que ||g||oc < ||T'[|(z1) en choissisant bien A dans la formule trouvée a la question précédente.]

corrigé
Onprend A = {g > ||T||(z1y }. Sim(A) > 0, on a, avec (17.21), en remarquant que ||14[[; = m(A) :

||TH(L1)/m(A) < /glAdm = T(IA) S ||T||(L1)/m(A),

ce qui est impossible. On a donc m(A) = 0, ce qui prouve que g = h p.p. avec h définie par h = g sur A€ et
h = 0sur A. Comme h € £, 0onadonc g € L™ (au sens “il existe h € L (E,T,m) t.q. h = g p.p.").

On a aussi montré que ||g||cc = [|A]loc < [|T']|(£1)-

4. Montrer que T'(f) = [ gfdm pour tout f € Ly(E, T, m).

corrigé
Grace a (17.21),on a, pourtout f =14 avec A € T :

T(f) :/gfdm. (17.22)

Par linéarité de T (sur L') et par linéarité de I’intégrale, on en déduit que (17.22) est encore vraie si f € £, NL!
(on confond encore f et sa classe).

Puis, si f € M N LY, il existe (f)nen € €4 t.q. fn T f quand n — co. Comme f € Ll et gf € L1, le
théoréme de convergence dominée donne f, — f dans L' et gf, — ¢f dans L' quand n — oo (noter que
(fn)nen est dominée par f et (9fn)nen est dominée par gf). En écrivant (17.22) avec f = f,, et en faisant
n — oo, on en déduit (17.22). L’ égalité (17.22) est donc vraie pour tout f € M N LL.

Soitenfin f € L' (on confond f avec ’un de ses représentants). On écrit alors (17.22) pour f = f+ € M, NL!
et f = f~ € M, N L' En faisant la différence on en déduit (17.22).

L’égalité (17.22) est donc vraie pour tout f € L1,

Corrigé 129 (Décomposition d’une mesure)
Soit d > 1 et m une mesure sur les boréliens de R?. On suppose que m(R?) < +oc. On note B(R?) I’ensemble
des boréliens de R¢ et \; la mesure de Lebesgue sur B(R%). On pose

a = sup{m(C), C € B(R?) t.q. \a(C) = 0},

corrigé
En attente

Corrigé 130 (Une démonstration de la dualité L.? — L7 pour p < 2)

Soit (E, T, m) un espace mesuré c—finiet 1 < p < 2.Onpose ¢ =p/(p—1) etonnote L" I'espace Ly (E, T, m)
(pour r = p,r = getr = 2). Soit T € (LP)’. (Attention aux notations maladroites car T représente a la fois la
tribu sur F et la forme linéaire continue sur LP..., cette confusion de notations sera corrigée dans une prochaine
version !)

1. On considére d’abord le cas ol m(E) < +o0.

423



(a) Montrer que L? C LP et que I'injection canonique de L? dans LP est continue.

corrigé

Cette question est faite dans la proposition 6.8 page 133. En particulier, ’inégalité (6.12) donne | f|, <
C||f|l2 pour tout f € L? avec C ne dépendant que de p et m(E). En fait, si m(E) > 0, le plus petit C

possible dans cette inégalité est C' = (m(E))%fé (voir la remarque 6.6).

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T'(f) = [ fgdm pour tout f € L.

corrigé

On appelle S la restriction de T a L. La question précédente montre que S est bien défini est que S € (L?)".
Comme L? est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) donne I’existence
(et Punicité) de g € L? t.q. S(f) = (f/g)2 = | fgdm pour tout f € L?. Comme S = T sur L?, on a donc
bien :

T(f) = / fgdm pour tout f € L. (17.23)

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a L? [distinguer lescasp > letp = 1.
Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f,, = |g\(q_2)g1{|g|§n}. Dans le cas p = 1, prendre
f=sgn(g)laow A={[g| > [|T||Lr)}]

corrigé

Dans toute la suite, on posera aussi L” = L (E, T, m) (pour r = p,r = getr = 2).

Cas p > 1. Dans ce cas, on a 2 < ¢ < 0o. On confond, comme d’habitude, g avec I’un de ses représentants,
de sorte que g € £2. On pose alors f,, = | g|(‘1_2) g1lyig/<ny- La fonction f,, est mesurable (comme produit de
fonctions mesurables et bornée, on a donc f,, € L= C L% C LP.

On peut donc prendre f = f,, dans (17.23), on obtient [ f,,gdm = T'(f,) et donc, en notant B,, = {|g| < n}:

/ lg1%dm = T(f) < Tl ooy Fu -

n

Comme || |5 = [ [gIP"Ydm = [, |g|?dm, on en déduit :

( / lgl%dm)s < Tz 17.24)

n

On remarque maintenant que |g|15, 1 |g|? quand n — co. On peut donc appliquer le théoréme de conver-
gence monotone 2 la suite (|g|?1p, )nen, I'inégalité (17.24) donne alors :

1
([ lgftam)® <17 woy-
Onadonc g € L9 (et g € L7 en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L) et ||gllq < ||T'|[(zey-

Cas p = 1. Dans ce cas, on a ¢ = oo. On confond aussi g avec I'un de ses représentants, de sorte que
g € L. On pose maintenant A = {|g| > ||T||z1) } et f = sgn(g)14. La fonction f est donc étagée et on a
feL>cr?ccrLh
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On obtient alors, avec (17.23) :
/Alg\dm = /fgdm =T(f) <INy lfll = 1Tl 2y (m(A)). (17.25)
Or, si m(A) > 0, on a (par la définition de A), [, |g|ldm > ||T|| 1y m(A), en contradiction avec (17.25). On

adonc m(A) =0, ce qui donne g € L (et g € L en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L)
et [|gllco < [ITl(z1y -

(d) Si f € LP, montrer que fr, = fl{fj<n} € L. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = [ fgdm, pour
tout f € LP.

corrigé

La fonction g recherchée est, bien sfir, celle trouvée dans les questions précédentes.

Soit f € LP. On confond f avec I'un de ses représentants, de sorte que f € LP. Pour n € N, on pose
fn = fl{f|<ny- La fonction f,, est donc mesurable (comme produit de fonctions mesurables) et bornée,
donc f,, € £> C L2. On peut donc prendre f = f,, dans (17.23), on obtient :

T(fn) = /fngdm pour tout n. € N. (17.26)

Le théoréme de convergence dominée dans LP (théoréme 6.1) donne que f,, — f dans LP quand n — oo
(la suite (f,)nen converge bien p.p. vers f et est dominée par |f| € LP). Comme T' € (LP)’, on a donc
T(fn) — T(f) quand n — co. D’autre part, comme g € L%, ona [ f,gdm — [ fgdm quand n — oo (en
effet, 'inégalité de Holder donne | [ f,gdm— [ fgdm| < ||fn— flIpllgll4). On déduit donc de (17.26), quand
n — oo, que T'(f) = [ fgdm.

2. On considére maintenant le cas ot m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = U, enA,,, avec
An C A1 etm(4,) < +o00.OnnoteT,, ={A T, AC A}, m, = m,, et L™ (my,) = Lp(Ap, Trymy,)
(r =pouq).

(a) Soit n € N. Pour f € LP(my,), on pose T,,(f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (A,)°.
Montrer que T;, € (LP(m,,))’ et qu’il existe g, € L4 (m,,) t.q.:

To(f) = / Fgndimn, Y € LP(my).

corrigé
On a déja vu que T, est une tribu sur A,, (tribu trace) et que m,, est une mesure sur 7;, (mesure trace, voir
I’exercice 2.16 par exemple).

Attention ici aussi a la confusion de notations entre 7,, tribu et T,, forme linéaire sur L?(m,).

La définition de T}, est cohérente car, si f € LP(m,), on confond f avec I'un de ses représentants et la
fonction f est alors p.p. égale a f prolongée par 0 hors de A,,, qui est bien un €lément de £P. On a donc

f € LP (avec la confusion habituelle) et T'(f) est bien défini (il ne dépend du représentant choisi dans la
classe de f).
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On remarque aussi que 75, est linéaire et que, pour f € LP(m,,),

T () = 1T < T ezoy 1 llze = 1T zoy 1l 2o ma) -

Donc, T, € (LP(my))" et [|Tull(zr(mn)y < [Tl (zry- Comme my,(A,) = m(A,) < oo, on peut alors
utiliser la premiere partie, elle donne qu’il existe g, € LY(m,,) t.q. :

T.(f) = /fgndmn, Vf e LP(m,,).
La premiere partie donne aussi :

gnllLa(m,) < 1 Tallrmayy < IT M zem)) - (17.27)

On utilise (gn,)nen dans les questions suivantes.

(b) Montrer que si m > n, g, = Gm p-p- Sur A,.

corrigé
Soit f € LP = LL(E,T,m)tq. f = 0p.p.sur AS. Onnote f, larestrictionde f a A,, et f,, larestriction de f
a A,,. En confondant, comme d’habitude, un élément de L? avec ’un de ses représentants, on a f,, € LP(m.,,),
fm € LP(my,) et Ty (frn) = Ton(fi) = T(f). Donc,

/fngndmn = /fmgmdmm.
Comme f,, = f,, = f sur A, et que m,, est aussi la restriction de m,,, sur A,,, on a donc :
[ o= am)dma =
En prenant f = sign(gn — gm)1¢g,2g..} SUr A, et f = 0 sur A5, (on aici choisi des représentants pour g, et

Jm), on en déduit g,, = g,, Myp-p.p. sur A, c’est-a-dire g,, = g, p.p. sur A, car m,, est la restriction de m
sur A, (p.p. est alors pris au sens m-p.p.).

(c) On définit g : £ — R par g = g, sur A,.

i. Montrer que g € L(E). (Distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = 400.)

corrigé
Plus précisément, on peut choisir, pour tout n € N un représentant de g,, de maniere a avoir g, = g, sur
tout A,, pour m > n. On peut alors définir g : £ — R par g = g, sur A,,. La fonction g est mesurable de
FE dans R (car g,, est mesurable de A,, dans R).

Cas p > 1. (c’est-a-dire ¢ < oo). Dans ce cas, on remarque que h,, 1 |g| quand n — oo avec h,, défini par
hy, = |gn| sur A, et h, = 0 sur AS. Le théoréme de convergence monotone donne alors :

/|g|qdm: lim /h‘fldm: lim /|gn|qdmn.
n— oo n— oo

Comme [ |g,|?dm,, < HT||‘(1LP), (d’apres 17.27), on en déduit que g € L7 (et ||gllq < || T'||(Lr)). Donc,

g € L9 (en confondant g avec sa classe).
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Cas p = 1. (c’est-a-dire ¢ = 00). Dans ce cas, on a, par (17.27), ||gn || Loc (m,.) < [|T]|(z1) pour tout n € N.
On en déduit que gl < | Tll(z1y (car {g > [Tl w1y} = Unerlgn > [T z1y})- Done, g € L (en

confondant g avec sa classe).

ii. Montrer que T'(f) = [ fgdm, pour tout f € LP.

corrigé
Soit f € LP, on pose f, = fla,.D’apres théoréme de convergence dominé dans L” (théoreme 6.1), on a
fn — f dans LP quand n — oo. Donc :

T(fn) = T(f) quand n — oo. (17.28)

Or, T(fn) = Tn(hy), olt hy, est la restriction de f,, & A,,. On remarque alors que

Comme g € LY, I'inégalité de Holder donne que [ gf,dm. — [ gfdm quand n — oo (car | [ gf,dm. —
Jafdm| <|gllq|lfn — fllp — 0 quand n — oo).

On adonc T(f,) = Tn(hy) — f gfdm quand n — oo, ce qui, avec (17.28) donne T'(f) = [ fgdm.

17.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

Corrigé 131
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)neny C L? = L?(E,T,m) et f € L? t.q. 1a suite (f,,)nen tende faible-
ment vers f dans L2, ¢’est-a-dire : [ f,,odm — [ fodm pour toute fonction ¢ € L?.

1. Montrer que || f|2 < Uminf, 1o || fnll2.

corrigé
Comme f,, — f faiblement vers f dans L? (quand n — oco) etque f € L2, ona:

/fnfdm—>/f2dm:||f\|§ quand n — oo.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne [ f,, fdm < || f,,|2|| f||2. On en déduit, en faisant tendre n vers 'infini :

= [[fll2liminfp o0 || frll2,

etdonc || f]l2 < liminf, oo || full2-

2. On suppose de plus que || |2 — || f]|2 lorsque n — ~++oco. Montrer que la suite (f,,)nex tend vers f dans L2.

corrigé
On remarque que || fo — flI3 = (fo — f/fa — f2 = [fal3 + I3 =2 [ fufdm. Ona||fall3 — [I£]3 et,
comme f, — f faiblement dans L?, on a aussi [ f,fdm — [ f>dm = ||f||3, quand n — co. On en déduit

donc que || f, — fll2 — 0 quand n — oc.
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Corrigé 132 (Convergence faible)
Soit (E, T, m) un espace mesuré o —fini. Pour 1 < r < 0o, on note L" I'espace L (E, T, m). Soit 1 < p < co et
q=p/(p—1).Soit (fn)nen C LP et f € LP.

1. Montrer que f,, — f faiblement dans LP quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si

/fngdm — /fgdm, Vg € L. (17.29)

corrigé
Le cours (théoreme de dualité 6.10 page 155) donne que {¢,, g € L7} = (LP)’, avec ¢, défini par ¢ (f) =
[ fgdm (pour f € LP). Ceci donne bien le résultat demandé (c’est-a-dire : f,, — f faiblement dans L si et
seulement si g (f) = @q(f) pour tout g € L9).

2. Montrer que || f||, < liminf,,_,« || fnllp si fr. — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser (6.53) avec un
choix convenable de g.]

corrigé
Soient (f)neny C LP et f € LP t.q. f,, — f faiblement dans L?, quand n — oo. On confond f avec I'un de ses
représentant et on pose g = | f|P~!sign(f). La fonction est mesurable (comme produit de fonctions mesurables).
On aaussi g € L7 et, comme ¢(p — 1) = p, [|g|| = || f]|5- On en déduit, par I'inégalité de Holder :

/fngdm < Hf"”l)”qu = an”p(/ |f‘pdm)17%.

Quand n — oo, on obtient :

J1sam = [ sadn = sy f o < it il f Vi,

etdonc || f|l, < liminf, o || frllp-

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :

m(E) < oo, fn— fpp., ICtq. || fnllp <C,Vn eN. (17.30)
3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N € Netg € L9t.q. g = 0p.p. sur E§ avec Ex = Ny>n{z € E; |fn(z) — f(z)| < 1}. Montrer que
[ frngdm — [ fgdm, quand n — oo.

corrigé
Pour définir Ey, on a, comme d’habitude, confondu les fonctions f,, et f avec I’un de leurs représentants.

On remarque que g(f,, — f) — 0 p.p. et que, pour n > N, |g(fn — f)| < |g| p-p.. Comme g € LI C L* (car
m(E) < 00), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne que g(f,, — f) — 0 dans L*
et donc :

/gfndm—>/gfdm7 quand n — oco.
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(b) Montrer que f,, — f faiblement dans L. [Pour g € L, introduire g5 = glg, .]
corrigé

Soit g € L7 (on confond g avec I'un de ses représentants). On pose gy = glg, avec Exy = Np>n{z € E;
|fr(x) — f(z)| < 1}.Onaalors:

[ tugam~ [ soam = [ (g~ gu)m+ [ faguim

(17.31)
*/ngdme/f(gN*g)dm'

Comme gy — ¢ p.p- quand N — oo (car f,, — f p.p. quand n — 00), et que |gn| < |g| p-p. (pour tout N),
on peut appliquer le théoreme de convergence dominée dans L? (théoréme 6.1) car g € L7 et ¢ < oo (on a
besoin ici de I’hypothese p > 1). Il donne :

gy — gdans LY, quand N — co. (17.32)

Soit € > 0. En utilisant I’inégalité de Holder, ’hypothese || f,,||, < C et (17.32), on peut donc choisir N t.q. :

| [ falo = hdm| < fulbllgn gl < Claw — gl <, (17.33)
pour toutn € Net:
| [ $ox ~ g)dm| < £l llan = gl < = (1734
Puis, NV étant fixé, la question précédente nous donne, quand n — oo,
[ ugwdm = [ foxim.
Il existe donc n(e) t.q.
n>ne) = \/fngNdm — /ngdm| <e. (17.35)

Avec (17.33), (17.34) et (17.35), on déduit alors de (17.31) :

n > n(e) = |/fngdm - /fgdm| < 3e.

Ce qui prouve bien la convergence faible de f,, vers f dans LP.

(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), ) pour lequel f,, /4 f dans LP.

corrigé
On prend f,, = nv Lo, 1 Onallfull, =1, fn = 0 p.p.et f,, / 0dans LP (quand n — o00).

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f||; < liminf,, o || f|/1. Donner un exemple avec
(E, T,m) = (]0,1[, B(]0, 1]), \) pour lequel f,, /4 f faiblement dans L', quand n — co.

corrigé
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choisisant des représentants pour f,, et f).

Le fait que ||f||1 < liminf, o ||fn]|1 est une conséquence immédiate du lemme de Fatou, lemme 4.6 (en

On peut prendre, comme exemple, f, = nljg 1. Ona f, — 0p.p.,

falll = 1et [ fapdm — 1 # 0si
¢ = 1j9,11 (donc f,, # 0 faiblement dans L', quand n — 00).

. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f,, — f dans L", quand
n — 0o. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de Vitali pour la suite (g, )nen avec g, = | fn — f|"-]

corrigé
On pose g, = |fn — f|"- Ona g, — 0 p.p. et, pour tout A € T, on obtient en utilisant I"inégalité de Holder
avec les fonctions g,, et 14 et les exposants £ et son conjugué :

A%mzAmﬁﬂ%qu—wammnﬁ
< o — FII5(m(A))!

b,
On en déduit, comme || f,, ||, < C':

T

A%MSWHWJWWWR

d’ot I’on déduit que la suite (g, )ren est équiintégrable. Le théoreéme de Vitali (théoréme 4.8, voir aussi I’exer-
cice 4.30) donne alors que g,, — 0 dans L', d’ot I’on conclut que f,, — f dans L", quand n — co.

. Pour cette question, on retire dans (6.54) I’hypothése m(E) < oo et on suppose que p > 1. Montrer que f,, — f
faiblement dans LP.

corrigé
11 suffit ici de reprendre la méme démonstration qu’a la question 3 avec E remplacé par Eny = Ex N Ay ol
(Ap)neny C Testt.q. UpenA4, = E, A1 D A, pour toutn € Netm(A,) < oo pour tout n € N.

. Dans cette question, on conserve I’hypothese (6.54) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f
appartient nécessairement a L”.

corrigé
Le fait que f € LP est une conséquence immédiate du lemme de Fatou (appliqué a la suite (| f|?)nen)-

. On prend maintenant (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) et on définit f,, pour n € N par f,, = 1 p.p. sur
12k/n, (2k+1)/n[pourk € N, (2k+1)/n < let f, = —1 p.p. sur |2k — 1/n, 2k/n[ pour k € N*, 2k/n < 1.
Montrer que f, — 0 faiblement dans LP, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L' ]

corrigé
On se limite a n pair (la démonstration pour n impair est similaire).

On prend d’abord ¢ € C([0,1],R). On a alors :



On en déduit :

1—1
n 1
| /fngod)\| < / lo(x) — o(z + =)|dz — 0 quand n — co. (17.36)
0 n
Soit maintenant ¢ € L*. Soit e > 0. Il existe 1) € C([0,1],R) t.q. [|¢ — ¥||1 < e.Onaalors :

[ e <1 [ gviN ] [ 1w = p)ar < | /01 futbdA] + <.

Comme ) € C([0,1],R), on peut utiliser (17.36) (avec 1 au lieu de ). Il existe donc n(e) t.q. | fol frt0dA] <
e pour n > n(e), et donc :

n>n(e) = |/fng0d)\| < 2e,

ce qui donne bien [ f,d\ — 0, quand n — oo, pour tout p € L'.

On en déduit bien que f,, — 0 faiblement dans L? pour tout 1 < p < oo en utilisant la question 1 et le fait que
L9 C L* pour tout ¢ > 1.

Corrigé 133 (Convergence faible et non linéarit¢)

On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP I'espace L5 (]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Iespace L£(]0,1[, B(]0,1[), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,),en C L et u,v € L'. On suppose que u,, — u faiblement dans L1,
quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,,) — T(u) pour toute application 7" linéaire continue de L' dans R) et
que u,, — v faiblement dans L'.

(a) Montrer que [(u — v)¢d\ = 0, pour tout ¢ € L.

corrigé

Soit ¢ € L. On sait que I’application w — [ w¢dA est une application 7" linéaire continue de L' dans R
(voir la section 6.3). On a donc, quand n — oo :

/unqﬂd)\% /uqbd)\ et /ungbd)\ — /vd)d)\.

On en déduit bien que [ upd = [ vedA c’est-a-dire [(u — v)pdA = 0.

(b) Montrer que u = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans 1’égalité précécente.]

corrigé
On choisit des représentants de u et v et on prend ¢ = sign(u — v)1{u # v}. La fonction ¢ est mesurable
(et m&me étagée) et bornée, donc ¢ € L (ou ¢ € L avec la confusion habituelle). Ce choix de ¢ dans la
question précédente donne alors ||u — v||; = 0 et donc u = v p.p..

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )neny C L™ et v € L. On suppose qu’il existe C' > 0
t.q. ||vn |l < C pour tout n € N et que v, — v p.p., quand n — oo.
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(a) Montrer que v,, — v dans L?, quand n — oo, pour tout 1 < p < oco.

corrigé

Ceci est une conséquence immédiate du théoréme de convergence dominée dans LP (pour 1 < p < oo,
théoréme 6.1). En effet, on a v,, — v p.p., |v,| < Cl}o,l[ p-p- (pour tout n € N) et la fonction 01]0,1[
appartient a LP.

(b) Donner un exemple pour lequel v,, 4 v dans L.

corrigé

11 suffit de prendre v, = 1)y 1| (plus précisément, v, est I’élément de L= donc 1j, 1 est I'un des représen-
tants) et v = 0. On a (v )neny C L™, ||vpn]|oo = 1, pour tout n € N, v,, — 0 p.p. et v, 4 0 dans L>° (quand
n — 00),

(¢) Soit (un)nen C L' etu € L. On suppose que ||uy, ||« < C pour tout n € N et que u,, — u faiblement dans
L', quand n — oo. Montrer que [ u,v,d\ = [ uvd), quand n — oo. [Ecrire v, = v + (v, — v).]

corrigé

On remarque que

/unvnd)\ = /unvd)\—i—/un(vn —v)dA. (17.37)

Comme u,, — u faiblement dans L', on a [ u,vd\ — [ uvd), quand n — oc.

Le deuxieme terme de (17.37) tends vers O car | [ u,, (v, — v)dA| < ||uploollvn — v]l1 < Cllvn, —v]l1 = 0,
quand n — oo, car on a montré précédemment que v,, — v dans L*.

On en déduit bien que [ u,v,d\ — [ uvdA, quand n — oo.

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R, R).
3. Soitw € L. Montrer que ¢ o u € L.

corrigé

— Comme ¢ € C(R,R), ¢ est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, R étant muni de la tribu de
Borel). On en déduit que ¢ o u est mesurable comme composée de fonctions mesurables.

— Onnote M = max{|p(s)|, |s] < ||ullso}- Ona M < oo (car ¢ est continue sur le compact [—||u| o, ||¢t]/cc])
et|poul < M p.p.car|u| < ||u]loo p-p.. On en déduit que p o u € L>® et || 0 ullo < M.

4. Soitu € L™ et v,w € u. Montrer que {h € L2 ;h=¢povpp.}={h € L®;h=powp.p.}.

corrigé
Onawv = w p.p. etdonc pov = @ow p.p., puisque, pour z €]0, 1[. u(x) = v(z) implique p(u(z)) = p(v(z)).
Sih :]0,1[— R, onadonc:
h=poupp. & h=¢povp.p.,
ce qui donne bien {h € L*;h=gpovpp.}={h € L®;h=powp.p.}

432



Gréace aux 2 questions précédentes, pour v € L°°, on pose, si v € u :
p(u) ={h € L2;h=powvp.p.},de sorte que p(u) € L.

On se donne maintenant (u,)neny C L°°. On suppose qu’il existe C' > 0 t.q. ||un|lcc < C pour tout n € N et
quilexisteu € L' et f :]0,1[— Rtq.:

— ,, — u faiblement dans L', quand n — oo,

- ¢(un) — f p.p., quand n — oo.

Le but de I’exercice est de comparer f et o(u).

. Montrer que | [ ul ad\| < CA(A) pour tout A € B(]0,1[). Montrer que u € L™ que [|ul|~ < C.

corrigé
Soit A € B(]0,1[). De I'hypothese ||ty |lco < C, on déduit :

| / wnLadA| < JunlocllLalls < CACA). (17.38)

Comme u,, — u faiblement dans L' quand n — oo, on a [u,14d\ — [ulad\ quand n — co. On déduit
donc de (17.38), quand n — oo :

| / w1 adA| < CA(A). (17.39)
On choisit alors un représentant de v et on prend dans (17.39), A = Ay = {u > C}. Si A(44) > 0,on a
Jula,dX> CX(Ay), en contradiction avec (17.39). Ce qui prouve que A(A4) = 0.

On prend ensuite A = A_ = {u < —C}.SiAN(A_) > 0,ona| [ula d\ = [(—u)la d\ > CA(A_), en
contradiction avec (17.39). Ce qui prouve que \(A_) = 0.

On adonc A\({|u| > C}) = A(A4) + AM(A—-) = 0. Ce qui donne u € L™ et ||ulleo < C.

. On suppose, dans cette question, que ¢ est affine (c’est-a-dire qu’il existe o, 8 € R t.q. ¢(s) = as + [ pour
tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

corrigé

On rappelle d’abord (voir la section 6.3) que si (wy,)neny C L' et w € L%, la suite (wy,)nen tends vers w
faiblement dans L' (quand n — 0o) si et seulement [ w,¢d\ — [ w¢dA pour tout ¢ € L.

Soit ¢ € L™, ona [ @(uy)pd\ = [(ou, + 8)¢d\ = a [ undpdX+ 3 [ ¢dX\. Comme u,, — u faiblement dans
L', on en déduit que [ p(un)pd\ — o [ugd\ + 3 [ ¢dX = [ o(u)¢dA (quand n — co). Ceci montre que
¢(un) — ¢(u) faiblement dans L' quand n — oo.

On utilse maintenant le fait que p(u,) — f p.p.. En notant M = max{[p(s)|, |s| < C},ona M < oo et
lo(un)| < M p.p. (car |u,| < C p.p.) pour tout n € N. On peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée (car les fonctions constantes sont intégrables, sur (]0, 1[, 5(]0,1[), A)). Il donne f € L' et p(uy,) — f
dans L' quand n — co. On en déduit alors aussi que @(up) — f faiblement dans L' quand n — oo (il suffit de
remarquer que | [ @(u,)pdX\ — [ fodA| < [lo(un) — fll1]l¢]loc — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L>).

Par la question 1 (unicité de la limite faible), on peut donc conclure que f = ©(u) p.p..

. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L™ t.q. u, — v p.p. quand
n — oc. En déduire que v = u et f = p(u) p.p..
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corrigé
Pour chaque n € N, on choisit un représentant de w,,, encore noté u,,. Comme |u,| < C p.p. (pour tout n € N)
et o(u,) = f p.p., il existe A € B(]0,1[) t.q. A(A) = 0, |u,(z)] < C, pour tout z € A° et tout n € N, et
o(un(z)) = f(x), quand n — oo, pour tout z € A°.

Soit z € A°. La suite (u,(x))nen est incluse dans le compact [—C, C]. Soit a une valeur d’adhérence de
cette suite (c’est-a-dire la limite d’une sous suite convergente). Par continuité de ¢, ¢(a) est alors une valeur
d’adhérence de de la suite (p(u,(x)))nen- Or, la suite (p(u,(x)))nen converge vers f(x). Donc, ¢(a) =
f(z). Comme ¢ est injective, ceci montre que la suite (u, (z))nen n’a qu’une seule valeur d’adhérence et donc
qu’elle est convergente (on rappelle qu’une suite dans un compact, qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence, est
convergente). On pose alors v(x) = limy,_ oo Up ().

On a ainsi défini v p.p. (car A(4) = 0), et on a u, — v p.p.. On a aussi obtenu que (v) = f p.p. (car
p(v(x)) = f(x) pour tout x € A°).
Comme |u,,| < C p.p. (pour tout n), le théoréme de convergence dominée donne que u,, — v dans L' (quand

n — 00). On en déduit, comme 2 la question précédente, que u,, — v faiblement dans L'. La question 1 (unicité
de la limite faible) donne alors u = v p.p..

Enfin, on a déja montré que p(v) = f p.p. et donc o(u) = f p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ¢ est croissante.

(a) Soit v € L. Montrer que [(f — ¢(v))(u — v)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]

corrigé
Soit v € L>°. Comme ¢ est croissante, on a (p(uy, ) —¢(v))(un, —v) > 0 p.p. etdonc [(p(un) —p(v))(up —
v)dA > 0.
On remarque maintenant que :
— (p(un) —@(v)) = (f = ©(v)) p.p. (quand n — o0) et ||p(un) — @(v)||ce < M1 + My (pour tout n) avec

M; = max{|p(s)], |s| < O} et My = max{|¢(s)], |s| < ||v]|oo} (pour tout n).

— (uy, — v) — (u — v) faiblement dans L' (quand n — o0) et [[tty, — Voo < C + || 0o-

On peut utiliser la question 2 (c) et en déduire que [(@(un) — @(v))(un — v)dA = [(f — ©(v))(u — v)dX
quand n — oo et donc :

/ (f — 9(v))(u — v)dA > 0.

(b) Soit w € L>. Montrer que [(f — ¢(u))wdX < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u + (1/n)w.]

corrigé
La question précédente avec v = u + (1/n)w donne :

/U—g@+%wmmxgu

Comme ¢ est continue, on a p(u + 2w) — ¢(u) p.p. quand n — oo. On a aussi |p(u + Lw)| < M p.p.,

pour tout n € N, avec M = max{|¢(s)], |s| < ||u||oo + ||| }. Le théoréme de convergence dominée donne

1<
alors (f — ¢(u+ tw)) = (f — ¢(u)) dans L', quand n — oo, et donc, comme w € L :
[ = ot Zwpwir > [(f - pw)uwdx
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On en déduit que [(f — ¢(u))wdA < 0.

(c) Montrer que f = o(u) p.p..

corrigé

On choisit des représentants de f et p(u) et on pose
w = sign(f — f(u))l{f;éf(u)}.

La question précédente donne alors, avec ce choix de w, || f — ¢(u)|[1 = 0 etdonc f = o(u) p.p..

9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k +1)/2n[ pour k € {0,...,n— 1}, et u,, = —1 p.p.
sur |2k — 1/2n,2k/2n[ pour k € {1,... ,n}.

(a) Montrer que [ u,¢dX — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0, 1], R).

corrigé
Cette question et la suivante ont déja faites dans le corrigé 132. On reprend la méme démonstration.

Soit ¢ € C([0,1],R).Ona:

On en déduit, grace a la continuité uniforme de ¢ :

lf%n
| /unqﬁdM < / |p(z) — d(x + %Ndm — 0 quand n — oo. (17.40)
0

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L*.] Montrer que u,, /4 0 dans L', quand n — oo.

corrigé

Soit ¢ € L. Soit e > 0. Il existe v € C([0,1],R) t.q. [|¢ — ¢||1 < &.On aalors :

|/un¢d>\| < |/u,Lwd)\|—|—\/un(w—¢)d)\| < |/01unwd)\|—|—5.

Comme ¢ € C([0,1],R), on peut utiliser la question précédente. Il existe donc n(e) t.q. | fol updA| < €
pour n > n(), et donc :

n>n(e) = \/unqﬁdM < 2e.

Ceci donne que [ u,¢d\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L.

On en déduit bien que u,, — 0 faiblement dans L' car L> C L'.

D’autre part, u,, /4 0 dans L, quand n — oo, car |lu,||; = 1 pour tout n € N.
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(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel ¢(u,,) — f p.p. et f # ©(0) p.p.. (et donc ¢ n’est
pas croissante et n’est pas injective).

corrigé
11 suffit de prendre ¢(s) = s? pour tout s € R. On a alors ¢(u,,) = 1 p.p. pour tout n € N et donc p(u,,) — f
p.p. avec f = 1 p.p. alors que ©(0) = 0 p.p..

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(RR,R) croissante pour lequel ¢(u,,) — f p.p. (et donc f = ©(0) p.p.,
par la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

corrigé
I suffit de prendre ¢(s) = 0 pour tout s € R. On a alors p(u,) = 0 p.p. pour tout n € N et donc p(u,) — f
p.p. avec f = ©(0) = 0 p.p..

Corrigé 134 (Convergence faible et convergence forte dans L')

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L? I'espace LE (X, T, m). Soit (fn)nen C L',
f € L' et C € R. On suppose que

— fn — [ faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que | f,gdm — [ fgdm pour tout g € L*).

— Pourtoutn € N, f, > C p.p..

1. Montrer que f > C p.p..
corrigé
Comme d’habitude, on choisit des représentants pour f et f,,, n € N.Onpose g = 14 avec A = {f < C}.
Comme g € L™, ona

/fngdm — /fgdm, quand n — oo. (17.41)

Mais, comme f,, > C' p.p.,ona [ fogdm = [, fodm > Cm(A). on en déduit, grace a (17.41),

/Afdm:/fQZC’m(A):/ACdm.

Onadonc [(C — f)ladm < 0.Comme (C — f)14 > 0, on a donc nécessairement (C' — f)14 = 0 p.p.. Enfin,
comme f < C sur A, on a donc m(A) = 0. Ce qui donne f > C p.p..

2. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L! (c’est-a-dire lim,, o || fn — f|l1 = 0).
corrigé
En prenant g = 1x,ona [ f,dm — [ fdm, quand n — oo. On remarque maintenant que f, > C' = f p.p..
On a donc

”fn_f”l:/|fn_f‘dm:/(fn—f)dm—>07 quand n — oo.

Corrigé 135 (Convergence étroite de mesures)
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Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur 5(R) (on rappelle que “m,, finie" signifie que “m,, (R) < co") et m
une mesure finie sur B(R). On rappelle que C,(R,R) C L1 (R, B(R), my,), pour tout n € N, et que Cp(R,R) C
Li(R, B(R),m).

On suppose que :

/gdmn — /gdm7 pour tout g € Cp(R, R).

Soit f € C(R,RR). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € Li(R, B(R), m,) pour tout
n € N.

1. On pose a = sup,,cy My (R). Montrer que a < 00.
corrigé
La fonction constante et égale a 1 appartient & C,(R,R). L’hypothése donne donc m,(R) — m(R), quand
n — oo. La suite (m,,(R)),ecn est donc bornée (car convergente dans R). Ce qui donne o < oc.

2. On suppose, dans cette question, que :

b= sup/|f|2dmn < 00.

neN

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < (z) < 1 pour tout z € R. Montrer
qu’il existe C' € R, ne dépendant que de « et 5 (définis ci dessus), t.q. :

[ fledm < c.

corrigé
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Nl=

[t < ([ Fama)h([ Pamat < shm, @)} < (@p)?.

Comme |f|¢ € C.(R,R) C C,(R,R), I'hypothese donne

[ flidim = tim_ [ 171,

On déduit donc de la majoration précédente que [ | f|odm < (af) 3,

(b) Montrer que f € L1 (R, B(R), m).

corrigé
On définit ¢; en posant :

pr(x)=1,s10 <z <1,
pr(z)=2—z,sil <z <2
p1(x) =0, si2 <z,
v1(z) = p1(—x), siz < 0.

Puis, pour p > 2, p,(z) = cpl(%) pour x € R.
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simplement et en croissant vers la fonction constante égale a 1, le théoréme de convergence monotone donne
1
que [ |f|dm < (afB)2 etdonc que f € Li(R, B(R), m).

La question précédente donne [ |f|p,dm < (aB)? pour tout p > 1. Comme la suite (¢,),>1 converge

(c) Montrer que /fdmn — /fdm, quand n — oo.
corrigé
On utilise encore la suite (¢, ),>1 définie a la question précédente et on remarque que, pour tout p > 1,

[ g~ [ faml < [1510 = o)dma + [ 1510~ p)im

(17.42)
+|/fgopdmn—/fgapdm|.

Soite > 0. Pour toutp > 1, ona|f|(1 — ¢,) < |f| p.p.. Comme (1 — ¢,) — 0 p.p. et f € LL(R, B(R), m),
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne [ |f|(1 — ¢,)dm — 0 quand p — oo. Il
existe donc py > 1 t.q.

pzro= [ 1710~ e <e.

En utilisant encore le théoréme de convergence dominée (les constantes étant intégrables pour la mesure m),
il existe aussi p; > 1 t.q.

p2p1=>ﬁ/(1—gop)dm<52.

On choisit maintenant p = max(pg,p1). Comme (1 — ¢,) € Cy(R,R), on a donc [(1 — ¢,)dm,, —
J (1 = ¢p)dm quand n — co. Il existe donc ng t.q.

nznoéb’/(l—gpp)dmn<62.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que (1 — ¢,)? < (1 — ¢,), on en déduit, pour n > ny,

Nl

<e.

1510 = gyim, < 5[ (1= gy)dma)

Enfin, comme fy, € C,(R,R),ona [ fo,dm, — [ fo,dm quand n — oco. Il existe donc ny t.q.

n>ng = |/fgppdmn — /f@pdm| <e.

Finalement, avec ce choix de p = max(pg, p1), on déduit donc de (17.42) que
n > max(ng,ny) = \/fdmn — /fdm| < 3e.

Ceci prouve bien que / fdm, — / fdm, quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup/ |f|?dm,, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (m,,),en, m et f) que 1’on peut avoir f & Li (R, B(R), m).
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corrigé
On peut prendre, par exemple, mg = 0 et, pour n > 1, m,, = 22:1 ]%617 (ou 6, est la masse de Dirac en p). On
prend f définie par f(z) = x pour tout z € R. Les hypotheses sur la suite (m,,),en et m sont bien vérifiées avec
_ N 1
m= Zp:l pT‘SP-

Onabien f € LZ(R, B(R),m,) C L (R, B(R), m,) pour tout n € N mais f ¢ L}(R, B(R), m).

Corrigé 136 (Convergence faible et convexité)

Dans cet exercice (E, T, m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o —finie.. Pour tout 1 < r <
oo, onnote L” I’espace L" (E, T, m) (et L™ I'espace L7 (E, T, m)). Soit 1 < p < 00, (un)nen une suite bornée de
LP etu € LP t.q. u, — u faiblement dans LP quand n — oo (on rappelle que ceci signifie T'(u,,) — T'(u), quand
n — oo, pour tout 7" dans (LP)’, ¢’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1.Onposer =p/(p—1)sip > letr = oo,sip = 1. Montrer que, pour toutv € L" :

/unvdm — /uvdm.

corrigé

Soit v € L". Pour tout w € LP, on pose T'(w) = [ wvdm. Comme cela a été vu en cours, I'inégalité de Holder
(proposition 6.9) donne que T € (LP)’, ona donc T'(u) = limy, 00 T'(tn)-

Soit p € C1(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent a dire que ¢’ est strictement
croissante).

2. Soita € R. Pour z € R, on pose hy(z) = p(x) — p(a) — ¢’'(a)(x — a).

(a) Montrer que hq(x) > 0siz # a.
corrigé

Soit  # a. Le théoréme des accroissements finis donne qu’il existe y €]a, x|, si x > a, ou y €|z, af, si
z < a,tq. o(x) — pla) = ¢'(y)(x — a). Onadonc hy(z) = (¢’ (y) — ¢'(a))(xz —a) > 0.

(b) Montrer que h, est décroissante sur | — 0o, a[ et croissante sur |a, co(.
corrigé
La fonction h,, est de classe C* et, pour tout z € R, on a hl,(z) = ¢'(z) — ¢’(a). on a donc Al (z) < 0 si
x<aethl(x)>0siz>a.

Soit 1 < g < oo. On suppose maintenant que la suite (¢(uy))nen est bornée dans L7 et qu’elle converge
faiblement dans L9, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) p € L9.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,,. On désigne alors par ¢(u,,) la fonction (de E dans
R)  — @(un(x)). Cette fonction est supposée étre dans L7 et on I’identifie, comme d’habitude, avec 1’élément
de L9 qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [p(un) — p(u) — ¢'(u) (uy, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour w. On désigne alors par ¢(u) et
¢’ (u) les fonctions z — ¢(u(z)) et x — ¢’ (u(x)).
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3. Soit k € RY et B € T't.q. m(B) < 00. On pose A, = {|u| < k} (c’est-a-dire A, = {x € E t.q. |u(z)| < k}.

Montrer que / fala,1pdm — /(@ — ¢(u))1a,1pdm, quand n — oco.

corrigé

la fonction ¢’ est continue sur R. Elle est donc bornée sur [—k, k]. On en déduit que ¢’(u)14, € L. Comme
m(B) < oo, on a donc ¢’'(u)la,1p € L" pour tout r € [1,00] en en particulier si r est le conjugué de p
(c’est-a-dire r = p/(p— 1) sip > letr = oo, si p = 1). La question 1 donne donc :

/cp'(u)lAklg(un —u)dm — 0, quand n — occ.

Puis, comme ¢ (u,) — @ faiblement dans L? et que 14,15 € L" ol r est maintenant le conjugué de ¢, on a
aussi :

/(p(un)lAledm — /alAledm, quand n — oo.

Enfin, on remarque que p(u)la, 15 € L' (car m(B) < oo et ¢ bornée sur [k, k]). Ce qui donne finalement
que f,1la,1p € L' pour toutn € Netque [ f,1a,1dm — [(7 — o(u))1a,1pdm, quand n — occ.

4. Montrer g > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]
corrigé

La question 2(a) donne que f,, > 0 p.p.. On a donc, grice a la question 3, avec les notations de la question 3 :

/(¢ —@(u))la,1pdm >0, (17.43)

pour tout & € RY ettout B € T't.q. m(B) < oo.

On va déduire de (17.43) que > ¢(u) p.p.. Pour cela, On choisit des représentants de u et @ et on pose
N ={p—p(u) <0} ={z € E;9(x) - p(u(r)) <0}
Comme m est o—finie, il existe une suite (E,)pen C T t.q. B = Upen+Ep, m(E,) < co et B, C Epqq

pour tout p € N*. Comme u prend ses valeurs dans R, on a donc aussi £ = Upen<(E, N A,) et finalement
N = Upen+ Np, avec N, = NN E, N A,,.

Soitp € N*, onprend k = pet B = E, N N dans (17.43), de sorte que A, N B = A,NE,NN = N,. Comme
® — (u) < 0 sur N, on obtient que (@ — ¢(u))1n, = 0 p.p. et donc m(N,) = 0. Comme N = Upen+ Ny, 0n
a finalement m(N) = 0 et donc @ > (u) p.p..

On suppose maintenant que @ = @(u) p.p..

5.80it B € T tq. m(B) < oo, k € R et Ay, = {|u|] < k}. Montrer que (f,)nen admet une sous suite
convergeant p.p. vers 0 sur A N B.
corrigé

La question 2(a) donne f,, > 0 p.p. (pour tout n) et la question 3 donne que f,14,n5 = fnla,lp € L' et
| fnla 1Bl = [ fala,1pdm — 0, quand n — co. D’apres la réciproque partielle de convergence dominée
(théoréme 4.7), la suite (f,14,15)nen admet donc une sous suite convergeant p.p. vers 0. Autrement dit, il
existe une application strictement croissante 1) de N dans N t.q. (fy(n))nen converge p.p. vers 0 sur A, N B.
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6. (Question plus difficile.) Montrer que ( f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le
fait que la mesure m est o—finie et un “procédé diagonal".]
corrigé

On reprend la suite (E,),en+ introduite a la question 4 (c’est-a-dire (Ep)pens C T t.q. E = Upen+E)p,
m(E,) < oo et E, C Ep,yq pour tout p € N*).

La question 5 donne que pour tout p € N*, la suite (f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur
A, N E,. Plus précisément, le raisonnement de la question 5 donne que de toute sous suite de la suite (fy,)nen
on peut extraire une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme E = Upen+(Ap N Ep), le procédé
diagonal va nous permettre ci aprés de construire une sous suite de la suite (f,,)nen convergeant p.p. vers 0 sur
E.

Dans une premiére épape, on montre, par récurrence, I’existence d’une suite d’applications strictement crois-
santes (1, )pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (fy, ..o, (n) )Jnen converge p.p. vers 0 sur A, N E),.

L’existence de v); découle de de la question 5 avec k = 1 et B = Ej. Puis, pour p > 1, en supposant
1, ...,1p construits, on utilise le raisonnement de la question 5 avec la suite (f,plo”_wp(n))neN, k=p+1
et B = E,1. On obtient I’existence d’une application srtictement croissante 1,1 de N dans N t.q. la suite
(fzplo...owpﬂ(n))neN converge p.p. vers 0 sur A, 1 N E,4;. Ce qui termine la récurrence.

La deuxieéme étape consiste a définir ¢ de N dans N en posant

Y(n) =11 0...0¢,(n), pourn € N.

La fonction 1) est strictement croissante de N dans N et on va montrer que la suite ( f,(n))nen converge p.p. vers
0 (sur E). En effet, soit p € N*. Pour n > p,ona:

1/)(”) =1o...0 7vsz(¢19+1 ©...0 ¢n(n))

La suite (fy(n))nen est donc extraite, a partir de n = p, de la suite (fy,o...04,(n) Jnen. Ceci prouve que
(fy(n))nen converge p.p. vers 0 sur A, N E,,. Comme £ = Upen+ (A4, N E,), on en déduit bien que la suite
(fy(n))nen converge p.p. vers O (sur E).

7.Soit x € E t.q. fo(xr) — 0, montrer que u,(x) — u(z). [Soit b € R, limite d’une sous suite de la suite
(un(z))nen. Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]
corrigé

Le point z est ici fixé. On pose a = u(x). On remarque alors que fn,(z) = hq(u,(z)) (avec h, défini a la
question 2).

Si la suite (u, (x))nen est non bornée, on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous suite, que ., ()
¢ la —1,a+ 1] pour tout n (on peut méme supposer que |u, (x)| — 400 quand n — o). On a donc, grice a la
question 2 :

fu(x) = ho(un(x)) > min(he(a+ 1), he(a — 1)) > 0,

en contradiction avec lim,,_, » fn(z) = 0. La suite (u,(x))nen est donc bornée.

Si b est une valeur d’adhérence de la suite (uy,(x))nen, il existe une sous suite de la suite (uy, (2))nen, encore
notée (un(2))nen, t.q- b = lim,, o up (). On a donc lim, o fr(x) = he(b). Comme lim, o frn(z) = 0,
la question 2(a) donne b = a. On a ainsi montré que u(x) est la seule valeur d’adhérence de la suite bornée
(un(2))nen, ce qui prouve que u(z) = limy, o0 un (2).
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8.

10.

Montrer que (uy,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers u.

corrigé
La question 6 montre que la suite (f,),en admet une sous suite convergeant p.p. vers 0. Il existe donc
strictement croissante de N dans N t.q. la suite (fy(,,))nen converge p.p. vers 0. Le raisonnement de la question 7
montre que

reFE, nh—>Holo o) () =0 = lim u,(z) = u(x).

n— oo

On en déduit que (ty(y,))neN CONVErge p.p. Vers u.

. On suppose ici que p > 1. Montrer que v, 15 — ulp dans L” pour toutr € [1,p[ettout B € T t.q. m(B) < co.

[Utiliser I’exercice 6.18.]

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe 7 € [1,p[et B € T t.q. m(B) < co et u,lp /4 ulp dans
L". 1l existe alors € > 0 et une sous suite de la suite (uy,)nen, Notée (uy(n))nen (avec g strictement croissante
de N dans N), t.q.
neN= H’U,g(n)lg —ulB||,. > €. (17.44)

La suite (ug(n))nen Vérifie les mémes propriétés que la suite (u,, )nen. Par la question 8, on peut donc extraire
de (ug(n))neN une sous suite convergeant p.p. vers u. Cette sous suite, notée (ugow(n))nEN (avec 1 strictement
croissante de N dans N), étant bornée dans LP, I’exercice 6.18 (corrigé 111 page 401) donne que oy (n)) 15 —
ulp dans L", en contradiction avec (17.44).

En prenant (E,T,m) = (R,B(R),\) et ¢(s) = s?, donner un exemple pour lequel u,, # wu p.p. sur E
(toutefois, d’apres la question 8, (uy,),cn admet une sous suite convergeant p.p. vers w).

corrigé
11 suffit de reprendre I’exemple vu en cours pour montrer que la convergence L' n’entraine pas la convergence
p-p-

Pour n € N, il existe un unique m € N* t.q. n € {m(”;l) e m(”;H) —1}etona:
-1
n= %—i—kaveckze {0,...m —1}.
On prend alors u,, = l]ﬁ,ﬂ]‘
On remarque que ||u,, |5 = % pour n € {m(";l) e m(”;ﬂ) — 1} et donc u,, — 0 dans LP quand n — oo.

Comme @(un) = Uy, on a aussi p(u,) — 0 dans L? quand n — oo (et donc ¥ = ¢(u)). Enfin, pour cet
exemple, u,, # 0 p.p.

Corrigé 137 (Produit de convergences faibles)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L I'espace L% (E, T, m). Soit o, 8 > 0. Pour
a € R, on définit ¢, de R, dans R par ¢, (t) = (t* — a®)(t? — a¥).

1.

Soit a € R,.. Montrer que ¢,(t) > 0 pour toutt € R, ¢t # a.

Soit (f,)nen une suite de fonctions positives appartenant & L et Iy, g, lo+5 € L. On suppose que la suite
(fn)nen est bornée dans L™ et que f; — [, *-faiblement dans L>°, quand n — oo, pour v = o, v = [ et
y=a+p.

On rappelle que f;/ — I, *-faiblement dans L signifie que [ f¢dm — [ l,pdm, quand n — oo, pour tout
p€ L.
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2. Soit p € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ l,ipdm > 0.
3. Montrer que [, > 0 p.p..
4. Montrer que lo+8 > lolg p.p.. [On pourra utiliser 1, (t) > 0 avec t = f,(x) eta = (o (2))=.]

5. On suppose maintenant que lo43 = lolg p.p.. On pose f = lé et g, = (fo — fOf2 — 5.
(a) Montrer que g, — 0 dans L', quand n — oc.

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. g,y — 0 p.p., quand n — oo. Montrer que
fom) = [ p-p., quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer que f,, — f dans L9, quand n — 0o, pour tout g € [1, oo[.

corrigé
En attente. ..

Corrigé 138 (Produit de convergences faibles (2))

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +00). On note L? I’espace L2 (X, T, m). Soit (un, ) nen
et (v )nen deux suites bornées de L? et u,v € L2. On suppose que les suites (u,)nen €t (Vn)nen convergent
faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim /unwdm = /uw dmet lim /vnw dm = /vw dm pour tout w € L2,

n—oo n—oo

corrigé
En attente

Corrigé 139 (Conv. étroite et conv. des mesures des intervalles)

Soit (M, )nen une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur B(R). On suppose que m,, — m étroitement,
quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({z}) = 0 pour tout z € R). Soit I un intervalle de R,
montrer que m,, (I) — m(I) quand n — oo. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre
fausse si m n’est pas diffuse.

corrigé
On remarque tout d’abord que m,,(I) — m(I) si I = R, car [ 1gdm,, — [ 1rdm.
Soit maintenant ¢ € R, on va montrer que m,,(I) — m(I) si I =] — 00, a] ou I =] — 00, a]. Pour cela, on définit,
pour p € N*, ¢, ¢, € Cp(R,R) en posant :

Comme ¢, < 1; < ¢, ona [ @,dm, < m,(I) < [1,dm, pour tout p, n € N. En passant a la limite quand
n — 00, on a donc, pour toutp € R :

/(ppdm < liminf m, (I) <limsupm,(I) < /¢pdm.

n—oo n—oo
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Le théoreme de convergence dominée donne lim, . [ ppdm = m(] — oo, al) et lim, oo [¢pdm = m(] —
00, al). On en déduit :

m(] — o0, al) < liminf m,(I) < limsupm,(I) < m(] — oo, al).

Comme m(] — o0, a]) = m(] — 00, al) + m({a}) = m(] — 00, a]) = m(I), on a, finalement,

m(I) <liminf m,(I) < limsupm,(I) < m(I),
n—0o0 n—00
c’est-a-dire lim,, oo, m,, (I) = m(I).
En écrivant que m,, (J) = m(R) —m(J¢), il est facile de voir que ’on a aussi m., (J) — m(J) pour tout intervalle
J de la forme [a, +00[ ou Ja, +ool. Enfin, si a,b € R, a < b, un intervalle, noté K, dont les bornes sont a et b peut
s’écrire comme différence de deux intervalles dont les bornes supérieures sont a et b et dont la borne inférieure est
—00. On en déduit alors facilement que m,, (K) — m(K), ce qui termine la démonstration.

La propriété démontré peut étre fausse si m n’est pas diffuse. Pour le voir, il suffit de prendre, par exemple,
m = &g et m,, = 0y, pour tout n € N*. On a bien m,, — m étroitement et pour =] — 0o, 0] (par exemple) on a
limy, 0o My (I) =0 # 1 = m(I).

Corrigé 140 (Convergence en loi)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Montrer que — X est une v.a. de méme loi que X.
corrigé

On pose Y = —X et on cherche a déterminer la loi de la v.a.r. Y. Soit ¢ une fonction borélienne bornée de
R dans R (il suffit en fait de prendre pour ¢ la fonction caractéristique d’un borélien de R). En posant ¢(z) =
@(—x) pour tout z € R, On remarque que [, p(Y)dP = [, p(=X)dP = [, p(X)dP = [, ¢(x)dPx(x) =
Jg ¢(—2)dPx (). Comme X ~ 1/(—1,1), on adonc :

| etiar=3 | 11 | 11 o(2)dz,

ce qui prouve que Y ~ U(—1,1).

2. Donner un exemple de suite (X,,),en de v.a. t.q. :

(@) (X, )nen converge en loi vers X,

(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.

corrigé

On prend X,, = —X pourtoutn € N. Onadonc Py, = Px pourtoutn € N, ce qui donne bien la convergence
en loi de X, vers X quand n — oo. Mais, X,, — X = —2X pour tout n € N, et donc X,, — X ne converge pas
en loi vers 0 car Py = §g et P_ox # dg. (Il est facile de voir, en raisonnant comme a la premiére question, que
—2X ~U(-2,2).)
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3. Donner un exemple de trois v.a. X, Y, Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que X Z et Y Z aient la méme
loi.
corrigé
On prend Y = —X (toujours avec X ~ U(—1,1))et Z = X.les v.aar. X et Y ont donc méme loi. Mais, on va
montrer que X Z et Y Z n’ont pas la méme loi. En effet, soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. On
a:

1

/ng(XZ)dP: /Q(,O(XQ)dP: %/_1 o(x?)dx = /0190(352)d:v

! 1
= /0 @(S)Tﬁds.

ﬁ pour z €]0, 1[ et g(z) = 0si z ¢]0, 1. Comme XY = —X Z,
ona Pxy = h\ avec h(x) = g(—=z) pour z € R. On en déduit que Pxz # Pxy.

Ce qui prouve que Pxz = g\ avec g(z) =

Corrigé 141 (Conv. en loi + conv. en probabilité)
Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X,,)nen, (Y )nen deux suites de v.a. réelles t.q. :

X, — X enloi, Y, — 0 en probabilité, quand n — oo.

Montrer que
X, +Y, — X enloi, quand n — oc.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

corrigé
D’apres la proposition 6.25, il suffit de démontrer la convergence vague de Px, iy, vers Px quand n — oo,
¢’est-a-dire que limy,, o0 [, (X + Y5 )dP = [, (X )dP pour tout ¢ € C.(R,R).
Soit p € C.(R,R). Ona [, o(X,, +Y,)dP — [, p(X)dP = A, + B, avec:

An:/ng(Xn—kYn)dP—/Qap(Xn)dP, an/ng(Xn)dP—/ng(X)dP.

On sait déja que lim,,_, o, B,, = 0 (car X,, — X en loi). Il suffit donc de montrer que lim,, ., A, = 0.

Soit > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformément continue sur R (on rappelle, par contre, que ¢ €
Cy(R,R) # ¢ uniformément continue), il existe donc € > 0 t.q. :

r,y €R, |z —y| <e=p(r) —oy) <n.

On en déduit, pour tout n € N, avec ||p]|, = max,er |¢(z)][(< ) :

A< [ e+ Y) = oGP+ [ e+ Ya) X, P
|Yn|<e Yy |>e
<0+ 2[pllu P Y] > €.
Comme Y,, — 0 en probabilité, il existe ng (dépendant seulement de € et donc de 7 et ¢) t.q. :

n 2 ng = 2/l Pl|Yn] > ] <,

et donc :
n>ng = A, < 2.

Ce qui prouve que lim,, ., A4,, = 0 et termine la démonstration.
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Corrigé 142 (Conv. en loi versus conv. en probabilité)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X,,),cn une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — oco. Montrer que :
X, — X enloi, quand n — co.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Px, vers Px.]

corrigé
Soit ¢ € C.(R,R). Nous allons montrer que fQ o(X,)dP — fQ ©(X)dP, quand n — oo (ce qui prouve la
convergence vague de Py vers Px, quand n — 0o, voir la définition 6. 20).

Soit £ > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformémement continue (ceci serait faux si on prenant ¢ arbitraire-
ment dans Cp (R, R)). Il existe donc > 0 t.q. :

r,yeR, [z —y[<n= o) -y e

On en déduit que

| / X)dP| < /| P(X,)) — p(X)|dP

an‘S'r]
/ [P(X0) = P(X)IdP < & + 2ol P(Xo ~ X| > 1),
| X —X|>n

avec |loll, = max{|p(s)|, s € R} < co. Comme X,, — X en probabilité, quand n — oo, il existe ng € N
tq.:

n2ng = 2l P(|Xn — X| >n) <e
On a donc finalement

n>n0:>|/ X)dP| < 2¢,

ce qui prouve bien que [, (X, )dP — [, ¢(X)dP, quand n — oc.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.25 (qui donne que si (m,,),en et m sont des probabilités sur B(RR),
la convergence étroite de m,, vers m, quand n — oo, est équivalente a la convergence vague de m,, vers m).
On obtient ainsi la convergence étroite de Px, vers Px c’est-a-dire la convergence en loi de X,, vers X, quand
n — 00.

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — oo. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — oo.

corrigé
Soit > 0, on va montrer que P(|X,, — X| > n) — 0, quand n — oo. Pour cela, on choisit une fonction ¢
continue bornée de R dans Ret t.q. p(z) = 1si|z —a|l > n, p(a) =0et0 < p(x) < 1 pour tout z € R.
(Une telle fonction est facile a construire, il suffit de la prendre affine par morceaux). Comme ¢ € Cp(R, R), on
a [, p(Xy)dP — [, ¢(X)dP, quand n — co. Comme X = a p.s. et ¢(a) = 0,ona [, ¢(X)dP = 0. Enfin,
comme @(x) = 1si|z —al >netyp >0,0ona [,p(X,)dP > P( ). On en déduit finalement
que P(|X,, — X| > n) — 0 quand n — oo et donc que X,, — X en probabilité quand n — oco.
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Chapitre 18

Produits d’espaces mesurés

18.1 Mesure produit

Corrigé 143
Montrer que, pour tout n > 2, on a B(R") = B(R"™!) ® B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pour n = 2
dans I’exercice 2.6.]

corrigé
Onnote T' = B(R" ') ® B(R), c’est-a-dire la tribu (sur R") engendrée par {A x B; A € B(R"™!), B € B(R)}.
On veut montrer que 7' = B(R™).

Etape 1, B(R") C T.

Soit O un ouvert de R™. On va montrer que O € T. On suppose O # @ (on sait déja que ) € T)). Pour tout
z=(21,...,2,)" € O,ilexister > 0t.q. [[\—,]z; —r, x; + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on
peut trouver, pour touti € {1,...,n},y; € QN]z; —r, z;[ et z; € QN)x;, z; +r[. Onadonc z € []}"_;]yi, z[C O.
On note alors I = {(y,2) € Q*; [[;_,]yi, z:[C O} (avec y = (y1,...,yn)’ €t 2 = (21,...,2,)"). Pour tout
x € O, il existe donc (y,2) € I tq. x € [[;— ]y, zi[. On en déduit que O = Uy .yer [1711¥s, 2.

L’ensemble H:lz_ll]y, , z;| est un ouvert de R"~1, il appartient donc a B(R™~!) (qui est la tribu engendrée par les
ouverts de R"~1). L’ensemble ]y, ,[ appartient & B(R). Donc, [ ,]y;, z:[€ B(R" ') x B(R). Comme I est
au plus dénombrable (car Q" est dénombrable), on en déduit que O € T'. On a ainsi montré que T est une tribu
contenant tous les ouverts de R™, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R™ (c’est-a-dire B(R™)).

Donc, B(R™) C T.

Etape 2, B(R") D T.
On reprend ici aussi le méme démarche que dans I’exercice 2.6.

1. Soit A un ouvert de R~ et 71 = {B € B(R); A x B € B(R")}. On montre d’abord que 77 est une tribu (sur
R)
~PeTicar Ax () =0e BR").
— On montre ici que 7} est stable par passage au complémentaire. Soit B € T, on a donc B¢ € B(R) et
Ax B°=Ax (R\B)=(AxR)\ (A x B).Or, (A xR) est un ouvert de R" (car A est un ouvert de R"~!
et R est un ouvert de R), on a donc (A x R) € B(R™). D’autre part, (A x B) € B(R™) (car B € T}). Donc,
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Ax B®=(AxR)\(Ax B) e B(R"). Ce qui prouve que B® € T; et donc que T} est stable par passage au
complémentaire.

— Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (B, ),eny C Th,0na A X (UpenB,) = UpenA X By, €
B(R™) (car A x B,, € B(R™) pour tout p € N). Donc, UpenB,, € T7.

On a donc montré que 7} est une tribu.

On montre maintenant que 77 contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R”,ona A x B € B(R™). On
adonc B € Tj.

T} est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T} = B(R).

La conséquence de ce résultat est :

Aouvertde R" et B € B(R) = A x B € B(R"). (18.1)
2. Soit B € B(R) et Ty = {A € B(R"1); A x B € B(R™)}. On va montrer que T = B(R"1).

On commence par remarquer que (18.1) donne que 75 contient les ouverts de R" 1. En effet, soit A un ouvert
de R"~!, la propriété (18.1) donne que A x B € B(R"), etdonc A € Tp.

On montre maintenant que 75 est une tribu (on en déduira que 75 = B(R"~1)).

0 eTycar) x B=0 e B(R").

— On montre ici que 7T} est stable par passage au complémentaire. Soit A € Tp,ona A° € B(R" 1) et A°x B =
(R"~! x B)\ (A x B). La propriété (18.1) donne (R"~! x B) € B(R") car R"~! est un ouvert de R"~*.
D’autre part, (A X B) € B(R™) (car A € T5). Donc, A° x B € B(R™). Ce qui prouve que A° € T, et donc
que T% est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T; est stable par union dénombrable. En effet, si (A,)p,en C Th,0na (UpenAp) X B = Upen(Ap X B) €
B(R™) (car A, x B € B(R"™) pour tout p € N). Donc, UpenA, € Th.

T5 est donc une tribu (sur R”_l) contenant les ouverts de R" !, ce qui prouve que 7o O B (R"‘l) et donc,

finalement, T = B(R"1).

On a donc obtenu le résultat suivant :

A€ BR"1),BeBR)= Ax BecB(R"). (18.2)
3. On montre maintenant que 7" C B(R™) (et donc que T" = B(R™)).

Grace 2 (18.2),ona {A x B; A € B(R"1), B € B(R)} C B(R™). On en déduit que T C B(R"). On a donc
bien, avec I’étape 1, T = B(R"™).

Corrigé 144

Soient E7, F deux ensembles, T} une tribu sur F; et T5 une tribu sur Es. On note £ = E; x FEs et on rappelle
que T, x Ty = {Al X As, Ay €T, Ay € TQ}

Montrer que 1’algebre engendrée par T x T5 est égale a I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
Ty x Ty c’est-a-dire que, pour tout A € P(E), A appartient a I’algebre engendrée par T} x T5 si et seulement si il
existe (A(p))pzl W CTixTotq AP NAD =(sip#£qet A= U;‘ZlA(p).

,,,,,

corrigé
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On note A I’algebre engendrée par 17 x T» et B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de T} x 1.

Comme A contient 77 x T5 et que A est stable par union finie, il est immédiat que 5 C .A. Pour montrer que
B = A, il suffit alors de montrer que que B est une algebre (puisque A est la plus petite algebre contenant 77 x T4
et que B contient 77 X T5).

Pour montrer que B est une algébre, on montre d’abord (étape 1) que 77 x T5 est stable par intersection finie et que
le complémentaire d’un élément de 77 x T5 est la réunion de 2 éléments disjonts de 17 x T5 (en fait, pour montrer
que B est une algebre, il suffirait de savoir que le complémentaire d’un élément de 77 x 75 est une union finie
disjointe d’éléments de T x T»). Puis, on en déduit (étape 2) que BB vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1
de I’exercice 2.9 (corrigé 16), ce qui donne que 5 est bien une algebre.

Etape 1. Propiétés de T} x T5.

— Soient Ay, By € Ty et As, By € T5. On a clairement (A; X As) N (B1 X By) = (A1 N Ag) x (B1 N By).
Comme T3 et T5 sont stables par intersection finie, on en déduit que (A X A2) N (B x By) € Th x Ty et donc
que 77 x T5 est stable par intersection finie.

— Soient A; € Ty et A € T5. Onremarque que (A1 X A2)¢ = (E1 x AS)U(A§ x As). Comme (E; x AS) € Ty x T,
(A§ x Ag) € Th x Ty et que (B x A5) N (A$ x Ay) = 0, on a bien montré que le complémentaire d’un élément
de T x T3 est la réunion de 2 éléments disjonts 77 x T5.

Etape 2. On montre maintenant que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9. La propriété

(a) est immédiate car E = FEq x Ey € Ty x Ty C B. Pour montrer (b), on montre d’abord que B est stable par

passage au complémentaire.

Soit B € B. Il existe (B?)g—1,.m C Ty x To t.q. BP N B = sip # get B = U™, B, On aalors
B¢ = Ngeq (B(q))c. Le complémentaire d’un élément de T3 x T5 est la réunion de 2 éléments disjonts de 7 X T5.
Pout tout ¢, il existe donc C,1,Cyo € Ty x Ty t.q. (B9)® = C,1 UCya et Cy1 N Cyo = (. On a donc
B¢ = MiL1(Cq1 U Cy2) = Uper(Nyg1Cy p(q)) ou I désigne I'ensemble des applications de {1,...,m} dans
{1, 2}. Ceci prouve que B¢ € B. En effet, on remarque d’abord que, pour tout ¢ € I, on a Nge1Cqp(q) € Th X Tt
car T7 x Ty est stable par intersection finie. Puis, pour p,9 € I ¢ # 1, il existe k € {1,...,m} t.q. p(k) #
(k). On a donc (mg;lc‘w(q)) N (mg;quyw(q)) = () car ﬁ;nzlcq#(q) C Ckw(k), ﬂj};lc’w(q) C Ck,z/)(k) et
Cr,ok) N Crypx) = (). On a donc bien montré que B¢ est une union finie disjointe d’éléments de T} x T,
c’est-a-dire que B¢ € B.

On montre maintenant que 3 vérifie la propriété (b) de la question 1 de I’exercice 2.9. Soit A, B € 3. Comme on
vient de voir que B¢ € B, 1l existe (A(p))pzl,...,n C Ty xTyet (C(Q))q:17,,,,m CTyxTrtq. AP N AW@D =
sip#£ ¢, CPNCW =0sip#gq A= U;‘ZIA(”) et B¢ = UZL:1C(Q)- Onaalors A\ B = AN B¢ =
(Un_  AP)N(Um, @) = ur_, U (AP NC@). On en déduit que A\ B € B. Eneffet, APV NC(@ € Ty x Ty
pour tout p et tout ¢ (car T} x T est stable par intersection finie) et (A®1) N C(9)) N (AP2) N C(®2)) = § si
(pl, Q1) 7é (pg,gg) (Cal’ A(pl) n A(pz) = @ si P1 7é P2 et C(th) N C(qQ) = @ si q1 7& QQ).

On a donc montré que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9, ce qui donne que 5 est
bien une algebre et donc que B = A.

Corrigé 145 (Exemple de mesure produit)
Soit m; et mo des mesures o—finies, non nulles, sur (R, B(R)) et t.q. m; @ ma(R?\ D) = 0,00 D = {(z,z),z €
R}. Montrer qu’il existe a, o, 8 € R t.q. m1 = ad, et ma = 3d,, ot &, est la mesure de Dirac en a.

corrigé
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On remarque d’abord que R? \ D est un ouvert de R?, donc appartient 2 B(R?). la quantité m; ® ma(R?\ D) est
donc bien définie.

La construction de la mesure m; ® ms donne (voir la démonstration du théoreme 7.1) :
my ® ma(R?\ D) = /mg(R \ {z})dm(z).

Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) avec f = 14, A = R?\ D.
De I’hypothése m; ® ma(R?\ D) = 0, on déduit donc que mz(R \ {z}) = 0 m1-p.p.. Comme m; (R) # 0, il
existe donc a € R t.q. ma(R \ {a}) = 0. Ceci donne que ma = ad, avec @ = ma({a}). Comme mo # 0, on a
a > 0.

Dans la construction de la mesure m; ® ms (démonstration du théoréme 7.1), on aurait pu inverser les roles de m;
et mo. On aurait obtenu la méme mesure m; ® my (grace a la partie “unicité" du théoréme 7.1). On a donc aussi :

my @ my(R?\ D) = /ml(R \ {z})dms(z).

(Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.2) avec f = 14, A = R?\ D.)
Comme my = ad,, on a donc my @ mo(R?\ D) = am;(R \ {a}). De I'hypothése m; ® m(R?\ D) = 0, on
déduit donc m1 (R \ {a}) = 0, ce qui donne m; = 34, avec 8 = m1({a}). (On peut aussi remarquer que, comme
my # 0,onafg > 0.)

Corrigé 146 (Fonction dont les traces sont boréliennes)
Pour B C R?, on note ¢(B) ’ensemble des 1 € R t.q. (x1,0) € B.Onpose T = {B C R?; t(B) € B(R)}.
Soit § €]0, 3 [. Pour z = (z1, x2)" € R?, on pose g(z) = (x1 cosf — zsin b, x1 sinf + x5 cos §)".
1. Montrer que 7 est une tribu contenant B(R?).
2.Soit AC Rtq. A ¢ B(R).Onpose B = A x {0}.
(a) Montrer que B ¢ B(R?).

(b) On pose f = 1 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R mais que les
fonctions f(x1,-) et f(-; x2) sont boréliennes de R dans R, pour tout z7, 2 € R.

corrigé
En attente. ..

18.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Corrigé 147 (Contre-exemple au théoreme de Fubini)
Soit L' = LL (R, B(R), A). Pour (z,y) € R?, on pose :

m SiI>OetI<y§2x
1 ; <
flz,y) = @112 s¥ z>0et22 <y <3z (18.3)
0 siz > 0ety &z, 32|
0 siz <0.
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1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.

corrigé
Onpose A = {(z,y)! € R?; 2 > 0,z < y < 2z} et, pour n € N*, 4, = {(z,y)! € R?; 2 > 0,
r <y <2x+ 1} A, est, pour tout n € N*, un ouvert de R?, il appartient donc a B(IR?). On en déduit que
A - ﬁneN*An < B(RQ)
De méme, en posant B = {(z,y)! € R?; 2 > 0,2z < y < 3z} et, pour n € N*, B,, = {(z,y)! € R?; 2 > 0,
20 <y < 3z + l} on montre que B = Ny,en+ B, € B(R?).

On pose maintenant g(x,y) = pour (z,y)! € R2. La fonction g est continue de R? dans R, elle est

(\x|+1)2
donc mesurable (R? et R étant munis de la tribu borélienne).

On remarque maintenant que f = gla — glpg. On en déduit que f est mesurable (car f est une somme de
produits de fonctions mesurables).

2. Montrer que pour touty € R, f(.,y) € L'; on pose ¢(y) = [ f(z,y)d\(z). Montrer que ¢ € L.

corrigé

On note L' = LL(R, B(R), \).

Soit y € R. La fonction f(-,y) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.2). Elle appartient aussi a £!
(et donc a L' en confondant f(-,y) avec sa classe dans L*) car [ |f(.,y)|[dA =0siy < Oet [|f(,,y)|d\ <y
siy > Ocar f(z,y) =0siz & [0,y] et | f(z,y)| <1 pour tout x, y. On peut définir ¢(y).

Poury < 0,ona¢(y) =0etpoury > 0,0ona:

= [ [ y)dr = *fg (m+1) d:v+f,, (r+1)2‘11
y+3 + y+2 y+1
_ 2y
T W3 (w+2)(y+1)”
La fonction ¢ est continue donc mesurable de R dans R. elle prend ses valeurs dans R, on peut donc calculer
son intégrale sur R :

no3 4 1
d\ = i - - dy = —31n3 +41n(2).
/¢ ninioo(y+3+y+2 y+1)y n3+41In(2)

Ceci donne bien, en particulier, ¢ € L' (en confondant ¢ avec sa classe dans LY.

3. Montrer que pour tout z € R, f(z,.) € L'; on pose ¢(z) = [ f(z,y)d(y). Montrer que ¢ € L.
corrigé
Soit z € R. La fonction f(x,-) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.2). Elle appartient aussi a £!
(et donc a L' en confondant f(x, -) avec sa classe dans L') car [ | f(z,-)|[d\ = 0siz < Oet [ |f(z,")|d\ < 3z

siz > 0car f(x,y) =0siy & [0,3z] et |f(x,y)| <1 pour tout z,y. On peut donc définir ¢ (x).
Pour x < 0,ona(x) =0etpourx > 0,0na:

/f = [ [,

Onadonct € Lt et [ ()
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4. Montrer que [ ¢d\ # [ 1pdX (¢ et ¢ sont définies dans les questions précédentes).

corrigé
On a déja montré que [ ¢d\ = —3In3 + 41n(2) # 0 = [dA.

5. Pourquoi le théoréme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici ?

corrigé
Le théoreme de Fubini ne s’applique pas ici car la fonction f n’est pas intégrale pour la mesure produit, c¢’est-
a-dire la mesure de Lebesgue sur R?, notée \o. On peut d’ailleurs le vérifier en remarquant (par le théoréme de
Fubini-Tonelli) que :

[l = [([ i piirmans) = [ N e = o

Corrigé 148 (Intégrale d’une fonction positive)
Soit (E, T, m) un espace mesuré o-fini, et f : E — R, une application mesurable. On pose F' = 1,4 avec
A={(t,z) eRx E;0<t< f(x)}.

1. Montrer que F est B(R) ® T- mesurable

corrigé
Comme f € M, ilexiste (f,) € £+ t.q. fn T f quand n — co. On a alors A = UpenA, avec A, = {(t,z) €
Ry xR;0 <t < fn(x)}. Pour montrer que F' est mesurable (c’est-a-dire que A € B(R) ® T), il suffit donc de
montrer que A,, € B(R) ® T pour toutn € N.

Soit donc n € N. Il existe ay,...,ap, € Ry et By,...,B, € Ttq. B;NB; =0sii # jet f = >0 a;lp,.
Onadonc 4,, = UY_,]0,a;[xB; € B(R) ® T car 0, a;[xB; € B(R) x T C B(R) ® T pour tout i.

2. Montrer que [ fdm = O+°o m({z € E;f(z) > t})dt et que [ fdm = 0+O° m({xz € E; f(x) > t})dt
[Utiliser le théoreme de Fubini-Tonelli.]

corrigé
On peut appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) a la fonction F, il donne :

/ / (t, z)dA\(t))dm(z) = /(/ F(t,x)dm(x))dA(t). (18.4)

Pour z € E, [ F(t,z)d\(t) = X(]0, f(z)]) = f(z).

Pourt € R.Sit < 0,ona F(t,-) = 0. Donc, [ F(t,x)dm(x) = 0.Sit > 0,0ona F(t,-) = 1{s. Donc,
[ F(t,x)dm(z) = m({f > t}).
On déduit donc de (18.4) :

/ f(@)dm(x) = / m({f > t})dA(t) = / T € B fla) > 1))t

Pour avoir I’égalité avec m({f > t}) au lieu de m({f > t}), on reprend le méme raisonnement en remplagant
FparG =1gavec B = {(t,z) € RxFE;0 <t < f(x)}. Onremarque d’abord que B est B(R)®T-mesurable.
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En effet, ona B = Myen+ By, avee B, = {(t,2) € Rx B;0 <t < fu(2)} et fr = f + 1. Comme f, € M,
la premiére question donne B,, € B(R) ® T'. On en déduit que B € B(R) ® T. On peut maintenant appliquer
le théoreme de Fubini-Tonelli a la fonction G, il donne :

/ ( / G(t, 2)d\(t))dm(z) = / ( / G(t, z)dm(z))d\(®). (18.5)

Pour z € E, [ G(t,z)d\(t) = X(]0, f(z)]) = f(z).

Pourt € R.Sit < 0,0onaG(t,-) = 0. Donc, [ G(t,x)dm(x) = 0.Sit > 0,ona G(t,-) = 1{s>4. Donc,
[ Gt x)dm(z) = m({f = t}).
On déduit donc de (18.5) :

/f(x)dm(x) = /OOO m({x € E; f(x)>t})dt.

Corrigé 149 (Une caractérisation de LP)

On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].

Soit f une application mesurable de R dans R. Pour tout y € Ry, on pose A, = {z € R; |f(z)| > y}. Pour tout
y € R*, on pose A, = (.

1. Montrer que 1’application (z,y)! — 1 4, (z) est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer par montrer
que {(z,y)" € R%|f(z)| > y} est un borélien de R? ]

corrigé
On pose B = {(z,y)! € R?; |f(z)| > y}, de sorte que B = (F — G)71(]0, o0[) o F et G sont définies par :

F(:Cay) = |f(x)|a G(m,y) =Y, (x’y)t €R%.

La fonction « +— |f(x)| est mesurable (de R dans R) ainsi que I’application y +— 1(application constante).
La proposition 7.3 nous donne alors que F est mesurable de R? dans R (puisque B(R?) = B(R) ® B(R)).
La fonction G est aussi mesurable de R? dans R (il suffit de remarquer qu’elle est continue, ou d’utiliser une
nouvelle fois la proposition 7.3). La fonction F — G est donc mesurable de R? dans R, ce qui prouve que
B € B(R?). La fonction 15 est donc mesurable de R? dans R.

On remarque maintenant que 15(x,y)1rxr, (,y) = 14, (z) pour tout (z,y)" € R% Lapplication (z,y)" —
14, (z) est donc mesurable de R? dans R car elle est égale 4 un produit de fonctions mesurables.

Soit p € [1, 00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y|P~*A(A,) (en convenant que g,(0) = 0 si A(4g) = o).
2(a) Montrer que I’application (z,y)* — |y[P~ 14, (x) est mesurable positive de R? dans R.

corrigé

Lapplication (x,y)" — |y|[P~'14, (z) est mesurable comme produit de fonctions mesurables. Cette applica-
tion est, bien siir, a valeurs dans R, . Elle est donc mesurable positive de R? dans R.

(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € L5 (R, B(R), ). [On pourra, par exemple, utiliser
le théoréme de Fubini-Tonelli.]
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corrigé
On pose H(x,y) = |y[P~'14,(x) pour (z,y)" € R® La question précédente donne que H € M, (R?,
B(IR?)). On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) a la fonction H, il donne :

//nyd/\ YA (y //nydA )dA(). (18.6)

Pour y € R, ona [ H(z,y)d\(z) = |y[P"'A(Ay) = g,(y) (en convenant que g, (0) = 0 si A(4g) = c0).
Ceci donne, en particulier, que g, est mesurable de R dans R (car I'une des conclusions du théoréme 7.2 est
que y — [ H(z,y)d\(z) est mesurable de R dans R ).

Pourz € R,ona

1£(@)]
/H(w y)dA(y /IyIP Lo, 17 () [(9)dA(y) = /0 ly[P~ dy
— IF@P.

/gpdA = %/If\pd/\. (18.7)

Si f € LE(R, B(R), A), on remarque d’abord que g,, prend ses valeurs dans R, car

L’égalité (18.6) donne alors :

A4, < /|f|”d)\<oopourtouty>0

G
La fonction g, est donc mesurable de R dans R et (18.7) donne alors que g, € Li(R, B(R), \).
Réciproquement, si g, € L (R, B(R), \), (18.7) donne que f € L (R, B(R), \).

On a donc bien montré :
gp € LE(R,B(R),\) & f € LE(R, B(R), ).

18.3 Mesure de Lebesgue sur B(R")

Corrigé 150 (Propriétés élémentaires de A )
Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RY).

1. Soit A4, ..., An € B(R). Montrer que Hfil A; € B(RN) et )\N(Hf.\[:1 A;) = Hf\il A(4;).

corrigé

On va démontrer cette question en supposant tout d’abord que A(A4;) < oo pour tout ¢. Le cas général s’obtient
alors en utilisant A; N[—p, p] au lieu de A; et en faisant ensuite tendre p vers ’infini. On obtient bien la propriété
voulue (en convenant que 0 x oo = 0). Cette méthode est décrite dans la remarque 7.2.

On démontre donc, par récurrence sur N, la propriété suivante :

A1,..., Ay € B(R), A(4;) < oo pour tout i =

T, A€ BEN) et An (T, 4) = [TV, M) (18.8)
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La propriété (18.8) est vraie pour N = 2. En effet, on sait que B(R?) = B(R) ® B(R) (proposition 7.1) et que
A2 = A ® A (définition 7.3). On a donc bien (avec la défintion d’une mesure produit, théoréme 7.1) :

Al,AQ € B(R), )\(Al) < 00, A(AQ) < o0
= A x Ay € B(Rz) et )\Q(Al X Az) = )\(Al))\(Ag)

On suppose maintenant que la propriété (18.8) est vraie pour un certain N > 2, et on la démontre pour N + 1.

Soit donc Ay, ..., Any1 € B(R) tq. A(A;) < oo pour tout 7. Par (18.8), on a Hivzl A; € B(RY) et
An(TTY, A) =TI, A(A;). On rappelle que B(RN+1) = B(RYN) @ B(R) (proposition 7.1) et que Ay 11 =
AN®A (définition 7.3). On en déduit que [T+ A; = ([T, Ai)xAny1 € BRY)xB(R) C B(RY)@B(R) =

BRN*1) et
N+1 N N+1

An+1( H Ai) = An(JT AN AN 1) = H A(4i).

=1

ce qui donne bien (18.8) avec N + 1 au lieu de N et termine donc la démonstration par récurrence.

.Soitaq,...,ay € Retfy,...,8y € Rtq. a; < f3; pourtouts € {1,..., N}. Montrer que

N N

Av ([ [lew, 8i0) = [T A, 8D

i=1 i=1

corrigé

Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en prenant A; =]«;, 5;[.

. Soit K est un compact de RY (noter que K € B(R). Montrer que Ay (K) < +oo0.

corrigé
Comme K est compact, il est borné. Il existe donc a € R* t.q. K C Hil] — a, al. On en déduit que Ay (K) <
N N
AN(TT] = a.al) = [[2 M) = a,a]) = (20)Y < co.

. Soit O un ouvert non vide de R™. Montrer que Ay (O) > 0.

corrigé
Soit & = (z1,...,zx)" € O. Comme O est ouvert, il existe ¢ > 0 t.q. [[,]z; — &, 2; + £[C O. On a donc
AN (0) 2 AT Jas — e, 2 +e]) = TTiny Mz — €,z + €[) = (2¢)Y > 0.

. Soit f, g € C(RM,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ax-p.p.) implique f(z) = g(z) pour tout z € R¥.

corrigé
Soit O = {f # g} = {x € RY; f(z) # g(x)}. Comme f et g sont continues, O est ouvert. Comme f = g p.p.,
on a nécessairement A (O) = 0. Enfin, la question précédente donne alors que O = {) et donc que f(z) = g(z)
pour tout z € RV,

. Montrer que C.(RY,R) C L&(RY, B(RY), Ay).
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corrigé
Soit f € C.(RY,R). Comme f est continue, on a f mesurable de R dans R (R" et R étant munis de leur
tribu borélienne, on dit aussi que f est borélienne). Comme f est a support compact, il existe a € R% t.q. f =0
sur K¢ avec K = Hf\il[—a, a). Enfin, f est bornée, il existe donc M t.q. |f(x)| < M pour tout z € R™. Onen
déduit que [|f|dAy < M(2a)N < cc et donc que f € LL(RN, BRY), Ay).

Corrigé 151 (Régularité de \y)
Soit m une mesure sur B(R™) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RY . (noter que ceci est vrai pour m = Ay.)

1. SoientA € B(R™) et e > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de R et F' fermé de R¥ tels que :

FCACOetm(O\F)<e.

corrigé
On reprend ici la démonstration de la régularité d’une mesure sur B(IR), finie sur les compacts (théoréme 2.3).

On appelle T'I’ensemble des A € B(R™) t.q. pour tout e > 0, il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O

et m(O \ F') < e. On va montrer que T’ est une tribu contenant C = {Hf\;l]ai7 bi[, —00 < a; < b; < oo pour
touti € {1,..., N}}. Comme C engendre B(R™) (voir I’exercice 2.7, ou le corrigé 15, il est méme démontré
qu’on peut, dans la définition de C, se limiter au cas ot les a; et b; sont dans Q), ceci donnera T' = B(R™).

On démontre tout d’abord que C C T'. Soit —00 < a; < b; < co pour touti € {1,...,N}et A = Hﬁvzl]ai, bi[.
Soit £ > 0. On veut montrer qu’il existe O ouvertet F fermét.q. F C A C Oetm(O\ F) <e.

Soitng € Nt.q. (2/ng) < b; —a; pour touti € {1,..., N}. Pour n > ng, on pose Fy, = [T, [a; + (1/n), b; —
(1/n)] et O = A. On abien F), fermé, O ouvert et F;, C A C O. On remarque ensuite que O \ F,, C C,, avec :

N
N n
Cn = Uq:lcmqa Cmq = H Ii(,q)a
= 1 1
17 =lai, bl sii # ¢, 1) =lag,aq + ~[Ulbg = ~,b,.
Soitg € {1,...,N}.Ona Cyy1,4 C C, 4 (pour tout n > ng), Ny>n,Cr.q = 0 et, comme m est finie sur les
compacts,

N
m(Cnq) < m(] Jlai, bi]) < co.
i=1
On peut donc utiliser la propriété de continuité décroissante d’'une mesure. On obtient m(C,, 4) — 0 quand

n — oo. On a alors aussi m(C,,) < Z(]]V:l m(Ch,q) — 0 quand n — oco. Il existe donc n t.q. m(C),) < €. On
prenant F' = F),, on a bien alors O ouvert, F' fermé et m(O \ F') < €. Ce qui montre que A € T et donc que
CcT.

On montre maintenant que 7" est une tribu. On remarque tout d’abord que () € T (il suffit de prendre F' = O = ()
et que T est stable par passage au complémentaire (car,si F C A C O,onaO° C A° C FCet F°\O° = O\ F).
Il reste & montrer que 7 est stable par union dénombrable.

Soit (A, )neny C T et A = UpenAy. On veut montrer que A € T'. On va commencer par traiter le cas (simple)
ol m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ot m(A) = co.
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Premier cas. On suppose que m(A) < oco. La démonstration est ici identique a celle faite pour N = 1. Soit
e > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F;, fermé t.q. F,, C A, C O, et m(O,, \ Fy,) < (¢/2™). On pose
O =UpenOp et F = UpenF,.OnaF C AC O, m(O\ﬁ') < 2¢, car (O\ﬁ’) C Unen(On \ Fp), et O ouvert
mais F n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F’) < oo. Par continuité croissante de m on a m(Up_oF») —
m(F), quand n — oo, d’olt (puisque m(F') < oc) m(F) — m(Up_oF,) — 0. On prend alors F' = Up_F),
avec n assez grand pour que m(F') —m(F) <e.Onabien F C A C O, O ouvert, F fermé et m(O \ F) < 3e.
Ceci prouve que A € T'.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si

m(F') = c0). On raisonne en 3 étapes, en adaptant la démonstration faite pour N = 1 :

(a) Soitp = (p1,...,pn) € ZN. On remarque d’abord que A,, N Hi\[:l [pi, pi + 1[€ T pour tout n € N. En effet,
soitn € Nete > 0.1l existe O ouvert et F' fermé t.q. ' C A,, C Oetm(O\ F) < e.Pour k € N*,ona
donc

N N

1

Fy=Fn]]lpipi+1- 71 CAnn [ pi + 1(c Ok
=1 =1

al 1
=on]]» - b+ 1L
1=1

On a Fj, fermé, Oy, ouvertet (O \ Fy) C (O \ F) U Dy, avec :

N
Dy, = Uévlelaqa Dk,q = H Jl(z)’
=1

1 .
TE) ZJp; — . pi + 1 sid #p,

1
Jé,kq) =lpq — Equ[u]pq +1- E’pq +1].

En utilisant la continuité décroissante de m et le fait que m est finie sur les compacts (ce qui donne m(Dy,) <
m(l_[?]:1 [pi — 1,p; + 1]) < 00), on démontre (comme pour les C), précédemment) que m(Dy) — 0 quand
k — oo. Il existe donc k € N* t.q. m(Dy,) < € et donc m(Oy, \ Fi,) < m(O \ F) + m(Dy,) < 2¢. Ce qui
donne bien que A,, N Hiil[pi,pi +1[eT.

(b) Soitp = (p1,...,pn) € ZN. Comme m(AN Hf\il [pi, p; + 1[) < oo, on peut maintenant utiliser le premier
cas avec A N T, [pi, pi + 1[= Unen(An 0TI, [pi, pi + 1]). T donne que A N [T, [ps, pi + 1[€ T pour
tout p = (p1,...,pn) € ZN.

(c) On montre enfin que A € T. Soit £ > 0. Pour tout p = (p1,...,pn) € ZY, il existe un ouvert Oy, et un
fermé F, t.q. F, C AN Hilil[pi,pi +1[C O, et m(O, \ F,) < ¢/(2/P!), en posant |p| = Zf;l |pi|. On
prend O = Upezn Op et F = Upezn Fp. Onobtient F C A C O, m(O\ F) < 3Ne et O est ouvert. Il reste a
montrer que F' est fermé.

Soit (z,)nen C F t.q. 2, — x (dans RY) quand n — oco. On veut montrer que = € F. Il existe p =
(p1,...,pn) €EZN tq. z € Hﬁvzl]pi —1,p; + 1[. Ml existe donc ng € N t.q. z,, € Hij\;]pi —1,p; + 1] pour
tout n > ng. Comme z, € Ugezn Fy et que Fy C Hfil[qi, ¢; + 1[ pour tout ¢ = (q1,...,qn)" € ZV, on
adonc x, € Ugep, Iy, pour tout n > ng, ot E; = {q¢ = (q1,. .. Lqn)t € ZN 5 q; € {pi,p; — 1} pour tout
i € {1,...,N}}. Comme E, est de cardinal fini et que F, est fermé pour tout ¢, I’ensemble Uyc, F; est
donc aussi fermé, on en déduit que x € Uge g, Fy C F et donc que F' est fermé.
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Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que 7" est une tribu. Comme cela a déja été
dit, on en déduit que 7' = B(RY).

2. Soit A € B(RY). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(0), O ouvert t.q. A C O}.

corrigé
Par monotonie de m on a m(A) < m(0) si A C O, donc m(A) < inf{m(0O), O ouvert t.q. A C O}. Il reste
donc a montrer que m(A4) > inf{m(0), O ouvertt.q. A C O}.

Soit e > 0, d’apres la question précédente, il existe O ouvertet F' fermét.q F C A C Oetm(O\ F) <e.Ona
donc aussi m(O \ A) < e et donc m(O) = m(A) + m(O \ A) < m(A) + e. Ceci montre bien que inf{m(O),
O ouvertt.q. A C O} < m(A).

Corrigé 152 (Densité de C. et C2° dans L)
Soit d > 1 et ; une mesure sur les boréliens de R?. On suppose que ;. vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1) 1 est est finie sur les compacts de R?, ¢’est-a-dire que p(K) < 400 si K est un compact de R,
pl) p p que u p

(p2) j est réguliere, ¢’ est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout ¢ > 0, il existe O ouvertet F fermét.q. F C A C O
etu(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration n’est pas
demandée ici.

On note £}, I'espace L (R, B(R?), ). Pour f € L}, onnote || f|y = ['|f|dp. Enfin, pour z € R?, on note || la
norme euclidienne de z.

1. Soit ¢ € C.(R?% R) (c’est-a-dire ¢ continue de R dans R et & support compact). Montrer que ¢ € E}L.
2. Soit K un compact de R? et n > 0. Pour z € R?, on pose ¢(z) = W avec d(z, K) = inf{|z — y|,
y € K}. Montrer que ¢ € C.(R% R) et que p(z) = 1siz € K.
3. Soit A € B(R) t.q. pu(A) < +oc.
(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. K C A C Oet u(O\ K) < e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R% R) t.q. [|¢ — 1all; <e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R? dans IR. On suppose que f € C}L. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
0 € C.(RYR) t.q. ||f — ¢|l1 < e. [On pourra approcher f par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soit f € L}, ete > 0.
(a) Montrer qu’il existe p € C.(RL,R) t.q. || f — ¢1 < e.

(b) Montrer qu’il existe 10 € C°(R%, R) t.q. ||f — %[/1 < e. [On pourra montrer que, si p € C.(R% R), on a
lle—wnlli — 0, quand n — oo, avec @, = Yxpy, et (pr )nen+ une famille régularisante, voir la définition 8.4.]

6. (Continuité en moyenne ?)
(a) Soit p € C.(R% R). Montrer que ||¢(- + h) — ¢|/1 — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et 1) qu’on peut avoir f € ﬁt
et|f(-+h)— fll1 / 0quand h — 0.

7. On suppose maintenant que €2 est un ouvert de R? et que 1 est une mesure sur les boréliens de €2, finie sur
les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(€2, R) et
C°(Q,R) dans L (2, B(Q), w).
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corrigé
En Attente. ..

Corrigé 153 (Invariance par translation de )\ )
Soient N > 1, ay,...,any € R* et By,...,8ny € R.Pour x = (x1,...,2x5)" € RY, on pose p(z) = (a1 +
B1y-..,anzy + Bn)t, de sorte que ¢ est une bijection de RY dans R,

1. Soit A € B(RY), montrer que ¢(A) = {¢(z), z € A} € B(RY).

corrigé
Onpose T = {A € B(RY) tq. o(A) € B(RV)}.
Comme ¢ est bijective, il est facile de montrer que 7 est une tribu. En effet, il suffit de remarquer que p(RY) =
RY, o(A°) = (p(A))° et p(UnenAn) = Uneng(An)-
Comme ¢ est continue, ¢ transforme les compacts en compacts. On note C I’ensemble des compacts de RY,
on a donc C C T (on rappelle que les compacts sont des boréliens). Comme 1’ensemble des compacts de RY

engendre B(RY) (noter que tout ouvert peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts), on a donc
T = B(RY). Ce qui donne bien ¢(A) € B(RY) pour tout A € B(RN).

2. Montrer que Ay (¢(A)) = Hf\[:l |oi| A\ (A) pour tout A € B(RY). [On pourra faire une récurrence sur N : La
proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur 5(IR), notée A. On suppose que le résultat est
vrai pour Ay_1 (et pour toute famille a1, ...,an—1 € R*, B1,...,B8nv—1 € R). On le démontre alors pour Ay
en posant m(A) = (va 1 lei) TP AN (¢(A)) et en montrant que m est une mesure sur B(R”Y) égale a Ay sur
B(RN~1) @ B(R). On utilise pour conclure la partie “unicité" du théoreme 7.1 sur la mesure produit.]

corrigé
On procede par récurrence sur N. La proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R),
c’est-a-dire pour N = 1 en posant \; = A. On suppose maintenant que le résultat est vrai pour N — 1
avec un certain N > 2, c’est-a-dire que Ay_1(¢(B)) = H?Sl |oi|A\n—1(B) pour tout B € B(RN-1),
at,...,any_1 € R* Bi,...,By_1 € Ret) définie par ¢(y) = (c1y1 + Bi,- - an_1ynv—_1 + Bn_1) pour
touty = (y1,...,yn—1)" € RV~1, et on démontre le résultat pour N.

Soitdonc ay,...,an € R*, fB1,..., 8y € Ret ¢ définie par p(z) = (@121 + B1, ..., anzy + Bn)! pour tout
r=(z1,...,on)" €RV,

Pour A € B(RN), on pose m(A) = (T, |eu]) " An(0(A)).

On montre tout d’abord que m est une mesure. On a bien m(()) = 0 car () = 0. Puis, soit (4, )nen C B(RY)
avec A, N Ay, = 0 sin # m. On a p(UpenAy) = Uneng(A4y,) avec p(Ay,) N@(A,,) = 0sin # m (car

o
¢ est bijective). Donc, A (0(UnenAn)) = D, en AN (©(Ay)) et donc m( neNAn) = D0, cnm(Ay). Ce qui
prouve la o-additivité de m et donc le fait que m est une mesure sur B(R™Y).

On montre maintenant que m(A; x As) = Ay _1(A1)\(As) pour tout A; € B (RV~1) et pour tout Ay € B(R)
t.q. )\Nfl(Al) < oo et )\(AQ) < 00.

Soit donc A; € B(RM1) et Ay € B(R) t.q. A\v_1(A4;) < oo et A(Az) < o0o. On a m(A; x Ag) =
(T3 o) ™ An (A1 x A2)).

On pose ¥(y) = (c1y1 + Bi,---,an—1yn—1 + By—1),, pourtout y = (y1, ..., ynv—1)! € RV "L et 7(2) =
anz + B, pour tout z € R. On a donc p(A4; x Az) = (A1) x 7(Asz). L'hypothése de récurrence et la
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proposition 2.9 donne que Ay_1(9(41)) = Hf\;l || AN—1(A1) < oo et que A(7(A2)) = anA(As) < cc.
Comme Ay = Any_1 ® A (car ¢’est la définition de A x) on en déduit :

AN (@(Ar X Az)) = An-1(¥(A1))A(T(A2)) = 1:[ i [ An—1(A1)anA(Az),

i=1

et donc :

Al X A2 H |Oéz 1)\N Al X Ag)) = )\Nfl(Al))\(Ag).

On peut maintenant conclure. Comme m est une mesure sur B(RY) = B(RY~1) @ B(R)vérifiant m(A; x
As) = An_1(A1)A(A2) pour tout A; € B(RN~1) et pour tout Ay € B(R) t.q. Ay_1(A4;1) < 0o et A(Aa) <
00, la partie “unicité" du théoreme 7.1 donne que m = Ay_1 ® A, c’est-a-dire m = Ay. On a donc bien

An(p(A)) =TTV, o] An(A) pour tout A € B(RN).

Corrigé 154 (Changement de variables simple)
Soient N > 1, ay,...,any € R et B1,...,8x € R.Pourx = (21,...,7x5)" € RY. On pose p(z) = (a1 +
B1s- .- anzy + Bn)! (de sorte que o est une bijection de RY dans RY).

1. Soit f € £, = £ (RN, B(RN)), montrer que f o € & etque [ fdAy = [T, || [(f o ©)dAn. [Utiliser
I’exercice 7.14.]

corrigé
Soit A € B(R™) et f = 14.O0naalors f oo = 15 avec B = ¢~ 1(A). En appliquant ’exercice 7.14 (corrigé
153) a I'inverse de ¢, noté 1, on a donc Ay (B) = An(¢(A)) = (Hi\il loii|) "I AN (A), ¢est-a-dire :

[ firw =) = ([ladav(B) = ([Tlas) [ £ovdrn.

i=1

Soit maintenant f € & \ {0}. Il existe donc a1, ...,a, € R} et Ay,..., A, € BRY) tq. f =31 aifi
avec f; = 14,.On a alors, par linéarité de I’intégrale :

n N n
/fd/\N :Zai/fid)\N = (H|ai|)2ai/fio<pd)\1v
=1 =1 =1
N n N
= (Ll [ Yoasiowire = [Ljesh [ 7o orn.
=1 1=1 1=1

(Ce qui est, bien sir, aussi vrai si f = 0.)

2. Soit f € M4 = M (RN, B(RY)), montrer que f o ¢ € My etque [ fdAn = [[;_ 1 lovi| [(f o @)dAn.

corrigé
N existe (fn)nen C €+ t.q. fr T f quand n — co. On a donc aussi (f,, 0 p)neny C Ex et fr, 0 T f o quand
n — oo (ce qui donne, en particulier que f o ¢ € M). La question précédente donne :

/fndAN: (f[l|ai|)/fnogad)\N.
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La définition de I’intégrale sur M_ donne alors, quand n — oo :

JEE (ﬁm)/fwdm

3. Soit f € £ = LL(RY, B(RN), \y), montrer que f o o € L1 et que [ fdAn = [T, |eul| [(f 0 ©)dAn.

corrigé
Comme f est mesurable de R™ dans R et ¢ est mesurable de R™ dans RY (R" et R étant munis de leur tribu
borélienne), on a bien f o v mesurable de RY dans R.

En appliquant la question précédente 2 la fonction |f| on obtient que [ |f] o ¢dAn = [ |f o p|dAn < oo car
[ 1fldAn < cc.Onadonc fop € L

Enfin, en remarquant que (f o p)*™ = fTopet (f o)™ = f~ o eten utilisant la question précédente avec

fT et f~, on obtient :
N
[ rraw =i [ £+ o pir.
i=1

[ = (ﬁlmm [ ova.

En faisant la différence, on en déduit :

JEE <i1j11|ai|> [ i

Corrigé 155 (Primitives de fonctions .P)
Soit p € [1,00[. On note L? = Li(]0,1[, B(]0, 1[), A). Soit f, g € LP. On définit F' et G de [0, 1] dans R par, pour
x €10,1],

F(z) = / sa = [ g, e = / g(t)dt (= /}O,x[gd”

1. Montrer que F' et G sont des fonctions continues et qu’il existe C' € R t.q. |F(y) — F(z)| < Cly — x|1_% et
G(y) — G(x)] < Cly — z|'~7, pour tous ,y € [0,1], = < y.

corrigé
On note L' = L (]0,1[, B(]0,1[), A). F' (et G) sont bien définies partout sur [0, 1] car f1j . € L' (et gljg ) €
L) pour tout 2 € [0, 1] (on confond, comme d’habitude, un élément de L' ou LP avec 1’un de ses représentants).

Soit z,y € [0,1], z < y. En utilisant I'inégalité de Holder avec f et 1, ,;, on obtient, avec ¢ = p/(p — 1) :

|F(y) — F(z)| = \/fl[x,y]dAI <Al < Iflply — ="~ (18.9)

On a de méme : )
G(y) — G(z)| < |lgllply —z|" 7. (18.10)

Ce qui donne les inégalités demandées en prenant C' = max (|| f||,, |g|lp)-
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Les inégalités (18.9) et (18.10) donnent aussi la continuité (uniforme) de F' et G lorsque p > 1 (et donc 1 —
(1/p) > 0), mais pas pour p = 1.

Pour p = 1, on montre la continuité de F' (et de G par un raisonnement semblable) en remarquant que, pour
z,y € 0,1,z <y:

F(y) - F(z)| < / I gdA — 0, quand Afz,y]) = y — 2 — 0,

ceci découle de I’exercice 4.14 et donne méme la continuité uniforme de ' comme cela a ét€ démontré dans
I’exercice 5.7.

. Onsuppose p > 1. Soitn € N* etk € {0,...,n—1}. Montrer que, pour tout z € [£, 5] ona (F(z), G(z)) €
Ap i X By i, ot A, i et By, i, sont des intervalles de R (indépendants de x) dont les longueurs tendent vers 0
quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

corrigé

On pose toujours C' = max(]| |, |lg|lp). Pour = € [k k“} ona,avec + =1—1>0:

S =

[F(a) ~F (> b <o), 16@) - < )| < O(=)7.

1
n

On en déduit que (F'(z), G(z)) € Ay X By, i avec :

Auge = [F() = CC8 P + ()]
Bui = [6(2) - O(1)8,G(5) + O]

On abien A\(A, 1) = AN(Bnx) = 20(%)% — 0 quand n — oo.

. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(z),G(z)); z € [0,1]} est une partie négligeable de R? (muni de la
mesure de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable des longueurs de A,, 5, et
B,k inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quand n — 00.]

corrigé
Pour tout n € N*, on pose H,, = U}Z3 An i X Bp i € B(R?) = B(R) ® B(R). La question précédente donne
E C H,.Onen déduit que E C H avec H = N,enH,, € B(R?).

On utilise maintenant 1’hypothese p > 2 pour montrer que A2 (H) = 0 (et donc que F est négligeable). En effet,
on a, pour tout n € N* :

|
-

)\ ( ) < /\2 Z )\2 n,k X Bn k) )‘(Ank))‘(Bn,k)

[\3??‘

< n4C

3\»—@

)% _ 402 177

avec C' = max(|| f|lp, |lgllp) et l =1- l .Comme p > 2,onaq < 2etdoncn'™ 7 — 0 quand n — oo. Ceci
donne que A2 (H,,) — 0 quand n — oo et donc que A2 (H) = 0.
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18.4 Convolution
Corrigé 156 (Propriétés élémentaires de la convolution)
Soit f,g € LY(RN) = LL (RN, B(RY), Ay).

1. Montrer que fxg = g f p.p.. [Utiliser I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

corrigé
On confond, comme d’habitude f (et g) avec I’'un de ses représentants, et on choisit comme représentant de fxg
(qui est définie comme un élément de L'(R")) la fonction définie par f * g(z) = [ f(y)g(z — y)dAn(y) si
f()g(x —-) € LY(RYN). On sait que cette fonction est définie p.p. car f(-)g ( )€ El( N pour presque
tout z € RY. On choisit de maniére analogue comme représentant de g  f la fonction définie par g x f(z) =

J9@) [z —y)dAn(y) sig()f(x —) € L'RY).
Soit € R un point pour lequel fxg est définie. On a donc f(-)g(x—-) € LY(RY). Onpose h(-) = f(-)g(z—

-). On utilise alors la proposition 7.8 (changement de variables simples) avec ¢ définie par ¢(y) = —y + « pour
touty € R . Elle donne ho p € LY(RY) et :

/h ))dAN(y /h YdAN (y

Comme h(p(y)) = f(p(y))glx — o(y)) = f(x — y)g(y), on en déduit que g x f est définie au point = et que
g* f(x) = fxg(@).
Ceci montre bien que f xg = g x f p.p..

2. On suppose que f et g sont & support compact (f a support compact signifie qu’il existe K, compact de R, t.q.
f = 0 p.p. sur K¢). Montrer que la fonction f % g est alors aussi a support compact. [On désigne par B(0, «) la
boule ouverte de centre 0 et de rayon . Comme f et g sont a support compact, il existe a et b € R tels que
f =0p.p.sur B(0,a)¢etg =0 p.p.sur B(0,b)°. Montrer que f * g = 0 p.p. sur B(0,a + b)°.]

corrigé
Comme pour la question précédente, on confond f (et g) avec l un de ses représentants, et on choisit comme
représentant de f + g la fonction définie par f * g(z) = [ f(y —y)dAn(y) si f()g(x —-) € LYRYN).
Soita,b € Ry t.q. f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0,b)°. (RY est muni d’une norme, notée | - ||.)

Soit z € B(0,a + b)¢. On va montrer que f(-)g(xz — -) = 0 p.p. (et donc que f % g(x) = 0, noter aussi que
f(-)g(xz — -) est mesurable car f et g le sont).

Comme f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ onaaussi f(-)g(z — ) = 0 p.p. sur B(0,a)°. Comme g = 0 p.p. sur B(0,b)¢,
ona f(-)g(x —-) =0 p.p.sur B(x,b)® (cary € B(x,b)° <= (x —y) € B(0,b)°). On a donc :
f()g(x —-) =0p.p. sur B(0,a)° U B(x,b)". (18.11)

Or B(0,a)NB(x,b) = O cary € B(0,a)NB(x, b) implique ||y|| < aet||z—y| < betdonc ||z|| = [|[z—y+y| <
a + b, en contradiction avec = € B(0,a + b)¢. On a donc B(0,a)¢ U B(z,b)¢ = (B(0,a) N B(z,b))¢ = RY et
(18.11) donne alors f(-)g(z — -) = 0 p.p. et donc f % g est définie au point z et f x g(x) = 0.

On a bien montré que f x g = 0 p.p. sur B(0, a + b)¢ et donc que f * g est & support compact.
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Corrigé 157 (Convolution L? — CX°)
Soit 1 < p < oo. Soit f € LP(RYN) = LE(RN, BRY), Ay) (ou f € L] .(RY)) et p € C>°(RY,R). On pourra
se limiter au cas N = 1.

1. Montrer que pour tout z € R, la fonction f(-)p(x — -) appartient 2 £!(R™V). On pose alors

£ 5 pla) = / F()pla — Ydry.

corrigé
On rappelle que f € £} (RY)si f € M = MRY,BRY)) et f1x € LY(RY) pour tout compact K de RY.
On a donc LP(RN) c £}, .(RY) (pour tout 1 < p < oo) carsi f € LP(RY), on a bien f € M et, grace a

'inégalité de Holder, f1x € LY(RY) (et || f1x|1 < ||fllpll1kllqy < 0osavec ¢ = p/(p — 1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé que f € L, (RY) car cette hypothese est plus générale que

f € £P(RY). Pour simplifier la rédaction, on se limite au cas N = 1.

Soit € R. La fonction f(-)p(z — -) est mesurable (c’est-a-dire ici borélienne car R est muni de sa tribu de
Borel) car f est mesurable et p(x — -) est mesurable (car continue). Comme p est & support compact, il existe
a € Ry t.q. p = 0sur [—a,al® Onadonc p(x —-) = 0 sur K¢ avec K, = [x — a,z + a], ce qui permet de
montrer que f(-)p(x — ) € L1(R) car |f(-)p(z — )| < |1 o]l avee lpll = max{lp(2)], = € R} < oo,
et flg, € LY(R).

La fonction f % p est donc définie sur tout R.

2. Montrer que f x p € C°(RYN,R).

corrigé
Comme dans la question précédente, on va utiliser a € Ry t.q. p = 0 sur [—a,a]® et ||p|l. = max{|p(z)|.
z € R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées de p, ||p*)||,)). On raisonne maintenant en 3 étapes.

Etape 1. On commence par montrer que f * p est continue en tout point de R. Soit zy € R. La continuité de
f x pen xg découle du théoréeme de continuité sous le signe f , théoreme 4.9. En effet, on pose, pour z,y € R :

F(z,y) = f(y)p(x —y).

Ona F(xz,-) € L(R) pour tout z € Ret f x p(x) = [ F(z,-)d\. La fonction F' vérifie alors les 2 hypotheses
suivantes :

(a) x — F(x,y) est continue en xg, pour tout y € R,

() |F(z,y)| < G(y) pour tout x €]xg — 1,29 + 1[ et pour tout y € R, en prenant G = |f1x|||pl., avec
K=[zg—1—a,z0+1+a.

Comme K est compact, on a G € L!(R) et le théoréme 4.9 donne bien la continuité de f x p en .
Etape 2. On montre maintenant que f * p est dérivable en tout point et que (f * p)’ = f * p’. Soit zy € R. Pour

montrer la dérivabilité de f * p en zo, on utilise le théoréme de dérivabilité sous le signe [, théoréme 4.10. On
reprend la mé&me fonction F' que dans 1’étape 1, elle vérifie les 2 hypotheses suivantes :

(a)  — F(z,y) est dérivable pour tout z €]zg — 1,29 + 1] et pour tout y € R,

464



®) [2E(2,y)| = |f(y)p'(z —y)| < H(y) pour tout z €]z — 1,20 + 1[ et pour tout y € R, en prenant
H=|f1kl|||p'||. avec K = [z — 1 — a,20 + 1 + a].

Comme K est compact, on a H € L£(R) et le théoreme 4.10 donne bien la dérivabilité de f x p en x et le fait

que (f % p)'(zo) = fx p' (o).

Etape 3. On montre enfin que f x p € C*°(R, R). Pour cela, on va montrer, par récurrence sur k, que f x p €
CF(R,R) et (f xp)¥) = fx p¥) pour tout k € N (ce qui donne bien f x p € C°(R,R)).

L étape 1 montre que f x p € C°(R,R) (et on a bien (f x p)(@ = fxp = f % p(?)). On suppose maintenant
que fxp € C*R,R) et (fxp)*) = fxp*) pour un certain k& € N. L’étape 2 appliquée 2 p(¥) (qui appartient
aussi 2 C>° (R, R)) au lieu de p donne alors que f * p(¥) est dérivable et que sa dérivée est f  p*+1) . L’ étape 1
appliquée 2 p(*+1) donne que f+ p**1) € C(R,R). On a donc bien finalement montré que fxp € C*+1(R, R)
et (f p)F+D) = fx p+1) Ce qui termine la récurrence.

3. On suppose maintenant que f est a support compact, c¢’est a dire qu’il existe un compact de R, noté K, t.q.
f =0p.p. sur K¢, montrer que f x p est aussi a support compact.

corrigé

Comme f et p sont a support compact, on démontre que f * p est aussi a support compact, comme cela a été
fait dans I’exercice 7.19 (corrigé 156). Plus précisément, si f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et p = 0 sur B(o,b), on a
f*p=0sur B(0,a+ b)° (voir le corrigé 156).

Corrigé 158 (Inégalité de Young)

Soient 1 < p < +oo, f € LL(RY, BRN),An) et g € LE(RYN, B(RN), A\y). Montrer que f * g est définie
p-p. fxg € LE(RY, BIRY), Ay) et ||f*9||p < Ifllillgllp- Eerire [(f [f(z —y)g(y)ldy)Pde = [([|f(z—
y)||f(x—y)|7|g(y)|dy)Pdx, avec ¢ = L= . Appliquer I’inégalité de Holder puis le théoréme de Fubini-Tonelli].

corrigé
Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le cas N = 1. On suppose aussi que f et g ne sont pas nulles p.p.
(sinon, il est immédiat que f x g est définie partout et f x g(x) = O pour tout z € R).

On confond f et g avec I’'un de leurs représentants.

Pour z,y € R, on pose H(xz,y) = g(y)f(x — y). La premiére partie de la démonstration de la proposition
sur la convolution (proposition 7.9) montre que H, et donc , est B(R?)-mesurable. On peut alors utiliser les
deux premieres conclusions du théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.2) pour affirmer que | g( ) (x =) €
M (R, B(R)) pour tout z € R et que ¢ € M (R, B(R)) avec ¢ définie par ¢(z) = [ |g(:) -)|dX pour tout
2 € R. Par composition de fonctions mesurables, on a donc aussi o € M (R, B ( ).

Soit x € R. Les fonctions | f(z — )|é et|f(z— )\ » |g(-)| sont aussi mesurables. On peut alors utiliser I'inégalité
de Holder avec ¢ = p/(p — 1). elle donne :

P = /\f O = ) gl
/|f:c— \dA%/|fx— )lg()IPdA) (18.12)
<IAIE ([ 176 = Hgtran.
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Noter que (18.12) est vraie si |f(z — -)||g(-)|P € LY(R) etsi |f(x — -)||g(-)|P & L*(R). Dans ce dernier cas on
obtient seulement ¢(x)? < co. On a aussi utiliser la proposition 7.8 pour dire que [ |f(z — -)|d\ = [|f|d\ =

[1£1l-

On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) avec les fonctions | f| et |g|P. Il donne :

[etaraxa < s [([ 1= g0 panire)
<|IfI1¢ /(/\f(m—y)\lg(y)lpdA(x))dA(y) (18.13)

p
< IS Ngls = AT gl

Ceci donne que ¢ € LP(R) et, en particulier que p(z) < oo p.p., c’est-a-dire A(A) = 0 avec A = {p = oo}
(noter que A € B(R) puisque ¢ € M). Pour tout z € A€, on a donc g(-) f(x — -) € L(R) et on peut définir
g f(x) par g« f(x) = [ g(y)f(x —y)dA(y).

La fonction g * f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p. a une fonction mesurable.
En effet, les fonctions H* et H~ sont B(R?)-mesurables (d’aprés la premiére partie de la démonstration de la
proposition 7.9, on rappelle que H(z,y) = g(y)f(xz — y)). Les deux premieres conclusions du théoreme 7.2)
donnent alors (g(-)f(z — )T € M, (R,B(R)) pour tout z € R et que 1, p2 € M (R, B(R)) avec o et @o
définies par, pour z € R,

o1(z) = / (@) (@ — ), pa(e) = / (9() (& — )" dx.

On pose alors h = 1 — @9 sur A° et h = 0 sur A. On a bien que / est mesurable (de R dans R) et h = g x f p.p..

On remarque enfin que b € LP(R) car |h| < ¢ p.p. et ¢ € LP(R). On en déduit bien que g x f € LP(R) (avec la
confusion habituelle entre g x f et la classe de h dans LP(R)).

Le fait que ||g x f]l, < ||f]l1llgllp est conséquence immédiate de (18.13) puisque g * f < ¢ p.p..

Enfin, le raisonnement fait dans la premiére question de I’exercice (7.19) montre que, pour tout x € R, f(-)g(x —
) € LY(RN) si et seulement f(x — -)g(-) € LY(RY) et que ces deux fonctions ont alors méme intégrale. Ceci
permet de montrer que f * g est aussi définie p.p. et que f xg = g * f p.p.

18.5 Changement de variables

Corrigé 159
. . " sinx P i
1. Vérifier que sin > 1 de= [ ( e "'dt) sin zdx.
o Jo

0 x

corrigé
Soit n € N, la fonction 2 +— S22 est continue que [0, n] en posant 22 = 1 pour z = 0, elle est donc bien
intégrable pour I’espace mesuré ([0, n], B([0, n]), ).
Pour tout x > 0,ona e® € M, (R4, B(R4)). Pour calculer fooo e~%!dt, on remarque que, pour tout p € N, on

—axt

—_ — —xp 2 . 2 N
a f Peo—atis = [= ]p =1_e 7 Quand p — oo, on en déduit, avec le théoréme de convergence monotone,
0 T 0 T T

que [° e~*!dt = L. On obtient bien :

/ sma:dx:/ (/ e~ 'dt) sin zdz.
o o Jo
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. Calculer F,(t) = / e "sinxdr (t > 0).
0

corrigé
N _pt n .
Pourt =0,ona [; e **sinzdr = [ sinzdz = 1 — cosn. Donc, F;,(0) = 1 — cosn.

Soit maintenant ¢ > 0. Comme les fonctions z — ¢~ * et z > sin = sont indéfiniment dérivables sur R, on peut
calculer fon e~ %' sin zdz en intégrant deux fois par parties :

n n
/ e % sinxdr = _/ te™ " coszdx — [e™"" cos z]g
0 0

n

=— | tle "sinadr — [te” " sinz]d — [e” " cos x|}

0
Ce qui donne :

n
(t* +1) / e "sinzdr =1 —te” ™ sinn — e ™ cosn.
0

et donc : N . .
1—te ™ sinn —e ™ cosn
E,(t) = / e sinzdr = 5
0 241
o0
. Calculer lim F,(t)dt. (F, est définie a la question précédente.)
n—-+oo 0

corrigé
Pour tout n € N, F), est continue de R dans R, elle est donc mesurable de R dans R.

On a, pour tout n € Nettoutt > 0, te™™ < te~t < 1/e. On en déduit :

1
)—>—— pour tout ¢t € R + et pour tout n € N.

1
F,.t) < (2
B8] < 24 )

e
(en fait, on a méme 0 < F,,(t) < zi5.) Comme t — i est intégrable sur (R, , B(R, ), A), ceci donne que
F, € LY(Ry,B(R),\) pour tout n € N.

Enfin comme F,(t) — ﬁ quand n — oo, pour tout ¢ > 0, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée a la suite (F, )nen, il donne :

o o 1 T
/ F,(t)dt — / ———dt = —, quand n — oo.
0 0 t?+1 2

. En déduire que lim / Y e = g
0

n—-+oo X

corrigé
Soit n € N. On définit H de R? dans R par

H(xz,t) = e " sinxljg ) (x)1[0,00](t).
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La fonction H est B(IR?)-mesurable et elle appartient & £*(R?) car, par le théoreme de Fubini-Tonelli :

/|H(x,t)|d/\2(:z:,t)§/ |sinx|(/ e*“dt)dh/ [sinz ) < oo,
0 0 0

X

car la fonction x — % est continue que [0, n] en posant @ = 1 pour x = 0, elle est donc bien intégrable
pour I"espace mesuré ([0, n], B([0,n]), A).

On peut donc appliquer le théoréeme de Fubini a la fonction H, il donne, avec la premiere question :

/ smxdw :/ (/ e_ztdt) sin zdx :/ (/ e—ft 51nxd$)dt
0 x 0 0 0 0 0o

= /O F,(t)dt.

La question 3 donne alors lim,,_, fon Si’%dw = lim,, 00 fooo Fo(t)dt = 3.

Corrigé 160 (Coordonnées polaires)

1. Calculer f(R+)2 e~ @ +v") gy dy (on rappelle que dx dy désigne dAs(x,y)). [On pourra utiliser le passage en
coordonnées polaires.]

corrigé
Pour z,y € R, on pose f(z,y) = e~ @ )1, ()1r, (y). Ona f € M (R? B(R?)) (noter que f est le
produit de fonctions mesurables). On peut donc lui appliquer la formule (7.17) :

/f(x,y)d)\g(m7y) = /0’5 (/000 f(rcosf,rsin 9)rdr> do.

/ e*<r2+y2>dA2(m,y):g / e rdr.
(R+)2 0

2 2z Y
(1 —e™™") et que, par le théoréme de convergence monotone,

On a donc :

2
Trdr =

. n —
Puis, comme fo e %

n

o)
. _ 2 2
lim e Trdr:/ e " rdr,
0

n—oo 0

2 . 2
on en déduit fooo e " rdr = % et donc

/ e g o y) = 7.
(R+)2

2. Calculer/ e~ dz.
R+

corrigé
On applique le théoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.2) a la fonction f défnie a la question précédente. Il

donne : /f(%y)d)\z(x’y) — /]R (/R f(x,y)dy> dz,
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et donc

4 (R+)2 0 0 )
= </ eIde> .
0

PR [SSR—t T
On en déduit que [, e™* dz = %

Corrigé 161 (Cordonnées polaires dans R")

On note 5™V~ 1a sphére de centre 0 et rayon 1 dans RY (i.e. SV =1 = {x € R | |z| = 1}, ol |.| désigne la norme
euclidienne usuelle). Pour A € SV—1, on pose A = {tz, t € [0,1], z € A}.

Montrer que si A est un borélien de S N-1_alors A est un borélien de RN,

On définit alors, quand A est un borélien de SV~1, o(A) = NAy(A). Montrer que o définit une mesure sur les
borélien de SN 1.
Montrer que, pour tout f : RY — R mesurable positive ou intégrable on a

[ t@a= [T( [ 166d©) 0 ap

Trouver alors les o € R tels que x — |z|® soit intégrable sur RV \ By ou sur By, avec By = {z € RV ; |z| < 1}.

corrigé
Cet exercice est trop difficile a faire complétement sans indications.
Pour R € R, onnote B = {z € RY ; |z| < R}.

1. On montre tout d’abord que A est un borélien de RY si A est un borélien de SV 1. Pour cela, on pose T' =
{AeB(SN-1); Aec BRN)}.

On montre que T est une tribu. En effet, A = () € B(RY) si A = () et donc ) € T. Puis, on remarque

que T est stable par complémentaire car, pour A € T, SN-1\ A = B; \ Ac B(RY), ce qui montre que
SN=1\ A € T. Enfin, il est facile de voir que T est stable par union dénombrable car, pour (A,,)n,en C T, 0n a

Unen4y, = UneN;{; € B(RY) et donc U,,enyA,, € T.On abien montré que T est une tribu.

Soit C I’ensemble des fermés de SNV —1. Si A € C, on voit que A est un fermé de RY. En effet, si (¢, p)nen C
[0,1] x A esttq.t,2, — y dans R, on peut supposer, par compacité de [0, 1] et de SV 1, aprés extraction
d’une sous suite encore notée (t,,, Tn)nen, que t, — t € [0,1] et z, — x € SN-1 quand n — co. On en
déduitque y =tz € A, ce qui prouve que A est fermé. Comme les fermés sont des boréliens, on a donc C C T,

Pour conclure, il suffit de remarquer que la tribu engendrée par C (sur S™V—1) est B(S™V~1). On en déduit bien
que B(SN=1) =T.

2. Il est facile de montrer que o est une mesure. I suffit en effet de remarquer que D=0 (et donc o (@) = 0) et que,
pour (Ap)neny CTt.q. Ay N Ay =0sin # m,ona, avec A = UpenAn, A = UpenAn et A, N Ay, = 0si
n # m. On déduit alors la o-additivité de o de la o-additivité de A .

3. On va montrer maintenant :

@) de = /O N ( /S G da(&)) pN " dp, (18.14)
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pour tout f = 1p avec E € B(RY). Cette démonstration est difficile (le reste de la démonstration sera plus
facile). On raisonne en 3 étapes.

Etape 1. Pour A € B(SV~1) et pour 0 < 7 < R < oo, on pose A, p = {p&, p € [, R[, ¢ € A}. Dans cette

étape, on prend f = 1y avec E = A, r et on montre alors que les deux membres de (18.14) sont bien définis et

sont égaux.

Pour montrer que A, g € B(RY), il suffit de remarquer que A,, r=Agr\ A, avec A, = Uieq, tA, Q. ={te
Jt<a}sia>0(et Ay = (). Comme A € B(RN), onatA € B(RN) pour tout £ > 0 (voir la proposition

7. 7) et donc A, € B(RY) pour tout @ > 0. On en déduit que A, p € B(RY).

On calcule maintenant Ax (A, r) (qui est le membre de gauche de (18.14)). D apres la proposition 7.8, on a

An (tA) = tN Ay (A) pour tout ¢ > 0. la continuité croissante d’une mesure donne alors Ay (Aq) = a™¥ Ay (A)
pour tout a > 0 et donc :

AN(Arr) = AN (AR \ A7) = AN (AR) — An(4,) = (RN — V) Ay (A)

N _ N
_E T ),

Soit p > 0.Sip & [r, R[,ona f(r&) = 0 pour tout ¢ € SV~1. On a donc
flpr) =1p € My (SV71B(SYY)

et [ f(p:)do=0.Sipe [r R[, ona f(r&) = 1 pour tout £ € Aet f(r) = 0 pour tout £ € SV~1\ A. Donc,
flp) = 1,4 € M (SN=L B(SN=1)) et [ f(p-)do = (A). On en déduit que la fonction p — [ f(p-)do est
égale a 0(A)1y, gy, elle appartient donc a M+(R+, B(R%),\)etona:

L (L 9a0©) o= [ atatmioln™dp

T
RN,TN

R
=o(A N=lqgp = g(A)———.
o) [0 = o) T
On a bien montré que les deux membres de (18.14) étaient bien définis et étaient égaux.

Etape 2. On pose D = {4, z, 0 <r < R < o0, A € B(SV~1)}. On montre ici que D engendre B(R").

On a déja vu que D C B(RY). Donc, T(D) C B(RY). Pour montrer I’inclusion inverse, on va montrer que tout
ouvert de RY peut s’écrire comme une union au plus dénombrable d’éléments de D.

On commence par remarquer qu’il existe une partie dénombrable de S™ ~!, dense dans SV ~! (ceci découle de la
séparabilité de RY). Soit S une telle partie. On peut alors démontrer (on ne détaille pas ici cette démonstration,
assez simple) que si z € O, O ouvert de R, il existe une boule ouverte de SV—! dont le centre est dans S
et donc le rayon est rationnel, on note A cette boule, et il existe 7, R € Q t.q. ¢ € A, g C O. On en déduit
facilement que O est une union au plus dénombrable d’éléments de D (voir I’exercice 2.7 pour des résultats
semblables). Ce résultat montre que les ouverts de RY sont dans T'(D) et donc que B(RY) C T(D).

On a bien finalement B(RY) = T(D).

Etape 3. On montre dans cette étape que (18.14) est vraie pour tout f = 1 avec E € B(R™V).

En admettant que le deuxieme membre de (18.14) est bien défini pour tout £ € B(RN ), on peut définir une
mesure m sur B(RY) en posant

wie) = [*( [ 1660 d0(©) o ap.
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On a montré que m = Ay sur D (Etape 1) et que D engendre B(RY) (Etape 2). Le fait que deux mesures sur
une tribu 7" soient égales sur une famille engendrant 7" est insuffisant pour dire qu’elles sont égales sur 1" (voir
exercice 2.20), mais cela est suffisant si cette famille est une “semi-algebre” (une famille C est une semi-algebre
si @, (¢ € C, C est stable par intersection finie, et le complémentaire de tout élément de C est une réunion finie
disjointe d’é1éments de C), et si les mesures sont finies. C’est ainsi que nous allons montrer que (18.14) est vraie
pour tout f = 1 avec E € B(RY).

Soit R > 0.Onnote Dp = {F € D; E C Br} et Bg = B(Bg) = {A € B(RY); A C Br}. L’étape 2 donne
que la tribu engendrée (sur Br) par Dg, notée T'(Dg), est égale a Bg.

On remarque tout d’abord que si C' € Dg, (Bgr \ C) est la réunion disjointe d’au plus 3 éléments de Dg.
On en déduit, comme dans I’exercice 7.2, que I’algebre engendrée par Dg sur Br (voir la définition 2.4 pour
la définition d’une algébre), notée Ag, est I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de Dg. Soit
E € Ag. 1l est alors facile de montrer (par linéarité de 1’intégrale et avec 1’étape 1) que les deux membres de
(18.14) sont bien définis et égaux si f = 1g.

On note My I’ensemble des éléments E € B(Bg) t.q. les deux membres de (18.14) soient bien définis et
égaux si f = 1g. Une application facile du théoréme de convergence monotone donne que My est une classe
monotone. (en fait, si (E,)nen C Mg est une suite décroissante, on applique le théoréme de convergence
monotone  la suite 15, — 1g, alors que si (E,)n,eny C Mg est une suite croissante, on applique le théoreme
de convergence monotone a la suite 1g ). Mp est donc une classe monotone qui contient Ag, Mp contient
donc la classe monotone engendrée par Apg, or, le lemme sur les classes monotones (exercice 2.13) montre que
cette classe monotone est égale a la tribu engendrée par Ag, elle méme égale a la tribu engendrée par Dp. Ceci
montre que Mp = B(Bg) et donc que les deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux si f = 1p avec
EeB (B R).

En appliquant une nouvelle fois le théoreme de convergence monotone, il est alors facile de conclure que les
deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux si f = 1 avec E € B(RY).

4. La fin de la démonstration est maintenant facile (elle utilise un raisonnement souvent utilisé dans des exercices

5.

précédents). Par linéarité de 1’intégrale, on montre que les deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux
si f € EL(RN,B(RY)), puis, par convergence monotone, si f € M, (RN, B(RY)). Enfin, on traite le cas
f € LY(RY) en décomposant f = fT — f~.

Comme application simple de (18.14) pour f € M (RN, B(RY)), on trouve que z — |z|* est intégrable sur
RN\Bl si et seulement si &« + N — 1 < —1 et est intégrable sur B siet seulementsia+ N —1 > —1.

Corrigé 162 (Changement de variables 1/ !-! croissant)
Soit f € L}(R, B(R), \) t.q. f > 0 p.p.. Pour z € R, on pose p(z) = ffoo f(t)dt. (On rappelle que, pour a < b,

[? f(t)dt désigne [ 13, fdN.)

1.

Montrer que ¢ € C(R, R) et que  est strictement croissante.

On note I,,, I'image de ¢ (I, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et f fdX\) etonnotevy : I, > Rla
fonction inverse de ¢ (1) est donc continue de I,,, dans R).

On rappelle que si I est un intervalle de R et 5(I) est sa tribu borélienne, on a B(I) = P(I) N B(R).
Pour A C R, on note p(A) = {p(x), z € A}. Pour A C I,,,, on note Y(A) = {¢(z), x € A}.

. Montrer que {p(A), A € B(R)} = B(I,,,) etque {/(A), A € B(I,)} = B(R).

3. Soit I un intervalle de R. Montrer que X(¢(I)) = [; fd\.
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4. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(¢(O)) = [, fdA. En déduire que, pour tout £ > 0 il existe § > 0 t.q. :

O ouvert, A\(O) < § = A(p(0)) <e.

5. Soit A € B(R). Montrer que A(p(A)) = [, fd\. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de \ et la
question précédente.]

6. Soita,b € Rtq.a < b.
(a) Soit B € B(R). On pose g = 1. Montrer que :

©(b) b
/ g(t)dt = / 9((5))  (s)ds. (18.15)
v(a) a

[Prendre A = ¢(B N I,,)N]a, b[ et utiliser la question précédente.]

(b) Montrer que (18.15) est encore vraie pour g € £ (R, B(R)), puis pour g € M (R, B(R)).

(¢) Soit g : R — R mesurable. On suppose que glj,(a),x(5) € L4 (R, B(R), ). Montrer g o ofljap €
L (R, B(R), ) et que (18.15) est vraie.

NB : On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢’ = f p.p.. La formule (18.15) est alors la formule
habituelle de changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a I'intervalle ]a, b[, appartient & un
espace appelé Wt (]a, b[) (ce qui explique le titre de I’exercice).

corrigé

En Attente
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Chapitre 19

Densité, séparabilité et compacité dans L”

Corrigé 163 (Non densité de C. dans L°°)
On considere f = 1g, (qui appartient a Lg° (R, B(R), A), en confondant f avec sa classe).

1. Montrer que || f — ¢||s > 4 pour tout ¢ € C(R,R).

corrigé
Soit ¢ € C(R,R). On va montrer que || f — ¢[| > 3 — & pour tout 0 < £ < 1/2 (ce qui donne bien finalement

Soitdonc 0 < e < 1/2.

On suppose tout d’abord que cp( ) > 1.1l existe alors, par continuité de ¢, § > 0 t.q. ¢(z) > % — € pour tout
€ [-6,0]. On adonc ¢(x) — f(z) > & — e pour presque tout = € [—4,0], ce qui prouve que A({|¢ — f| >

%—5}) > \([-4,0]) =8 > 0. Ona onc ||f — ¢lloc = 5 — €.

On suppose maintenant que ¢(0) < 3. De manitre analogue, il existe & > 0 t.q. ¢(z) < 1 + £ pour tout

z € [0,6]. On a alors f(z) — p(x) > & — ¢ pour presque tout z € [0,6], ce qui prouve que A({|f — ¢| >
1 —¢}) > A([0,8]) =6 > 0.Onadoncaussi || f — ¢||oc > 5 —&.

[N

. . . . , 1
Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on a bien montré que || f — ¢[/oc > 3.

2. Montrer que ||f(- + h) — f|loo = 1 pour tout /1 € Rox.

corrigé
Pour h > 0,ona|f(-+h)—f(-)| = L p.p.sur [—h, 0] etdonc A({| f(-+h)—f(-)] > 1}) > A([-h,0]) = h >0,
ce qui prouve que || f(- + k) — f|lo > 1. Comme il est clair que | f(- + k) — f(-)| < 1 p.p., on a finalement

1f(+h) = flle = 1.

Pour h < 0,0na [f(- + ) — f()oe = 1 pp. sur [0, —] et done A({If(- +h) — £ > 1}) > A([0, —h]) =
—h > 0, ce qui prouve que || f(- + h) — f|loo > 1. Comme il est clair aussi que | f(- + h) — f(-)] < 1p.p.,ona
finalement || f(- + h) — flloo = 1.

Corrigé 164 (Séparabilité de LP(£2), 1 < p < o)
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Soient N > 1,  un ouvert de RY et p tel que 1 < p < +o00. Montrer que ’espace L () est séparable.

On pourra se limiter au cas 2 = R et raisonner ainsi : Soit n € N*, pour ¢ = 0,1,...,2n? — 1, on note :
I} =[-n+1,-n+ %1[ Onpose: A, = {f:R = R; fl;p =r,our € Q et f=0sur[-n,n[}. On pose
A= UnEN* An
1. Montrer que A est dénombrable.
corrigé
Soitn € N*. A f € A, on associe I’ensemble des valeurs prises par f sur les intervalles I;’, ¢ = 0,1, ..., 2n?—

1. On construit ainsi une bijection de A,, dans Q2”2, ce qui prouve que A, est dénombrable car (@2"2 est
dénombrable.

On en déduit que A est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.

2. Montrer que, pour tout f € C.(R,R) et pour tout ¢ > 0, il existe g € At.q. ||f —g|l, <e.

corrigé
Soit f € C.(R,R) et soit e > 0.
Comme f est a support compact, il existe a € Ry t.q. f = 0 sur [—a, al°.
Comme f est uniformément continue, il existe 0 > 0t.q. |z —y| < J = |f(z) — f(y)| < e.
On choisit maintenant n € N* t.q. n > a et 1/n < 4. On construit alors g € A,, de la maniére suivante :
g(x) =0, siz € [-n,n[¢,
g(x) =rg, size[-n+L —n+ qnil[, qe{0,1,...,2n% — 1},
avecr, € Qtq. [f(—n+ 1) —ry <cetry=0si f(—n+ L) =0.

Onage A(carg € A,), |g(z) — f(x)| < 2e pourtout z et |g(z) — f(x)] =0siz € [-a —1,a + 1]°. Onen

déduit :

[ 19t) — r@pds < 200+ v

On peut donc trouver g € A arbitraiement proche de f en norme L”.

3. Conclure par la densité de C..(R, R) dans LP(RR, ) (théoréme 8.1).

corrigé
Soit f € LP(R) et soit & > 0. Par le théoreme 8.1, il existe g € C.(R,R) t.q. ||g — f|l, < . Par la question
précédente, il existe h € A t.q. |g — k||, < . Onadonc ||f — h||, < 2e. Ce qui prouve que A est dense dans
LP(R). Comme A est dénombrable, on en déduit que LP(IR) est séparable.

Corrigé 165 (Non séparabilité de L’ (R, B(R), \))
On note B I’ensemble des f appartenant a L>° (R, B(R), A) t.q., pour tout n € N, f = 0 p.p. sur Jn,n + 1[ ou
f=1pp.sur]n,n+1].

1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de 1’ensemble des parties de N dans B.]

corrigé
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Soit P une partie N. On construit o(P) € B en prenant o(P) = 1 p.p. sur |n,n+ 1[sin € P, (P) = 0 p.p.
sur jn,n+ 1[sin € Peto(P)=0p.p.sur R_.

( est bien injective car, si P,Q € P(N), P # Q,ilexisten € Pt.q.n ¢ Q (ouilexiste n € Q t.q. n € P). On
aalors ¢(P) = 1 p.p.sur |n,n+1[et o(Q) = 0 p.p. sur Jn,n+1[ (ou p(P) = 0 p.p.sur jn,n+1[et p(Q) =1
p.p. sur |n, n + 1[). On en déduit que || (P) — ©(Q)|loo > 1 car A(Jn,n + 1[) > 0, et donc p(P) # ¢(Q).

Comme P(N) est non dénombrable (et non fini), I’ensemble B est aussi non dénombrable (et non fini).

2. Soit A une partie dense de LZ°(R, B(R), A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € At.q. ||f — glloo < §.
En déduire qu’on peut construire une application injective de B dans A.

corrigé
Soit f € B. Par densité de A dans L (R, B(R), ), il existe g € At.q. || f — g[lso < 1. On peut donc construire
(grice a I’axiome du choix) une application ¢/ de B dans A t.q. ||f — % (f)| s < % pour tout f € B.

On monte maintenant que v est injective. En effet, soit f1, fo € B t.q. ¥(f1) = %(f2). On a alors, avec

9 =1v(f1) = ¥(f2), |1 = falloo < If1=glloo+If2—9lloe < 5. Ceciprouve que f1 = fp car || fi— falloo > 1
si fi # fo (il suffit de remarquer qu’il existe n € N t.q. | f1 — fa| = 1 p.p. sur |n,n + 1]).

3. Montrer que L (R, B(R), A) n’est pas séparable.

corrigé
Si L (R, B(R), A) est séparable, il existe A (au plus) dénombrable, dense dans L (R, B(R), A). La question
précédente permet de construire une injection de B de A. Ce qui est en contradiction avec le fait que B est non
dénombrable (et non fini).

Corrigé 166 (Convolution LP — L9)
Pour 1 < p < oo, onnote £P = LL (R, B(R), \) et LP = LE(R, B(R), ).
1. Soit 1 <p<+oo,q:%,f€£petge£q.
(a) Montrer que pour tout z € R, I’application f(-)g(x — -) est intégrable.
corrigé
Soit x € R. L’application f(-)g(x — -) est mesurable car les applications f et g(x — -) sont mesurables. Puis,
on déduit de I’inégalité de Holder (inégalité (6.3)) que f(-)g(z —-) € Ll et:

1FCg(@ =Ml < 1 Fllpllglz = )llg = [ £1lpll9llq-

On peut donc définir (f x ¢g)(x) pour tout x € R.
(b) Montrer que |(f + g) ()] < || ], llgll- pour tout & € .

corrigé

Soit # € R.Ona |(f g)(@)| = | [ f()g(a = JdA| < [|f()g(x — )ldA = | f(-)g(x — ). En wilisant
I’inégalité montrée dans la question précédente, on a donc :

[(f*g) @) < [ fllpllgllg-
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(c) Montrer que f x g est continue sur R.

corrigé

Soitxz,h € R.Ona:

Fgle )= fg(a)l < [ 170+ =) = (o~ )i
< W llllgte+ b= = g = Yy = £ lulla = 1) = gl

Le théoréeme de continuité en moyenne dans L? (exercice 6.4, corrigé 104, le cas général de la mesure de
Lebesgue sur RY est donné dans le théoreme 8.2) donne que | g(- —h) — g||, — 0, quand h — 0. Ceci prouve
la continuité (et méme la continuité uniforme) de f * g sur R.

2.Soit1<p<—|—oo,q:p’%1.

(a) Soit F' € LP et G € L4. Montrer qu’on peut définir F' x G sur R en posant F x G = f x g, avec f € F et
g € G. [1I suffit donc de démontrer que f x g ne dépend pas du choix de f dans F' et g dans G'.]

corrigé
Soit f1, fo € F et g1, g2 € G. Comme f; = fo p.p. et g1 = g2 p.p., on a aussi, pour tout z € R, f1(-)g1(z —
) = fa(-)g2(x — ) p.p. et donc f1 % g1(x) = fa * ga(x).
Pour tout z € R, on peut donc définir F' x G(z) en posant F' x G(z) = f * g(x), avec f € Fetg € G (car
f * g(x) ne dépend pas du choix de f et g dans F et G).

(b) Montrer que I’application (F, G) — F %G est bilinéaire continue de L? x L4 dans C, (R, R) (on rappelle que
Cy(R,R) est I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la norme de la convergence

uniforme).

corrigé
On note || - ||, la norme de la convergence uniforme (on rappelle que, sur Cy,(R, R), elle coincide avec la
norme || - ||oo)-

Soit FFe LPetG € L1.Si f € F, g € GG, on adéja vu que, pour tout x € R :

[Fx G)| = |f>g@)] < [Ifllpllglle = IFpI1Gllq-

On en déduit | F * G|, = sup{|F * G(z)|, = € R} < ||F|,||G|l4- Ce qui prouve bien la continuité de la
forme bilinéaire (F,G) — F x G de LP x L9 dans Cp(R, R).

(c) Soit F' € LP et G € L%. Montrer que F x G € Cy(R, R) (c’est-a-dire que la fonction F x G est continue de
R dans R et que (F' x G)(z) — 0 quand x — £00).

corrigé
On considere tout d’abord le cas f € C.(R,R) et g € C.(R,R). On sait déja que f x g est continue (par
exemple, parce que f € LP et g € L7). D’autre part, comme f et g sont a support compact, il existe a > 0
etb > 0tq. f =0sur B°0,a) et g = 0 sur B(0,b). On en déduit que f g = 0 sur B(0, a + b) (ceci est
démontré, par exemple, dans I’exercice 7.19, corrigé 156). On a donc f x g € C.(R,R) C Cy(R,R).

Soit maintenant F' € LP et G € L. Le théoreme de densité dans les espaces L? (exercice 6.4, corrigé 104,
ou encore théoréme 8.1 pour un cas plus général) donne I’existence de deux suites (fy)nen € C.(R,R) et
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(gn)nen € C.(R,R) t.q. f, — F dans LP et g,, — G dans L%, quand n — co. La continuité de la forme
bilinéaire (F,G) — F x G de LP x L9 dans Cp(R,R) montre alors que f,, * g, — F * G dans C,(R,R)
(c’est-a-dire uniformément), quand n — co. Or f,, x g, € Co(R, R), pour tout n € N, et Cp(R, R) est fermé
dans C,(R,R), onadonc F x G € Cy(R,R).

3. On prend maintenant p = 1 et ¢ = +o0.

(a) Soit f € L' etg € L. Montrer que (f*g)(z) est bien définie pour tout z € R. Montrer que fxg € Cp(R, R).

corrigé

On procede ici comme dans le cas 1 < p, g < o0.

Soit € R. L’application f(-)g(x — -) est mesurable car produit d’applications mesurables. Puis, I’inégalité
de Holder pour le cas p = 1, ¢ = oo (proposition (6.9)) donne f(-)g(x —-) € L et:

1F()g(@ =)l < [Fllllgle = oo = [ F12l1glloc-

On peut donc définir (fxg)(z) pour toutz € Retona|(f*g)(x)| < ||f|l1]lglloo- Ceci donne sup{|(fxg)(z)],
z € R} < ||fll1llglloo et donc que f est bornée.

Pour montrer que f % g est continue sur R, on utilise I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue
pour écrire, pour tout z € R :

frgle) = / f(& - )g()dx.

Soit , h € R. On a donc :

Fglo )= fgle)l < [ 15+ h= 1)) = fla =)l
<lf@+h=-)=flz =)l =5 =h) = Fllillglloo-
Le théoréme de continuité en moyenne dans L! (théoreme 5.6) donne que || f(-—h)— f||l1 — 0, quand h — 0.
Ceci prouve la continuité (et méme la continuité uniforme) de f * g sur R.

On a donc bien f * g continue et bornée, c’est-a-dire f x g € Cp(R, R).

(b) Soit F € L' et G € L. Montrer que (F x G)(z) est bien définie pour tout z € R en posant F x G = f * g,
avec f € Fetge G.

corrigé

La démonstration est identique a celle du cas 1 < p, g < oo. Elle n’est pas redonnée ici.

(c) L'application (F, ) — F x G est-elle continue de L' x L°° dans Cj, ?

corrigé
La réponse est “oui" car nous avons vu que || f x g, = sup{|(f * ¢)(2)|, z € R} < ||fll1]|9|lc0-

(d) A-t-on F % G € Co(R,R), pourtout F' € Lt et G € L™= ?

corrigé
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La réponse est “non". On prend, par exemple, G = 1 p.p.et F € L', F # 0. On aalors F x G(z) = [ Fd\
pour tout € R. Donc, F *x G(z) /4 0, quand © — +oo, et F x G € Cp(R,R).

Corrigé 167 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C°)

Soit d € N*. On rappelle que A4 est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que 1’élément d’intégration
par rapport & A4 est noté dz (au lieu de d\4()). On rappelle aussi que | - | dénote la norme euclidienne dans RY.
On se donne une fonction p € C° (R4 R) t.q. :

— p(z) =0siz e RY, |z| > 1,

- p(z) >0sizx € R4,

- [p(z)dz = 1.

Pour n € N*, on note p,, la fonction définie par p,(z) = nép(nz), de sorte que (p,)nen~ est une famille de
noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € L1(RY, B(RY), \g).
(a) Soit p € C°(R?, R). Montrer que fo € LY (R, B(R?), \g).

corrigé
La fonction f¢ est mesurable car produit de fonctions mesurables. Elle est intégrable car on a

[f(@)e(@)] < |f@)lllellu,

pour tout € R? (avec ¢, = max{|¢(x)|, z € R} < oo car C2°(R? R) est inclus dans Cy,(R?, R)) et
donc :

/'f“)@(w)Idw < Al llellse < oo

Ce qui donne bien f¢ € L1(R?, B(R?), \y).

On suppose maintenant que [ f(z)¢(z)dz = 0 pour tout p € C° (R4, R).
(b) Soit n € N*. Montrer f  p,, () est bien défini pour tout x € R? et que f x p,,(x) = 0 pour tout x € R%.

corrigé
Soit z € R% On pose p(y) = pu(z — y) pour y € RY (n est fixé). On a donc ¢ € CZ(RE R) (car
pn € CZRER)) et fo = f()pn(a — ).
La premiére question donne f(-)pn(z — ) = fo € LR, B(R?), \g) et f * p,(x) est donc bien défini. De
plus, I’hypothese satisfaite par f donne :

J o pale) = / F()on(z — y)dy = / F()e(y)dy =0

(c) Montrer que f = 0 p.p..

corrigé
La proposition 8.1 donne f x p,, — f dans L'(R%, B(R%), \4) quand n — co. Comme f,, = 0 p.p., on en
déduit que f = 0 p.p.
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2. Soit Q un ouvert de R% et g € L} (Q) (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q. glxg €

loc

L1 (R B(RY), \y) pour tout compact K de Q).
(a) Soit ¢ € C=°(£2, R). Montrer que gy € L1 (R4, B(R?), \4). (La fonction ¢ est prolongée par 0 hors de ().)
corrigé

Soit K un compact de 2 t.q. ¢ = 0 sur K¢. On a alors g = gl .
Comme gl € L}(R?, B(R?), \s), la question 1(a) donne gp € L}(R?, B(R?), \y).

On suppose maintenant que [ g(z)p(z)dz = 0 pour tout ¢ € C°(£, R).
(b) Soit n € N*. On note €2, I'ensemble des = € Q t.q. |z —y| > L pour tout y € Q°. Montrer g x p,, (z) est bien
définie pour tout = € Q,, et que g x p, () = 0 pour tout x € Q,,.

corrigé
Soit 2 € Q,,. On pose p(y) = pn(x —y) pour y € RY (n et x sont fixés). On a donc ¢ € C°(R?, R). comme
pn(2) =0si|z] > 1/n,onae = 0sur K°ou K est la boule fermée de centre x et de rayon 1/n, ¢’est-a-dire
K = B(z,1/n). Comme x € §2,,ona K C Q. La fonction ¢ (ou, plus précisément, la restriction de ¢ a )
appartient donc a CS° (€2, R)).
On a gy = g(-)pn(z — -). On conclut comme dans la question 1(b) :
La question 2(a) donne g(-)pn(z — -) = gp € LY(R?, B(RY), \y) et g * p,,(z) est donc bien défini. De plus,
I’hypothese satisfaite par g donne :

g% pul) = / 9(0)pn(z — y)dy = / 9(y)e(y)dy = 0

(c) Soit K un compact de £2, montrer que gl = 0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur €.

corrigé
On note « la distance de K a Q°, c’est-a-dire o = inf{|y — 2|, y € K, z € Q°}. Cette distance est strictement
positive car K est compact, Q¢ est fermé et K N O° = () (le fait que cette distance est strictement positive est
démontré, par exemple, dans la démonstration du théoréme 5.5). Soit np € N* t.q. 1/ng < «, de sorte que
K C Q, pour tout n > ng (avec €2, défini dans la question 2(b)).

La question 2(b) donne alors que, pour tout n > ng, g x p,, est bien défini sur K et g x p,, = 0 sur K.

Pour passer 2 limite sur n (et montrer que g = 0 p.p. sur K), on pose K = {z € N}Rd; d(z,K) < 1/ng} (ou
d(z, K) est la distance de z a K, ¢’est-2-dire d(z, K) = inf{|z — y|, y € K}). K est un compact de R? et
comme 1/ng < a, ona K C . On en déduit :

glf( € ‘Cl(Rde(Rd)7)\d)'

La proposition 8.1 donne alors g1z % p, — gl dans L*(R?, B(R?), \4), quand n — co. On a donc aussi,
en prenant la restriction a K de ces fonctions :

(91% * pn) |k — 9jx dans L' (K, B(K), Aq), quand n — oco. (19.1)

Soit n > ng. On remarque que gl * p, = g * p, sur K. En effet, pour x € K ety ¢ K,ona |z —y| >
1/ng > 1/n etdonc p,(z —y) = 0. On en déduit, pour tout x € K,

glg * pn(z) = /glg(m)pn(w —y)dy = /g(w)pn(x —y)dy = g* pn(z).
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On a bien montré que g1z x p,, = g* pp, sur K. Comme g* p,, = 0 sur K (question 2(b)), on déduit de (19.1)
que g = 0 p.p. sur K.

Pour montrer que g = 0 p.p. sur €2, on remarque que 2 = Upen+ K, avec K,, = Q,, N B,, (ou Q,, est
I’adhérence de €2, et B,, est la boule fermée de centre 0 et de rayon n). Comme K, est un compact de €2, la
démonstration précédente donne g = 0 p.p. sur K, pour tout n € N*. On en déduit que g = O p.p. sur 2.

Corrigé 168 (Théoréme de compacité dans L)

On pose L1(]0,1[) = LL(]0,1[,B(]0,1]),A) et L}(R) = LL(R, B(R), \) (out A désigne la mesure de Lebesgue
sur B(R) ou sa trace sur 5(]0, 1[)). Pour f € L*(]0,1[[), on identifie f avec I'un de ses représentants et on note f
la fonction définie par f = f sur |0, 1[ et f = 0 sur R\]O, 1].

Soit .A une partie de L (]0, 1).

On rappelle que A est relativement compacte dans L*(]0, 1]) si et seulement si .A est précompacte (c’est-a-dire que
pour e > O il existe p € N*et fi,..., f, € Atq. A C UY_ B(f;,¢), ot B(f,e) désigne la boule ouverte dans
L1(]0,1]) de centre f et de rayon ¢).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que A est relativement compacte dans L*(]0, 1[).

1. Montrer que A est une partie bornée de L*(]0, 1[).
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe « > 0 t.q. :

heR,|h<a,feA=|f(-+h) - fl1 <e (19.2)

Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que .A une partie bornée de L' (]0, 1[) et que pour
tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (19.2).

Soit p € CX(R,R) t.q. p > 0, p(x) = 0si [z] > 1et [ p(x)dx = 1. Pour n € N*, on définit p,, par p,(z) =
np(nz)siz € R.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ng € N* t.q. :
neNn>ng,fe€A=||fxpn—flli <e. (19.3)
[On pourra remarquer que f % p,,(z) — f(z) = [(f(z — L) — f(@)p(y)dy.)
2. Soit n. € N*. Pour f € A, on note f,, la restriction a [0, 1] de la fonction f  p,,.

(a) Montrer qu’il existe C, Co > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L'(]0, 1[) t.q. :
ze(0,1, feA=[fulz) < Ch,

T,y € [O’ 1]7 f €EA= |fn(x) _fn(y)‘ < Cle_y"

En déduire que 1’ensemble {f,,, f € A} est relativement compact dans C([0, 1], R) [Utiliser le théoreme
d’Ascoli (théoreéme 8.6).]

(b) Montrer que I’ensemble { f,,, f € A} est relativement compact dans L(]0, 1] ).

3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L'(]0, 1[).

corrigé

En attente. ..
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Chapitre 20

Vecteurs aléatoires

20.1 Définition, propriétés élémentaires

Corrigé 169 (Matrice des moments, matrice de covariance)

Soit (£2, A, P) est un espace de probabilité. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d (d > 1), dont toutes les
coordonnées (notées X;, ¢ = 1,...,d) sont supposées étre de carré intégrable. La matrice des moments d’ordre
2 du v.a. X est la matrice E(XX"), dont le terme (7, j) est le réel E(X;X), et on rappelle que la matrice de
covariance de X, notée Cov(X), est la matrice F((X — E(X))(X — F(X))!) = E(XX") — E(X)E(X)?, dont
le terme (7, j) est la covariance des v.a.r. X; et X;. (La notation X" désigne le transposé du vecteur X .)

1. Soit u € R?, montrer que w'!E(X X")u = E((u- X)?) et que u’!Cov(X)u = Var(u - X) (On rappelle que

w-X = Zj’zl u; X; = utX).
corrigé

L application Z — E(Z) est linéaire, on en déduit que
W EB(XXYu = E(u'XX') = E((u-X)?).

Cette égalité appliquée au vu v.a. X — E(X) donne u'Cov(X)u = Var(u - X) caru-X — E(u - X) =
u- (X — E(X)).

2. Montrer que les matrices F(X X*) et Cov(X) sont symétriques et semi—définies positives.
corrigé

Il est facile de voir que E(X X*) et Cov(X) sont des matrices symétriques (car pour toutes v.ar. Y, Z on a
E(YZ) = E(ZY)). La question précédente donne u' E(X X*)u > 0 et u'Cov(X)u > 0 pour tout u € R%, ce
qui signifie que les matrices F(X X*) et Cov(X) sont semi—définies positives.

3. Montrer que si A est une matrice k x d et b un vecteur de R*, Y = AX + b, alors E(Y) = AE(X) + bet
Cov(Y) = ACov(X)A.
corrigé

Comme X est un v.a. de carré intégrable, la fonction Y est aussi un v.a. de carré intégrable. En utilisant la
linéarité de I"application Z — E(Z), on calcule son espérance et sa variance :

E(Y) = E(AX +b) = ABE(X) + E(b) = AE(X) + b,
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Cov(Y) = E([A(X — E(X))][A(X ( D)

= E(4 [X B(X )][ E(X))'A")
= AE(X - EX)][X - E(X)]")A! ACOV( )AL

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a. X prend p.s. ses valeurs dans un sous—espace affine de
R? de dimension (inférieure ou) égale & d — 1, et que la loi de X n’est pas absolument continue par rapport 2 la
mesure de Lebesgue de R?, notée _d (i.e. cette loi n’est pas 2 densité dans R%).

corrigé
Si Cov(X) n’est pas inversible, il existe u € R, u # 0, t.q. Cov(X)u = 0. On a donc Var(u - X) =
u'Cov(X)u = 0, ce qui donne - X = F(u- X) p.s.. Onpose 3 = E(u - X) et on a donc :

X e Hps.avec H={veRtq.u-v =7}

Comme u # 0, ’ensemble H est un sous—espace affine de R¢ de dimension égale 2 d — 1.

L’ensemble H étant de dimension d — 1, ona A\g(H) = 0. Orona Px(H) = P(X € H) =1 # 0.Onen
déduit que Px n’est par absolument continue par rapport a Ay et donc que Px n’est pas une loi de densité par
rapport a A4 (voir le théoréme 6.11).

5. Montrer que si trois points z, y et z de R? ne sont pas alignés, tout v. a. X de dimension 2 tel que P(X = z) > 0,
P(X =y) > 0et P(X = z) > 0 a une matrice de covariance non dégénérée.
corrigé

On raisonne par I’absurde. Soit z, y et z trois points de R? non alignés et X un v.a. de dimension 2 tel que
P(X =z)>0,P(X =y) >0et P(X = z) > 0. On suppose que la matrice de covariance de X est
dégénérée. La question précédente donne alors qu’il existe une droite de R? (c’est-a-dire un sous—espace affine
de R? de dimension égale a 1), notée D, t.q. X € D p.s.. Comme P(X = z) > 0,onadonc {X =z} ND # 0.
En prenant w € {X = z} N D, on déduit z = X(w) € D. On montre de méme que y,z € D. Ce qui est
impossible car les trois points x, y et z ne sont pas alignés.

20.2 Indépendance

Corrigé 170 (Covariance d’une somme de v.a.i.)
Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité et X, Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d (d > 1).
Montrer que Cov(X +Y) = Cov(X)+Cov(Y).

corrigé
Comme X et Y sont des v.a. indépendants, toute composante de X est indépendante de toute composante de Y
(voir, par exemple, la remarque 9.5). On en déduit :

E(X - EX)Y - EY)]") = E([Y - EY)][X - E(X)]") =0

et donc :
Cov(X+Y)=E(X-EX)+Y -EY)|[X -EX)+Y - EY)]")
= BE([X - BE(X)][X - E(X)]") + E([X - E(X)][Y — E(Y)]")
+E([Y - E(Y)][X - BE(X)]") + E([Y - E(Y)][Y — E(Y)]")
=E(X - EX)][X - E(X)]") + E([Y - E(Y)][Y - E(Y)]")
= Cov(X) + Cov(Y).
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Corrigé 171 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r..
1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X,Y’) est Px y) = Px ® Py.
corrigé
On suppose tout d’abord que X et Y sont indépendantes. Soit A, B € B(R). On a, par définition de P x y,
Pixyy(AxB)=P(X € A)Y € B). Comme X etY sontindépendantes,ona P(X € A,Y € B) = P(X ¢
A)P(X € B), ce qui donne :

P(X7y)(A X B) = Px(A)Py(B)
Or, Px ® Py vérifie aussi Px ® Py (A x B) = Px(A)Py (B). La partie “unicité" du théoreme 7.1 donne alors
Pix,y)y=Px ® Py.

Réciproquement, on suppose maintenant que P(xyy = Px ® Py, on a donc, pour tout A, B € B(R), P(X €
A)Y € B) = Pix,y)(A X B) = Px ® Py(A x B) = Px(A)Py(B). ce qui prouve que les tribus engendrées
par X et Y sont indépendantes, c’est-a-dire que X et Y sont indépendantes.

2. On suppose que X et Y ont des densités par rapport a A : Px = fAet Py = g, avec f,g € LL(R, B(R), \) (et
positives p.p.). Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X, Y') a pour densité
la fonction (z,y) — f(z)g(y) par rapport a A,.

corrigé
Comme Px = fAet Py = g\, on a, pour tout A, B € B(R),

Px ® Py(A x B) = Px(A)P / fdA/ gdA.
Le théoréme 7.2 donne alors :

Py ® Py(Ax B) = /A f@a(m)dnae.).

Ce qui donne Px ® Py = F)\y, avec F(z,y) = f(x)g(y) pour 2,y € R.la mesure Px ® Py est donc la mesure
de densité F' par rapport a Ao. La question 2 est alors une conséquence immédiate de la premiere question.

Corrigé 172 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X = (X7,...,X4) (d > 1) un v.a. de dimension d. On suppose que
les X; sont des v.a.r. indépendantes et que X; ~ N (m;, U,f), avec m; € Reto; > 0 pour tout :. Montrer que X
suit une loi normale multidimensionnelle et donner m et D t.q. X ~ N (m, D).

corrigé

Comme les X; (i = 1,...,d) sont des v.a.r. indépendantes, la loi de X est le produit des lois Px,, i = 1,...,d,
c’est-a-dire Px = Px, ® ... ® Px,. Cette propriété est donnée dans le théoreme 9.2 (elle découle du fait que
P(Xy € Ay,...,Xg € Ay) = P(X1 € Ay)...P(Xy € Ay) si Ayq, ... Aq sont d boréliens de R). Ceci donne
que pour toute fonction ¢ borélienne bornée de Rd dans R,on a:

/Q@(X)dP: Rd x)dPx (x / / (x1,...,24)dPx, (z1) ...dPx (zq).

Comme, pouri =1,...,d, X; ~ N(m;, 01.2), ona Px, = f;\ avec, pour z € R,

1 _(1777}21-)2
fi(ff)zi%@ 273
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On en déduit

2 — _ (‘17 (:ci—WLi)Z
/ o(X)dP = ( ;T) /.../(p(xl,...,md)e D dzy ...dzg.
Q R R

Ce qui donne :

d N tpy—1(,._
3 e s(x—m)"' D™ (x m)dl',

1
X)dP = (2n) ? — / x
[ exip=ent—— [ @
ot dz désigne I’intégration par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R (c’est-a-dire dz = d\q(z)), D désigne la
matrice diagonale dont les temes diagonaux sont o, . . ., afl etm = (my,...,mq)t. Ceci montre bien que X suit
une loi normale multidimensionnelle avec X ~ A (m, D) (voir la définition 9.3).

Corrigé 173 (Somme de v.a. indépendantes et convolution)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi de X a une densité, notée f, par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer que la loi de
X + Y a aussi une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) et 1I’exprimer en fonction de f et de la loi de
Y.

corrigé

Comme les X et Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X,Y) est Px ® Py (théoréme 9.2). On a
donc, pour toute fonction ¢ borélienne bornée de R dans R :

/ S(X +Y)dP = / (@ + 1) APy (,9)
Q R2

://@(x—ky)dPX(x)dPY(y)-
RJR

Comme Px = f), on a alors :

[oxaviar= [ ([ eta+ sz ) aro).

A y fixé, on utilise le changement de variable = + y = z, on obtient :

[otxaviar= [ ([ o - na) areto)

et donc, en utilisant le théoreme de Fubini (théoréme 7.3) ou le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) si on
se limite a des fonctions ¢ positives (ce que I’on peut faire) :

[otxamiar= [ ([ 16-narw) e = [ a@es

avec g(z) = [ f(z — y)dPy (y) pour tout z € R. Ceci montre que (X + Y) est une v.a.r. dont la loi a pour
densité la fonction g (par rapport a la mesure de Lebesgue).
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2. On suppose que X ~ N (u1,02) et Y ~ N(m, s%) (m, u, s,0 € R). Montrer que X +Y ~ N (u+m, 0% + 5?)
(le signe “~" signifie “a pour loi").
corrigé
On peut supposer, bien stir, s > 0 et ¢ > 0 (car o et ¢ n’interviennent que par leur carré). Nous allons
commencer par deux cas particuliers faciles.

Cas1Sis =0 =0,onaX = pups.etY = mps.etdonc X +Y = m + p p.s., ce qui donne bien
X+Y ~N(m+p,0).

Cas2Sis=0etoc >0,onaY =mp.s.etdonc X +Y = X + m p.s.. Ladensité de X + Y (par rapport a
Lebesgue) est alors la densité de X translatée de m, ce qui donne bien X + Y ~ N(m + p,0?). De méme, si
s>0etoc=0,onaX +Y ~N(m+ pu,s?).

Cas 3 On suppose maintenant que s,o > 0. L’énoncé de cet exercice suggere (implicitement) de faire cette
question en utilisant la question précédente. Nous allons procéder ainsi dans ce corrigé (mais d’autres méthodes
sont possibles, voir le N.B. ci apres). La question précédente donne que (X + Y) est une v.a.r. dont la loi a pour
densité la fonction g (par rapport a la mesure de Lebesgue) vérifiant, pour x € R :

1 1 (@—y-w? _(y-m)?
g(z) = /e_ 207 e 2 dy.
2ws V2mo Jr

~"*. On obtient :

Soit z € R. On pose T = x — m — p et on utilise le changement de variable z = £

z—s52)2 2 . -
g = i [ R n L [ ety
2wso Jg 210 Jg

2

En remarquant que (2% — 2s2% + (s? + 02)2%) = (Vs2 + 02z — ﬁsff + (52%527%), on a aussi, avec le

. 2 2 — —
changement de variable Y52, — 1 __s7 — 7
o oVs2+02
1 . S—E — (V¥ Fo2z— —=t—s%)?
gla) = 5—e T [ Ve g,
o R

= ;ef 2<s21+a2)i2 / 6*552(&.
21V 82 + 02 R

etx =x —m — u, onadonc

[N
|
N
IS
I
I
5
3

Comme [, e~

1 2
~ 3y @M

1
9(2) = ———m——¢
2mV/st 4o
Ce qui donne bien X +Y ~ N (p +m, o2 + s2).
N.B. Cette question peut aussi étre résolue en utilisant la transformée de Fourier que nous verrons au chapitre 10.

Elle est résolue ainsi (avec, plus généralement, a X + bY, a,b € R, au lieu de X + Y') dans le corrigé 180,
question 1(a)), sur “V.a. gaussiens, indépendance, covariance").

Corrigé 174 (Calcul de 7)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, (U, )nen+ et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires réelles de loi
uniforme sur I'intervalle [0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble). On pose
pour toutn > 1 :

X, =1siU>+V? <1letX, =0sinon,
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et

1. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X,,.
corrigé
Onnote D = {(z,y) € R?,t.q. 22 +y? < 1} ety = 1p, de sorte que 9 est une fonction borélienne de R? dans
R (car D € B(R?)) et que X,, = 1p(Uy, V;,) = ¥(U,, Vi) pour n € N*,

Soit n € N*. Comme U, et V,, sont des v.a.r. et que 1) est borélienne de R? dans R, la fonction X, est donc une
v.a.r.. Comme X, ne prend que les valeurs 1 et 0, laloi de X, est Px, = pd1+(1—p)dgoup = P(U2+V? < 1).
Pour calculer p, on utilise le fait que U,, et V,, sont indépendantes, on obtient (avec le théoréme 9.2 sur la loi
d’un couple de v.a.) :

H%+WSD=/

Q

1o (Uy, Vi)dP = /R /R 1p (. y)dPy, (x)dPy, (y).

Comme U,, ~U(0,1) et V,, ~U(0,1), on en déduit (en utilisant les coordonnées polaires) :

//1nydxdy—f/ rdrz%.

Donc px,, = 501+ (1 — % )do.

2. Montrer que la suite (Z,,),cn+ converge en probabilité vers 7.
corrigé

On utilise les notations introduites dans la premiere question. Pour n € N*, on pose Y,, = 4X,,, c’est-a-dire
Y, = 4(U,,V,,). Comme les v.ar. (U,)nen+» (Vi)nen sont indépendantes (dans leur ensemble), la pro-
position 9.7 donne la suite (Y},),en+ est une suite de v.a.r. indépendantes. De plus, comme Y;,, = 4X,,, on a
Py, = %04 + (1 — §)do. La suite Y;, est donc une suite de v.a.ri.i.d. de carrés intégrables (on a E(Y,,) = 7 et
E(Y,2) = 4). On peut appliquer la proposition 6.31 (loi faible des grands nombres), il donne que Z,, tend en
probabilité vers E(Y7), ¢’est-a-dire vers .

3. Soit @ €]0,1[ et ¢ > 0. A I'aide de I'inégalité de Tchebychev, donner, en fonction de « et €, une valeur de
ng € N* t.q.
n>ng= Pl|Z,—7|>¢] <«

corrigé
On reprend ici la démonstration de la proposition 6.31.
En utilisant I’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10), on a :
2o .2 1 2
p(1Zn =7l 2 €) =p((Zn = 7)" 2 ) < ZE((Zn = 7)7).
Puis, en posant S, = .1, Y;,ona Z, = %= et donc E((Z, — 7)?) = LE((S, —nm)?) = % La
proposition 6.30 donne Var(S,,) = nVar(Y;) = n7r(4 7). On en déduit finalement

1nr(d—7n) 7w(4—m)
L — > < — = .
p(|Zn—ml 2 €) < g2 n? ne2

11 suffit donc de prendre ng t.q. ”514 ™) < « pour avoir P(|Z, — 71| > ) < o
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Corrigé 175 (Indépendance des composantes d’un v.a.)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a. de dimension 2. On note X, X5 les composantes de X et
Y1, Y5 les composantes de Y. On suppose que X et Y ont méme loi.

corrigé

En attente

Corrigé 176 (Sur la différence de deux v.a.r.i.i.d.)
corrigé

En attente

20.3 Vecteurs gaussiens, théoreme central limite

Corrigé 177 (Loi du couple (X, X) si X ~ N (0,1))

1. Soit A un borélien de R?. On pose T'(A) = {z € R t.q. (x,z)"! € A}. Montrer que T'(A) est un borélien de R.
On pose m(A) = A(T'(A)) (ou A est mesure de Lebesgue sur B(R)).
corrigé
L application = — (x, z)* est continue de R dans R?, elle donc borélienne. Comme T'(A) est I’image réciproque
de A par cette application, on a bien T(A) € B(R).

On a ainsi défini une application m de B(R?) dans R, .

2. Montrer que I’application m (définie ci dessus) est une mesure sur B(IR?) et que pour toute application ¢
borélienne positive de R? dans R on a :

/RZ oz, y)dm(z,y) = / (. 2)de.

R

corrigé
Pour montrer que m est une mesure, on remarque que m () = 0 (car T(()) = 0) et m est o-additive (ce qui
découle simplement du faitque AN B =0 = T(A)NT(B) = ).
On montre ensuite que [, ¢(z,y)dm(z,y) = [, ¢(z,x)dx pour ¢ = 14, avec A € B(R?) (c’est une consé-
quence immédiate de la définition de m), puis pour ¢ étagée positive (par linéarité), puis pour ¢ borélienne
positive (car une telle fonction est limite croissante de fonctions étagées positives).

3. Soit (9, A, P) est un espace de probabilité. et X une v.a.r. t.q. X ~ N (0,1).

(a) On pose Z = (X, X)!. Montrer que le v.a. Z est un vecteur gaussien et donner, pour a € R?, laloide a - Z
(en fonction de a).

corrigé
Soit a = (ay, ag)t € R2.On pose a = aj + ag, de sorte que a - Z = aX.
Sia=0,0ona P,z = Py =N(0,0) (qui est bien une loi gaussienne).

Si v # 0. Soit ¢ une application borélienne bornée de R ans R on a :

1 22 1 y2
cpa-ZdP:/goowc e_de:/goy e~ 2aZdy.
| eta-z1aP = [ plon) 2= [
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Ce qui prouve que a - Z ~ N (0, |]). Le v.a. Z est donc bien un vecteur gaussien.

(b) Montrer la loi du v.a. (X, X)! a une densité par rapport a la mesure m définie dans les questions précédentes
et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a. (X, X)* n’a pas de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur B(R?).

corrigé

Soit ¢ borélienne bornée de R? dans R. On a :

1 2
2

/QV?(X,X)CZP:/R(,&(LCC)\/—Q?(de.

On en déduit que la loi du v.a. (X, X)? est fm avec f borélienne de R? dans R et t.q. f(z,7) = =€ 7

pour z € R. Comme m est étranggre a Ao, loi du v.a. (X, X)! n’a pas de densité par rapport & Ay (qui est la
mesure de Lebesgue sur B(IR?)).

N.B. la loi de (X, X)* est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur (X, X )! est gaussien (voir la proposi-
tion 9.11) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R?).

Exercice 20.1 (petit calcul)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (X}, ) e une suite de v.a.r.iid. t.q. X; ~ N(0,1). Soitd €] —1,1[. On
pose, pourn > 1, S, = X, + 0X,,_1 + -+ + 0" 1 X;. Soit t € R, calculer g, (t). Vers quoi converge ¢, (t) ?
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Chapitre 21

Transformation de Fourier

21.1 Transformée de Fourier dans L'

Corrigé 178 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L)
Soit H(t) = e~I*l,t € R. On pose, pour A > 0 :

ha(z) = (271')_% / H(\t)e'™ dt, z € R.
R

=

1. Montrer que hy(z) = (

%)

et/RhA(:c)dx = (27r)%.

corrigé

A2 4 2’

Soit z € R. Comme H est paire, on a (27)2 hy (z) = Jg €1 cos(tz)dt et donc

n

(2m)2hy(z) = 2 lim e M cos(tx)dt.

n— oo 0

En intégrant deux fois par parties, on remarque que
n 1 T n
/ e~ M cos(tz)dt = — — (7)2/ e cos(ta)dt + ay,
0 A A Jo
avec lim,,_, - a,, = 0. Ceci donne

" A
Ml cos(ta)dt = (1 + A
/0 e cos(tx) e (14 Aan),

etdonc hy(z) = (2)% 2.

Pour calculer [, hy(z)dz, on utilise le changement de variable 2 = Ay, on obtient

2 1 1 1
/RhA(x)dx:(;V/Rmdy:(%r)?.
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. Soit f € L&(R, B(R), \), montrer que pour tout z € R, ona:
fxhy(z /H () f(t)e™™ dt. (21.2)

corrigé

Noter que A désigne ici a la fois le parametre A introduit au début de I’énoncé et la mesure de Lebesgue. Cette
maladresse de notation semble toutefois sans gravité.

Comme f € LL(R,B(R), \) et hy € L (R, B(R), \), f * hx(x) est défini pour tout z € Retona:

fxhaz /f Vax(z —t) t:(%)*%/Rf(t) </RH(Ay)ei<“>ydy) dt.

Comme f € LE(R,B(R),\) et H(\) € L¥(R,B(R),\), on peut utiliser le théroréme de Fubini (théo-
reme 7.3) pour inverser I’ordre d’intégration et obtenir :

fxha(z *%/ny izy /f ”ydt> dy

= | H(w)e™ f(y)dy

R

. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g x hy(0) — v/27g(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoréme de convergence dominée.]
corrigé
On utilise maintenant le fait que hy € L (R, B(R),\) et g € L2 (R, B(R), \) pour remarquer que g x h(z)
est défini pour tout z € R. Pour z = 0,on a:

5+ 1) = [ gl (a)ds - (i) [ mstats

Avec le changement de variable y = ¥, on obtient :

gxha(0) = <72T>%/Rg(ky)1jy2dy-

Comme |g()\y)ﬁ| < HgHuﬁ (avec ||g]|. = SUD;ep |g(x)]) et que la fonction y +— +y2 est intégrable sur
R, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour en déduire (grace a la continuité de g en 0) :

lim g+ b (0) = (2>ég<o> [ s = e0t0)

™

. Soit f € L&(R, B(R), \), montrer que :
IIf *hx —V2rf|l1 — 0lorsque A — 0. (21.3)

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = [ |f(z — y) — f(z)|dx.]
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corrigé
Comme [, hy(y)dy = v2r,ona:

1 % hn — VRS = / | / (F(z — ) — £(@)ha(y)dylde

< / 5 / |f<x—y>—f<m>|m<y>dy> dz.

En utilisant le théoréeme de Fubini-Tonelli (théoréeme 7.2), on en déduit :
I+m = V=A< [ (176 =0) - f@lde) iy = g a0

avec g(y) = [ |f(z —y) — f(x)|dz.

Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théoréme 5.6, écrit pour de fonctions a valeurs réelles mais
la généralisation est immédiate pour des fonctions a valeurs complexes) donne que ¢ est continue en O et donc
aussi continue de R dans R (en remarquant que |g(y) — g(2)| < g(y — z)|) et donc aussi mesurable de R dans C.
Ellle est également bornée (car |g(y)| < 2| f||1, pour tout y € R). On peut donc utiliser la question précédente,
elle donne que limy_,0 g * h(0) = 0 et donc que limy ¢ ||.f x by — V27 f||1 = 0.

5. Déduire de ce qui précede le théoreme d’inversion de Fourier, théoreme 10.1.

corrigé
On note L' = LL(R,B(R),\). Soit f € L' (on a donc f € Cy(R,C)). On suppose que f € L. Soit
c ppose q
An)nen C R* une suite t.q. lim,_oc A, = 0. Comme f € L', la question précédente nous donne que
+ q q p q

f*hyx, — V2rf dans L et la question 2 nous donne pour tout n € Nettoutz € R :
foxhy, (x) = / H(A\ut) f(t)e'™ dt.
R

On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée qui s applique parce que f € L' et que I’on a, pour
tout x et tout n, |H (Apt) f(£)e'?| < |f(x)]. Comme lim,, o, H(A,z) = 1, pour tout z € R, on a donc, pour
toutz € R:

lim fxhy, (z) = /R f(t)eimtdt:\/%}(—x).

n—oo

Enfin, comme f x hy, — /27 f dans L', on peut supposer, aprés extraction d’une sous suite, que f x hy, —
V2rf p.p.. On a donc, finalement (par unicité de la limite dans R), v2nf = v/ 27rf(f~) p-p., c’est-a-dire
f=f(=)pp.

21.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Corrigé 179 (Caractérisation de m par 1)
Soit d > 1.

1. Soit m et ; deux mesures signées sur les boréliens de R%. On suppose que 7 = i.
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(a) Soit ¢ € LL(RY, B(RY), \z). Montrer que [ pdm = [ ¢dp.
corrigé

On remarque que [ ¢dm = (2m)~% [ ([ e~*"*p(x)dx) dm(t). (Les intégrales sont toutes sur R?). La me-
sure signée m peut se décomposer en différence de deux mesures positives étrangeres m = m* — m~
(décomposition de Hahn, proposition 2.6). Comme

//|efix't<ﬂ(x)|dxdmi(t): lpllim™ (R?) < 400,

on peut utiliser le théoréme de Funini-Tonelli (théoréme 7.2) avec les mesures Ay et m™ et les mesures \g et
m ™. On obtient ainsi :

/@dm = (2m) 7% / (/ €_ix'tdm(t)> o(z)de = /m(as)go(x)da:

Le méme raisonnement donne [ ¢du = [ fi(z)p(z)dz. Comme r(z) = ji(x) pour tout z € RY, on en
déduit bien [ pdm = [ pdp.

(b) Montrer que [ @dm = [ pdp pour tout ¢ € S(RY, C) (et donc pour tout ¢ € C2°(RY, R)).
corrigé
Comme S(R4,C) C L{(RY B(R?), \g), la question précédente donne [ @dm = [ pdu pour tout ¢ €
S(R?,C). Or, I'application ¢ — ¢ est une bijection dans S(R¢, C) (proposition 10.6). On a donc [ ¢dm =
| wdp pour tout ¢ € S(R?, C).

(c) Montrer que m = 1 (On rappelle qu’une fonction de ¢ € C.(R? R) est limite uniforme de fonctions de
p € C°(R%,R)).
corrigé
Soit ¢ € C.(RLR) et (9n)nen € CP(RYR) t.q. ¢, — ¢, uniformément sur R, quand n — oc. La
question précédente donne f pndm = f wndp pour tout n € N. On utilise alors le théoreme de convergence
dominée (ce qui est possible car les mesures m™ et & sont des mesures finies), il donne [ pdm = [ pdu.

La proposition 5.4 donne alors m = p.

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RY. On suppose que 7 € L (R?, B(RY), A\,). Montrer que m
est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue avec f = m(—-).

21.3 Fonction caractéristique d’un v.a.

Corrigé 180 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (Xy,..., X4) un v.a. de dimension d.
1. On suppose ici que d = 2.
(a) On suppose que X; et Xo suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer que X est un vecteur
gaussien et que Cov(X7, X3) = 0.
corrigé

Comme X7 et X5 suivent des lois gaussiennes, il existe m;,ms € Ret 01,02 € Ry t.q. Xi ~ N (my, cri)

o2 u?
pour i = 1,2. On a donc @y, (1) = e™™ e~~~ pour k = 1,2 et pour tout u € R.
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Soit a1, as € R. On calcule alors la fonction caractéristique de la v.a.r. a3 X7 + a2 X5. Soitu € R,ona :

Lpa1X1+a2X2(u):/ei(a1X1+a2X2)udP:/eialeueiazxzudP
Q Q

En utilisant I’indépendance de X; et X5, on en déduit :

Pa1 X1+azXs (u) = /

eialeudP/ €ia2X2udP:@Xl(alu)@Xz(G’Qu)’
O Q

2(,2,2 2,2
. i _uZ(ofajtogaj) . .
Ce qui donne @, X, ta,x, (u) = e(@mitama)e > . Comme la loi d’une v.a.r. est entierement

déterminée par sa fonction caractéristique (voir la proposition 10.10), on en déduit que a1 X1 + asXo ~
N(m,c?) avec m = aymy + agmg et 0 = \/o3a3 + o5a3. Ceci prouve bien que X est un vecteur gaussien.
L’indépendance de X et X, permet aussi de calculer la fonction caractéristique de X. Soit u = (u1,us)? €
R2:

w}o2tudod

ox(u) = / !Xt Xous) g p — giltamatuams) o z
Q
Ceci prouve que la matrice de covariance de X est diagonale (proposition 10.12) et donc que

Cov(X1, X2) = 0.

(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(X;, X2) = 0. Montrer que X; et X sont indépen-
dantes.
corrigé

D’apres la proposition 10.11, pour montrer que X; et X5 sont indépendantes, il suffit de montrer que px (u) =
H?Zl ¢x, (u;) pour tout u = (uy,uz)" € R2. Ceci est une conséquence facile du fait que Cov(Xy, X5) =
0. En effet, la matrice de covariance de X est alors diagonale et on a bien (gra ce a la proposition 10.12), en
reprenant les notations de la question précédente (c’est-a-dire Xy, ~ N (my,07) pour i = 1,2),

i(uimi+uzms) _ufoituied
px(u) = elrmruzmle 2 = ox, (u1)ex, (u2),

c’est-a-dire px (u) = H?Il ©x;, (u;) pour tout u = (uy, uz)" € R?.

2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X, sont gaussiennes mais X n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir (€2, A, P) et X7, X5 de maniere a avoir Cov(X7, X3) = 0
sans que X1, X soient indépendantes, voir 1’exercice 4.44.]

corrigé
On considere les deux v.a.r. S et X de I’exercice 4.44 et on prend X; = SX et Xy = X. Les var X et
X5 sont gaussiennes (on a X7 ~ N (0,1) et Xo ~ AN(0,1)), elles sont dépendantes et on a Cov(Xy, X2) = 0
(voir I’exercice 4.44). On en déduit que le v.a. X = (X3, X3) n’est pas gaussien (sinon les v.a.r. seraient
indépendantes, d’apres la question précédente).

3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux. Montrer
que X1, ..., Xy sont indépendantes.

corrigé
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La démonstration est ici similaire a celle de la question 1(b). D’apres la proposition 10.11, pour montrer que

les v.aar. Xq,..., X4 sont indépendantes, il suffit de montrer que @x (u) = H;l:l ¢x; (u;) pour tout u =
(u1,...,uq)t € R?. Ceci est une conséquence facile du fait que les v.a.r. X1, ..., X4 sont indépendantes deux
a deux. En effet, cette hypothese d’indépendance deux a deux donne que la matrice de covariance de X est
diagonale et on a alors (grace a la proposition 10.12), avec X, ~ N (my, 02) pouri = 1,...,d,
izd UMy —72%:1 u%’gz'
px(u) = e sr=t MMee™ e = o (1) - px, (ua),
T d
c’est-a-dire px (u) = [[_; ¢x, (u;) pour tout u = (u1, ..., uq)" € R

Corrigé 181 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson)
Soit (€2, .A, P) un espace de probabilité et X une v.a. de Poisson de parametre A (A > 0). On rappelle que,
PX =k]= e*)‘/l\c—];, pour tout k € Netque E[X] = X\, Var[X]| =\
1. Calculer la fonction caractéristique ¢ x de X.
corrigé

Soituw € R, on a

oxlu) = / e *dP = Zeikue_A& =e Z (et — et
Q k! k :
keN keN

2. Soit (X, )nen+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre \.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 laloidelav.a. Y, = Z;Lzl Xp.
corrigé
Soitu € R. On a gy, (u) = [, e""“dP = [ [];_, ¢"*»*dP. Comme les v.ar. Xi,..., X, sont indépen-
dantes, on en déduit que

p=1"79

Comme la loi d’une v.a.r. est entierement déterminée par sa fonction caractéristique (proposition 10.10), on
en déduit que Y,, est une v.a. de Poisson de parametre nA.

(b) Utiliser le théoréeme central limite pour démontrer que

e 1
— — — quand n — oo.
Pt k! 2

—n

9y

corrigé
On suppose maintenant que A = 1. la suite (X,,),en- est une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables et on a
E(X;) =1etVar(X;) = 1. Pour n € N*, on pose

Zn = ;ﬁgu —1)= %(Yn —n).
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Le théoréme central limite (théoreme 10.4) donne que la suite (Pz, ),en+ converge étroitement vers la loi
normale A(0,1). Comme une loi normale est diffuse (c’est-a-dire qu’elle ne charge pas les points), on en
déduit que P(Z,, < 0) tend vers 1/2 quand n — oo (voir I’exercice 6.58 et noter que P(Z,, < 0) = Pz, (] —
00, 0[)). Or, P(Z,, < 0) = P(Y,, <n) et, comme Y, est une v.a. de Poisson de parameétre n, on a :

n n k-
P(Y,<n)=Y P(Y,=k) = Ze_”%.
k=0 k=0 ’

Onadonce "% ) %I: — 1/2, quand n — cc.

Corrigé 182 (Sur les lois des grands nombres)

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f\, avec
f(z) = m pour z € R (on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > L, ot {|X| > n} = {w € Q, | X (w)| > n}. [On pourra remarquer

2 > 1 S = nm’
que T+z2 < 22 pour tout x = ]

3. Pour = € R, on pose g(z) = e~ 1*. Montrer que

i /Rei”g(x)dx = V27g(u) pourtout u € R.

En déduire que la fonction caractéristique de X, notée px vérifie px (u) = e~ 1"l pour tout . € R. [On pourra
utiliser de théoréme d’inversion de Fourier qui donne ¢ = g(—-) p.p. si g,§ € L&(R, B(R), \).]

On se donne maintenant une suite X1, Xs,..., X,,... de v.aari.i.d. et on suppose que la loi de X7 (et donc de
tous les X,,) est la loi de Cauchy. Pour n € N*, on pose :

4. Soit n € N*.
(a) Montrer que
w0z, (u) = ¢, (%) pour tout u € R.

(b) Donner la loi de Z,,.
5. Pour n € N*, on pose 4,, = {|X,,| > n} et B, = Up>,A,. on pose aussi B = Nyen+ By,
(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que
, 1
p(By) =[] Pag) < [T - —).
p>n p>n p
En déduire que P(B¢) = 0 et donc que P(B,,) = 1.

(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais elle peut aussi étre faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]
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(c) Soit w € B. Montrer que X"T(“’) # 0 quand n — oo.

(d) Soit w € 2. Montrer que si la suite (Z,,(w))nen+ converge vers une limite finie on a alors

Xn
i Xn@)
n—00 n

=0.

[Ecrire X,, en fonctionde Z,, et Z,,_1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,, ), en+ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n — oo.
6. Pour tout n € N*, montrer que

Un + Va
Z2n - Zn = %7

ou U, et V,, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite (Z,, ), en+ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, a la suite (Z,,),en+, les lois forte et faible des grands nombres ?

corrigé
En attente
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Chapitre 22

Espérance conditionnelle et martingales

22.1 Espérance conditionnelle

Corrigé 183 (Espérance conditionnelle selon une tribu)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer que E[Y'|B] est réduit & un élément et déterminer E[Y|5] (en fonction de Y et B).

1. La tribu B la tribu grossiére, ¢’est-a-dire 5 = {f), Q}.
corrigé
Soit Z une application de © dans R, B-mesurable. Soit @ € Im(Z) (on suppose, bien siir, 2 # 0). On a alors
{Z =a} ={w e Q; Z(w) = a} # (). Comme Z est B-mesurable, on a donc {Z = a} = Q. Une application
B-mesurable est donc une fonction constante (réciproquement, une fonction constante est bien 3-mesurable). Si
Z € E(Y|B),ilexiste donc a € Rt.q. Z(w) = a pour toutw € . Le réel a doit alors vérifier E(aU) = E(UY')
pour tout application U, B-mesurable de 2 dans R. On a donc ab = E(ab) = E(bY) = bE(Y) pour tout
b € R. La seule solution est donc a = E(Y"). L'ensemble E[Y'|B] est donc réduit a un seul élément, la fonction
constante et égale a E(Y).

2. Soit B € At.q. 0 < P[B] < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.
corrigé

Soit Z une application de 2 dans R, 5-mesurable. Les paties B et B¢ sont non vides (car de probabilité stric-
tement positive). Soitwy; € Beta = Z(wy). Onaalors {Z = a} = {w € Q; Z(w) = a} # 0. Comme Z est
B-mesurable, on a donc {Z = a} = BouQetdonc {Z = a} D B. De méme, soit wy € B¢etb = Z(ws), on
a{Z = b} D B°. Une application B-mesurable est donc une fonction constante sur B et B¢. Réciproquement,
une fonction constante sur B et B est bien B-mesurable.

Si Z € E(Y|B), il existe donc a,b € Rt.q. Z = alp + blge. Les réels a, b doivent alors vérifier E(ZU) =
E(UY) pour tout application U B-mesurable de €2 dans R, ¢’est-a-dire :

aaP(B) + bBP(B°) = a/ YdP + Y dP pour tout o, 5 € R.
B Be

Comme P(B) > 0et P(B¢) =1— P(B) > 0, la seule solution est donc :

_JgpYadP [, YdP
“opmy T Pm



L’ensemble E[Y|B] est donc réduit a un seul élément, la fonction Z définie par

[zYdP [, YdP
P(B) 2" P(B

Bec.

3. Soit (By)nent C Atq. B, N By, =0sin # m, Q = Upen=Bp et 0 < P(B,,) < 1 pour tout n € N*. On
prend pour 5 la tribu engendrée par (B, )nen+ (¢’est-a-dire B = {Upe By, J C N*}).
corrigé

On reprend le méme raisonnement que dans les deux questions précédentes. On remarque d’abord qu’une
application Z de €2 dans R est B-mesurable si et seulement si il existe une suite (a,)nen C R t.q. Z =
> nens nlp, . (Cette Série est bien convergente en tout point de {2 car les B,, sont disjoints deux a deux.

Si Z € E(Y|B), il existe donc (an)nen» C Rt.q. Z = 3 _n» anlp, . La suite (a,)nen- doit alors étre telle
que Z soit intégrable et que E(ZU) = E(UY) pour tout application U B-mesurable bornée de 2 dans R,
c’est-a-dire t.q.

> lan|P(By) < +ocet »  ananP(B,) = Y an/ YdP,

neN* neN* neN* n

pour toute suite bornée (o, )nen< C R. Comme P(B,,) > 0, la seule solution est donc :

an YdP

Z=n __ pour toutn € N*.
P(B,) "

an

Comme on sait que ’ensemble E[Y'|B] est non vide, il est inutile de vérifier que la fonction Z trouvée est

intégrable (puisque cette fonction est la seule fonction pouvant appartenir a E[Y'|B]). L'ensemble E[Y'|B] est

s 14 14 . o YdP
donc réduit a un seul élément. Cet élément est la fonction Z définie par Z = ) . IBPTZT) B,

Corrigé 184 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.)
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.
1. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E[Y| X].
corrigé
On utilise la proposition 11.5. Soit Z € E[Y|X], il existe alors ¢, fonction borélienne de R dans R, t.q.
Z = ¢(X), ¥(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E@(X)p(X)) = E(Y@(X)).

On a donc Z = v (a) p.s. et en prenant pour ¢ une fonction t.q. ¢(a) = 1 dans I’égalité précédente, on obtient
¥(a) = E(Y). On a donc finalement Z = E(Y") p.s.. La fonction constante et égale 2 F(Y) est un élément de
E[Y|X]. Plus précisément, la fonction ¥ (X) est un élément de E[Y | X], d&s que 1 est une fonction borélienne
de Rdans Rett.q.¢(a) = E(Y).

2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs 1 ou 5 avec 21 # x2. Donner un élément de E[Y| X].
corrigé
Onpose A} = {X =z} et A, = {X = x2}. On suppose que P(A;) > 0 et P(Az) > 0 (sinon, on est ramené
a la question précédente). Noter que A3 N Ay = et P(A;)+ P(Az) = 1. On utilise encore la proposition 11.5.
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Soit Z € E[Y|X], il existe alors 1, fonction borélienne de R dans R, t.q. Z = ¢(X), ¥(X) est intégrable et,
pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E@(X)p(X)) = E(Yp(X)). (22.1)

Onadonc Z = ¢(x1)1a, + ¥ (x2)14, p-s.. Soit a1, az € R, en prenant pour ¢ une fonction borélienne bornée
de R dans R t.q. p(z1) = a1 et p(x3) = as dans ’égalité (22.1), on obtient :

(1) P(Ay) + 1b(2)0n P(As) = ay /

)fdf)+fa2]/ YdP,
Ay

Az

fAii),pourz— 1,2, et

pour tout a1, az € R. Comme P(A;) > 0 pour ¢ = 1,2, on en déduit que ¢(z;) = PA

donc que
[, YdP [, YdP
SV Y Uy
PlA) TPy P
Ici encore, la fonction (X)) est un élément de F[Y'|X] deés que ¢ est une fonction borélienne de R dans R et
', YdP . YdP

t.q. ¥(z;) = % pour ¢ = 1,2 (un exemple possible est donc ¢ (x;) = % pouri=1,2et¢p(z) =0
pour z & {x1,x2}).

. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable {z,,,n € N*} avec
P(X = z,) # 0 pour tout n € N*. Donner un élément de E[Y|X].
corrigé
On peut supposer que les z,, sont différents deux a deux. Pour n € N*, on pose 4,, = {X = x,,}. Les ensembles
A,, sont disjoints deux a deux, P(A,,) > 0 pour toutn € N*et Y >  P(A,) =1.

On utilise encore la proposition 11.5. Soit Z € E[Y|X] (Noter que, comme on sait que E(Y|X) est non vide,
il existe Z € E(Y|X)). Il existe alors 1, fonction borélienne de R dans R, t.q. Z = ¢(X), ¥(X) est intégrable
et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(X)p(X)) = E(Y p(X)). (222)

Onadonc Z = ) . ¥(75)1a, p.s.. Soit (a,)nen+ C R une suite bornée de R. Dans 1égalité (22.2), on
prend pour ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R t.q. ¢(x,,) = a,, pour tout n € N* (un tel ¢ existe,
on peut prendre, par exemple, () = 0 si « est différent de tous les x,,), on obtient :

2: ¢(xn)anp( n - anj/ )/dP

neN* neN*

pour toute suite bornée (a,)nen+ C R. Comme P(A4,) > 0 pour tout n € N*, on en déduit que ¢ (z,,) =

Ja, YP

“pa,) > bour tout n € N*, et donc que

fA YdP

Z = Z 1An p-s..

neN*

Enfin, ici encore, la fonction ¢)(X) est un élément de E[Y'| X] dés que 1) est une fonction borélienne de Rdans R

YdP
ett.q. ¥(xz,) = fj‘,ﬁ(T) pour tout n € N*. Un exemple possible est donc ¥(x,,) = IA"( —~ pour toutn € N*

d
et¢(x) = 0 pour x & {x,,n € N*}. Cet exemple donne la fonction ) . L‘};ZTY)PIAH.
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Corrigé 185 (Calcul de E(exp(XY)|X)si Y ~ N (0,1))
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que Y suit une

loi gaussienne centrée réduite et que Elexp(X?/2)] < oo. Montrer que exp(XY') est intégrable et déterminer
Elexp(XY)|X].

corrigé
La v.ar exp(XY) est positive. On calcule [, eXY dP en utilisant 1’indépendance de X et Y (et le théoréme 9.2,
qui donne que P(x,yy = Px ® Py) etle fait que Y ~ N(0,1) :

1 2
XY , -
e dP://e“’y—e > dydPx ().
/Q RJR V2T (

2
En remarquant que zy — % = —1(z — y)? + 322 on obtient :

1 —(e=)? 2
eXYdP:—/ (/e 2 dy) e2dPx(x) =
/ wh L v (2)
—/ (/ eédz) e T dPx (z),
2m Jr \Jr

22 2
etdonc [, e*YdP = [, e dPx(x) = E(e’z ) < +00. Ce qui donne que ¢XY est une v.a.r. intégrable.

Selon la proposition 11.5 on cherche un élément de E[e*Y|X] sous la forme (X) ot 1 est une fonction bo-
rélienne de R dans R, t.q. Z = ¢(X), ¥(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne
bornée,

E((X)p(X)) = E(e* (X))

Soit ¢ une application borélienne bornée de R dans R, on calcule E(eXY (X)) en utilisant, comme précédem-
ment, I'indépendance de X et Y et le fait que Y ~ A(0,1) :

B o(x) = o= [ [ et S dpapy(o) -
\/% /R ( /R e“z”zdy> ¢ (a)dPx ().

On a donc E(e*Y (X)) = [5 e o(z)dPx () = E(e‘x72<p(X)). Ceci nous montre que e~ est un élément

de E[ eXY| X] et donc (comme on confond E[ eXY | X] avec 'un de des éléments) E[eXY |X] = e p.S..

Corrigé 186 (Espérance du produit et produit des espérances)

Soit (£2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et E[X|Y] = E(X)
p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

corrigé
Gréace a la proposition 11.5 on a, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(EX|Y]p(Y)) = E(Xe(Y))
Comme E[X|Y] = E(X) p.s., on en déduit, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(X)E(¢(Y)) = E(Xp(Y)). (22.3)
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Soit n € N*. Pour s € R, on pose T),(s) = max{—n,min{s,n}}. La fonction T,, est borélienne (car conti-
nue) bornée (par n) de R dans R. On peut donc utiliser (22.3) avec ¢ = T,,. On obtient E(X)E(T,(Y)) =
E(XT,(Y)).

Comme Y est intégrable, on a, par convergence dominée, lim,,, . E(T},(Y)) = E(Y) (noter que |T,,(Y)| < |Y)).
Comme XY estintégrable (et c’est uniquement ici que cette hypothese est utilisée), on a, par convergence dominée,

lim E(XT,(Y)) = E(XY)

n—oo

(noter que | X T, (Y)| < |XY).
En passant & limite quand n — oo sur ’égalité E(X)E(T,(Y)) = E(XT,(Y)), on a donc E(X)E(Y) =
E(XY).

Corrigé 187 (Lorsque E(Y|X) = X p.s....)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. de carré intégrable.
On suppose que E(Y|X) = X p.s..

1(a) Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R. On suppose que la v.a.r. (X)) est de carré intégrable. Montrer
que [, Yp(X)dP = [, Xo(X)dP.

(b) Montrer que E(Y) = E(X) et E(XY) = E(X?).
2(a) Montrer que E(X?) < E(Y?).
(b) Montrer que Y = X p.s. si et seulement si E(Y?) = E(X?).

corrigé

En attente

Corrigé 188 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle)
Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé et (X,Y)" un v.a. gaussien de dimension 2, On note a I’espérance de X, b
I'espérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X,Y")" (on a donc Dy = Var(X), Dy 5 = Var(Y) et
D; 2 = D371 = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y) > 0.
1. Calculer o, 8 € R (en fonction de a, b et D) de maniére a avoir E[X| = E[la+8Y ]| et E[XY] = E[(a+BY)Y].
corrigé
OnaE[X|=a,E[Y]=bE[Y? = Var(Y) + E[Y]? = Das + b% et

EXY]|=FE[(X -EX))Y —EY))]+ E[X]E[Y] = D12 + ab.

On cherche donc a et 5 t.q.
a+bf =a,
ba + (D2,2 + bZ)ﬂ = D172 + ab.

Comme D5 5 # 0, ce systeme de 2 équations a 2 inconnues (qui sont « et 5) a bien une unique solution. Cette

solution est D
1,2
= — a=a—0>
B Das’

D
D5

Avec « et § ainsi déterminés, on définit la fonction affine ! de R dans R par I(s) = o + s pour s € R et on
définitlavar. Zpar Z = X — (V).
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2. Montrer que (Z,Y)! est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z,Y) = 0. En déduire que Z et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de I’exercice 10.10].
corrigé
Soit aj,as € R. On va montrer que la v.a.r. a; Z + asY suit une loi gaussienne (ceci montre bien que le vecteur
aléatoire (Z,Y')! est un vecteur gaussien). Comme Z = X —[(Y) =X —a—fY,ona

6 Z+aY = a1 X + (a2 — a18)Y — aja.
Comme (X,Y)! est un v.a. gaussien, la v.a.r. a; X + (a2 — a1 3)Y suit une loi gaussienne. Il existe donc m € R
etoc € Ry t.q. a1 X + (az — a1 B)Y ~ N(m,c?). On a alors
a1 X + (ag — a18)Y —ara ~ N(m — aya, 02).

ceci prouve que a1 X + (a2 — a18)Y — aj« suit une loi gaussienne. La v.a.r. a1 Z + a2Y suit donc une loi
gaussienne pour tout a;, as € R. Ceci prouve bien que le vecteur aléatoire (Z, Y')! est un vecteur gaussien.
On calcule maintenant Cov(Z,Y"). On rappelle que Z = X — (o 4+ 8Y'). On remarque d’abord que E[Z] =
E[X] — Ela + BY] = 0 (grice a la premiere relation satisfaite par « et 3). Puis,

Cov(Z,Y) = E[ZY] = E[XY] — E[(a + BY)Y].
La seconde relation satisfaite par « et 3 donne alors Cov(Z,Y") = 0.

Comme (Z,Y)! est un vecteur gaussien et que Cov(Z,Y’) = 0, la question 1(b) de I’exercice 10.10 donne que
Z et'Y sont indépendantes.

3. Montrer que E[X|Y] = (V) p.s.
corrigé
Lav.ar [(Y) est intégrable (car sa loi est gaussienne). Pour montrer que E[X|Y] =[(Y) p.s., il suffit, d’aprés la
proposition 11.5, de montrer que E(I(Y)o(Y)) = E(Xp(Y')) pour toute application ¢ de R dans R, borélienne
bornée.

Soit donc ¢ de R dans R, borélienne bornée. Comme Z et Y sont indépendantes et que E[Z] = 0, on a
E[Zo(Y)] = E[Z]E[¢(Y)] = 0. Comme Z = X — (YY) on adonc

E[Xo(Y)] = E[(Y)e(Y)].
Ce qui prouve bien que E[X|Y] =(Y) p.s.

4. Calculer (en fonction de D) Var(Z).

corrigé
Comme E[Z] =0et E[Z1(Y)] = E[Z]E[I(Y)]=0,0na

Var(Z) = E[22] = E[XZ] = E[X?| - E[XI(Y)]
= F[X?] — aE[X] — BE[XY].

11 suffit maintenant d’utiliser les valeurs de « et 3 et le fait que

E[X? =Dy, +d® E[X]=a, E[X,Y]= D5+ ab.

On obtient
Var(Z) = D D
ar = — :
1,1 Das
Dans la suite, on note o = /Var(Z) et, pour a € R on note 1, la loi normale N(a,o?).
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5. Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose ¥(a fR fdug.
(a) Montrer que 9 est une fonction continue (de R dans R) si o > 0.
corrigé
On utilise ici le théoreme 4.9. On remarque que

1 —(e—a)? 1
Y(a) = %/Rf(x)e 20 dx:%/RF(x,a)dw

—(z=a)? . :
avec F'(x,a) = f(x)e” 202 .Lafonction a — F'(z, a) est continue, pour tout z € R. Pour montrer que 1) est
continue, il suffit (d’apres le théoréme 4.9) de montrer que la fonction x — F'(x, a) est dominée, localement
uniformément par rapport a a, par une fonction intégrable. Nous montrons maintenant cette domination.

Soit M > 0. Pour tout a €] — M, M[ettoutz € R,ona |F(z,a)| < gy (z) avec
—((z] =) H)?
m(@) = [f(z)le™
(La vérification de | F(z, a)| < gar(x) peut se faire en distinguant les cas « € [—-M, M|,z > Metx < —M.)
La fonction gy, est bien intégrable (pour la mesure de Lebesgue). Le théoréme 4.9 donne alors que ) est
continue sur | — M, M[. Comme M est arbitraire, on en déduit que 1) est continue sur R.

(b) Montrer que E[f(X)|Y] = ¢ (I(Y)) p-s.

corrigé
Si o > 0, la fonction v est continue, elle est donc borélienne. On remarque aussi que v est bornée (en effet,
soit M € Ry t.q. |f(z)| < M pour tout z € R. On a alors aussi |1)(a)| < M pour tout a € R).

Sic =0,onavy(a) = f(a) pour tout a € R. La fonction ¢ est donc aussi borélienne bornée.

Comme ) est borélienne, 1 (I(Y")) est donc une v.a.r.. Comme 1) est bornée, la v.a.r. 1)(I(Y)) est bornée et
donc intégrable. Pour montrer que E[f(X)| Y] = ¢(I(Y)) p.s., il suffit, comme a la question précédente (cf
proposition 11.5), de montrer que E[)(1(Y))p(Y)] = E[f(X)(Y)] pour toute application ¢ de R dans R,
borélienne bornée.

Soit donc ¢ borélienne bornée de R dans R. On a, comme Z et Y sont indépendantes,
Elf(X)e(Y)] = E[f(Z+UY))e(Y)]
= [ ([ 16+ tnira)) stwaro).
R \JR

On utilise maintenant le fait que Z ~ N(0, 02), on en déduit

/fz+ ))dPz (= /fz+ ))dpo(2).

le changement de variable Z = z + [(y) donne alors

/fz+ o (= /f 2)dpiy) (2) = D(U(y)).

On a donc, finalement,
B0V = [ o(U)e(m)dPy () = E)p(v)]

Ce qui prouve bien E[f(X)|Y] = ¢(I(Y)) p.s..
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22.2 Martingales

Corrigé 189 (Quelques propriétés des martingales)

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),en (¢’est-a-dire d’une suite croissante de sous
tribus de A) et (X, )nen une suite de de v.a.r. (c’est-a-dire un processus réel). On suppose que X,, est intégrable
pour tout n € N.

1. On suppose que (X,,)nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (5,,),). Montrer que la suite
(E(X,))nen est croissante.

corrigé
Soit n € N. Comme (X,,),cn est une sous-martingale, on a E(X,,+1|8,) > X,, p.s. et donc

E(E(Xn41]Bn)) 2 E(Xn).
Or (comme les fonctions constantes sont I3,,-mesurables bornées),
E(E(Xn41]Bn)) = E(Xpnt1).

Onadonc E(X,1+1) > E(X,).

2. On suppose que (X, )nen est une martingale (par rapport a la filtration (5,,),en). Montrer que E(X,, 41, |By)
= X,, p.s. pour tout m > 0.

corrigé
Pour m = 0, le fait que F(X,,|B,) = X, p.s., pour tout n € N, découle du fait que X,, est 13,,-mesurable. On
montre maintenant la propriété demandée par récurrence sur m € N*.

Pour m = 1 le fait que E(X,,4+1|Bn) = X, p.s., pour tout n € N, est donné dans la définition de martingale.

Soit m € N*. On suppose que E(X,,+m|Br) = X, p.s., pour tout n € N. On veut montrer que E( X, tm+1|Bn)
= X, p-s., pour tout n € N. Soit n € N. Comme (X,,),¢cn est une martingale, on a F(X,,+pm+t1|Brim) =
Xptm p-s. etdonc :

E(Xptm+1U) = E(X,4mU) pour tout U B, t,,,-mesurable bornée.
Comme B,, C By, 1, on a donc aussi
E(Xptm+1U) = E(X,4mU) pour tout U B,,-mesurable bornée.
L’hypothese de récurrence donne E(X,,4,|B,) = X, p-s.. On a donc :
E(Xpn+mU) = E(X,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.

On a en déduit :
E(X,tm+1U) = E(X,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.

Ce qui montre que E(X,,4m+1|Bn) = X, p.s. et termine la récurrence.

3. Soit  une fonction convexe de R dans R. On suppose que (X, )nen est une martingale (par rapport a la filtration
(Bn)nen) et que ©(X,,) est intégrable pour tout n € N (on rappelle que ¢(X,,) est une notation pour désigner
© o X,,). Montrer que (¢(X,))nen est une sous-martingale (par rapport 2 la filtration (B, ) nen)-

corrigé
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On remarque tout d’abord que ¢(X,) est bien B,,-mesurable (car X, est 3,-mesurable et o est borélienne), pour
tout n € N. Pour montrer que (¢(X,,))nen est une sous-martingale, il suffit alors d’utiliser le proposition 11.4
sur I’inégalité de jensen. Soit n € N. La proposition 11.4 donne

E(p(Xn+1)[Bn) = o(E(Xn41]Bn)) ps..

Comme E(X,+1|B,) = X, p.s., on en déduit E(p(X,41)|Bn) > ¢(X,) p.s., ce qui montre bien que
(¢(Xn))nen est une sous-martingale.

That’s all folks
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