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TD5. Fonctions en escalier, fonctions étagées, fonctions réglées,
fonctions boréliennes.

Remarque 1 Pour rappel, une fonction sur un segment est réglée c’est-a-dire limite uniforme de
fonction en escaliers si et seulement si elle admet une limite a droite et o gauche en tout point. Ce
critére pourra étre utilisé pour tous les exercices suitvants, et sa preuve fait 'objet du dernier exercice.

Echauffements

Exercice 1. Soit f : R? — R l'application définie par f(z,y) = .

a) Décrire la tribu image réciproque de B par f, f~1(B) = {f1(A) : A € B}, ot B est la tribu
borélienne de R.

b) Décrire la tribu image directe par f de la tribu borélienne de R?, c’est-a-dire {A € P(R) :
f7Y(A) € B?} avec B2 1a tribu borélienne de R2.

Solution de l’exercice 1.
a) C’est ensemble des A x R ou A décrit B.
b) C’est B la tribu borélienne de R.

Exercice 2. Soit f : R — R. Montrer que f est mesurable si et seulement si pour tout a,b, la
restriction de f a [a, b] est mesurable.

Solution de l'exercice 2. Notons fqp la restriction de f & [a,b]. Supposons f mesurable. Soit A un
borélien. Alors f;bl (A) = f~Y(A)N]a,b] est borélien, ce qui montre que f,; est mesurable. Récipro-
quement, supposons que les f,; soient tous mesurables. Soit A un borélien. f~1(A) = U,en f__in(A)
est borélien, ce qui prouve que f est mesurable.

Fonctions réglées

Exercice 3.
a) Donner un exemple de fonction étagée qui n’est pas réglée.

b) Existe-t-il une suite de fonctions en escalier qui converge simplement vers 1g: R — R?

Solution de [’exercice 3.
a) L’exemple est fourni dans la seconde question. En effet il n’existe pas de fonction en escalier f
telle que || f — 1g|oo < 3.

b) On peut prendre f,, = 1y, /0:1<g<n,—qn<p<qn} QUi est non nulle sur un ensemble fini (il s’agit des
rationnels de [—n, n] qui peuvent s’écrire avec un dénominateur inférieur ou égal a n) et donc en
escalier.
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Fonctions mesurables

Exercice 4. Soit (E,.A) un espace mesurable et f, : F — C une suite de fonctions mesurables.
Montrer que I’ensemble

A = {x € E :lasuite (fn(z))nen est convergente}
est un élément de A.

Solution de lexercice 4. (fn(x))nen est convergente ssi sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.
On est ramenés a f, a valeurs dans R. On peut écrire :

{z € E : la suite (fn(z))nen est convergente} = ﬂ U ﬂ {r e E:a< fy(x) <b}.

e0 acQ n>N
e€Q  beQ
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NeN
Comme les {z € F : a < fy(z) < b} sont boré¢liens (par mesurabilité des f,,) et vu que les unions et
intersections dénombrables de boréliens sont encore des boréliens, A est bien borélien.

Exercice 5. Soient X et Y deux espaces métriques et f : X — Y une application dont I’ensemble
des points de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est mesurable (X et ¥ sont munis de leur
tribu borélienne).

Solution de ’exercice 5.

Soit D ’ensemble des points de discontinuité de f (qui est une réunion dénombrable de fermés -des
singletons- donc borélien).

Soit g la restriction de f au complémentaire de D. g est continue pour la topologie trace, donc mesurable
pour la tribu trace (qui coincide précisément avec la tribu engendrée sur le complémentaire de D par
la topologie trace).

Soit maintenant A € B. Alors f~1(A) = ¢g71(A) U (f~1(A4) N D) est borélien car on I'a écrit comme
union de deux boréliens (le premier par mesurabilité de g, le second parce que dénombrable). Et donc
f est mesurable.

Exercice 6. Soit f: E — (R, B(R)) et Af = f~}(B(R)) la tribu image réciproque de B(R) par f.
a) Soit h : R — R une fonction borélienne. Montrer que g = h o f est une fonctions mesurable de
(E,Ay) dans (R, B(R)).
b) Soit s: (£, Ar) — (R, B(R)) une fonction étagée. Montrer qu'il existe une fonction borélienne ¢
telle que s =to f.
¢) Montrer que si g : (E, A) — R est mesurable, alors il existe h borélienne telle que g = ho f.
Indication : On pourra approcher g par une suite de fonctions étagées.

Solution de 'exercice 6.

a) C’est trivial : une composée d’applications mesurables est mesurable, mais c’est justement la
réciproque qu’on va montrer ensuite qui est intéressante.

b) Par linéarité, on peut supposer que s est I'indicatrice d’un ensemble A € Ajy. Par définition de
Ap, on sait qu'il existe B € B(R) tel que A = f~(B). Il suffit de prendre pour ¢ I'indicatrice de
B.

¢) On se donne s, suite de fonction étagées qui converge vers g. On en déduit ¢, vérifiant pour
chaque n : s, = t, o f. On constate qu’alors, quand n tend vers l'infini, ¢, () converge vers une
limite h(x), du moins en chaque =z € f(E). Et ona g=ho f.
Sur I’ensemble (mesurable) M des z tels que t,(z) ne converge pas, on prend par exemple
h(z) = 0. h ainsi définie est bien mesurable comme limite de la suite 1 g\ pz/n.-



Exercice 7.
a) Soit X un borélien de R et f: X — R une fonction monotone. Montrer que f est mesurable.

b) Montrer que toute fonction réglée de R dans R est borélienne.

Solution de l’exercice 7.

a) Les préimages d’'intervalles sont des intervalles intersectés avec X, et donc a fortiori des boréliens,
d’ou le résultat. Plus précisément, supposons par exemple la fonction f croissante et vérifions
cela dans le cas d’un intervalle [a, +oo[. Soit b = inf f~!([a, +0oo[). Alors f~!([a, +oo]) est égal
soit a b, +0o[NX (ouvert en b), soit a [b, +00[NX (fermé en b). Il y a donc deux inclusions a
vérifier :

1) f~([a,+o0[) C [b, +00[NX

Par construction, b est bien inférieur a tout élément de f~!([a, +oc[). f~1([a, +oo]) est donc
inclus dans [b, +00[, ainsi que dans x, d’ou le résultat.

2) f~(la, +oo]) Db, +oo[NX

Réciproquement, soit x €]b, +00[NX. En raison de la définition de b, il existe y € f~([a, +o0])
tel que b < y < 2. Comme f est croissante, f(y) < f(x). Or y € f~!([a, +oo]) se traduit par
f(y) > a. On en déduit que f(z) > a, ce qui achéve la preuve.

b) Une fonction réglée est limite de fonctions en escalier, en particulier boréliennes, donc est boré-
lienne.

i Exercice 8.
a) L’application a =) - 1{%} : [0,1] — R est-elle une fonction réglée ? Etagée ? Borélienne ?
b) Qu'en est-il de 'application b = > - 1[#17%]: [0,1] = R?
¢) Répondre aux mémes questions, concernant les applications suivantes (depuis [0, 1] vers R).

=2 pen 1] L1 d:ZneN*%l}

nt+i'n

e(z) = Ld(z) siz €]0,1], = 0si z = 0;

115
n+l’n

f(z) = zd(zx); g(x) = ﬁd(l‘) si x €]0,1], =0si z =0.

Solution de l’exercice 8. On conclut rapidement en utilisant des arguments analogues & ceux des exer-
cices 3 et 9. Il va de soi que toutes les fonctions considérées sont boréliennes. Il est trés difficile d’en
construire une qui ne le soit pas! L’aspect réglé se lit en examinant les limites éventuelles & droite et
a gauche de tout point. Enfin, le caractére étagé se décide en considérant le nombre de valeurs prises
par la fonction.

Pour aller plus loin... Un exercice classique

Exercice 9. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est réglée si et seulement si elle admet en tout
point de ]a, b[ une limite & gauche et une limite a droite.

Solution de ’exercice 9. Supposons f réglée et soit f, une suite de fonctions en escalier qui converge
uniformément vers f. On sait que f,, admet des limites & gauche et a droite. On va montrer que f
admet une limite & droite en tout point x de [a, b[. (En fait, cela découle directement de la convergence
uniforme qui implique qu’on peut échanger les deux limites sur n et sur x, mais on peut tout de méme
redémontrer ceci). la limite ponctuelle de la suite de fonction Soit xg un tel point. Soit € > 0. On note
Yn = fn(gn(")F ) la limite & droite de f,, en zp. Montrons que y, est de Cauchy, ce qui prouvera qu’elle est
convergente. Pour p, ¢ assez grand, on a

1Yo — Yl < M1 fp — falloo <€,



ce qui démontre que ¥, est convergente vers un réel y. Maintenant, montrons que la limite & droite de
f en xg est y. Pour € > 0, on peut choisir § > 0 et N tel que

lyn — yl < €/3
n>N, x>z, |z —x0| < = | fr(z) —yn| < €/3

[f (@) = ful2)] < /3

et donc
(@) =yl < |f(@) = fu(@)] + | fa(z) = Yul + [yn —y[ <&

On a ainsi montré que f & bien une limite a droite en x.
Il reste & démontrer la réciproque. Supposons donc que f admet une limite a droite et & gauche en
tout point. Soit € > 0, Vt €]a, b, il existe ay, B; tels que a < ay <t < By < bet

Vo, y €lay, t], [f(z) — f(y)| <e
Va,y €L, B, |f(x) — f(y)| <e

(de plus, il existe ap tel que Va,y €]ay, b, |f(x) — f(y)| < € et Yo,y €la,Ba], |f(z) — f(y)] < €).
On a [, ] C Usglapilou, Bl (car a < Ba < ap < b). L'intervalle [3,, ap] étant compact, on peut
extraire un sous-recouvrement fini {Joy, 5¢[|t € J fini}. On considére alors la subdivision formée de
a,b, t € J, {ou|t € J}, {B:|t € J}. On note {ao,...,an} cette subdivision. Pour tout = €|a;_1, a;],
on pose ¢e(x) = f(&) pour un & €la;_1,a;[ quelconque (par exemple & = al%m) On pose aussi
¢e(ai) = f(ai). On a bien alors

sup |f(z) — ¢e(z)| < e.

z€la,b]

1. Facile & monter avec la définition de la limite et I'inégalité triangulaire.



