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TD7. Mesures.

Echauffements

Exercice 1. Soient (X, A, u) un espace mesuré, (Y, ) un espace mesurable et f : (X, A) — (Y, B)
une fonction mesurable. Montrer que

K B —
B — u(f~N(B))

est une mesure sur (Y, B).

Solution de [’exercice 1.
— ur(0) = p(f~1(0)) = u(®) = 0 car p est une mesure.
— Pour toute famille (B;);cr dénombrable d’éléments de B deux a deux disjoints on sait que (exercice

( (ZEI l)) (Zel ( ,L)>

Puisque les f~1(B;) sont deux & deux disjoints et puisque p est une mesure on a alors

7 (U fl(Bi)> => ulf1(By).

el i€l

Exercice 2. On considére sur R la tribu A = {A € P(R); A est dénombrable ou “A est dénombrable}.

On définit alors B
moo A — R+
A { 0 si A est dénombrable,

1 sinon.

Montrer que p est une mesure.

Solution de ’exercice 2.
— (@) =0 car 0 est de cardinal nul.
— Soit (Bj)ier une famille d’éléments de A4 deux a deux disjoints.

(i) Si tous les B; sont dénombrables, alors B = | J;c; B; est dénombrable et
pB)=0=>0=> uB).
iel el

(i) S’il existe un indice j € I tel que B; soit non dénombrable, alors B est non dénombrable et “B;
est dénombrable (car B; € A). On sait que Vi € 1,7 # j, B; C “Bj et donc B; dénombrable.
Finalement on a

p(B)=1=0+1= > uBi)+u(B;) =Y n(B).

i#j i€l iel



Exercice 3. Dans cet exercice on considére l'espace mesuré (R,B(R),\) ot A est la mesure de
Lebesgue. Un ouvert de R de mesure finie est-il nécessairement borné ?

Solution de lexercice 3. La réponse est non. Posons pour tout entier naturel non nul n, A,, =Jn,n+27"[.
A étant la mesure de Lebesgue, on a, pour tout n > 1, A(4,) =27". Si on pose A = |J,;~1 An, A est
un ouvert (comme réunion d’ouverts) non borné et, puisque les (A, )y>1 sont deux a deux disjoints,

AA) =D MAp) =) 27"=1.

n>1 n>1

Quelques exercices classiques

Exercice 4.

a) Soient (X,.4) un espace mesurable et (uj)jen une suite croissante de mesures positives sur A
(pour tout A € A et pour tout j € N, p1;(A) < pj1(A)). Pour tout A € A, on pose p(A) =
sup;en f45(A). Montrer que p est une mesure.

b) Sur Pespace mesurable (N,P(N)), on définit, pour tout j € N et tout A € P(N), v;(A) =
card(A N [j, +00]). Montrer que pour tout j € N v; est une mesure sur P(N) et que pour tout
A.G.A,Vﬂfﬂ Zlﬁ+1@4)

c) Soit v la mesure positive définie sur P(N) par v(A) = infjenyv;(A) pour toute partie A de N.
Déterminer v(N) et v({k}) pour tout k € N. Dire si v est une mesure sur (N, P(N)).

Solution de l’exercice 4.
a) — On a u(@) = 0 puisque pour tout j € N, u;(0) = 0.
— Soit (Ap)nen une suite d’éléments de A deux & deux disjoints et A = Un21 A,. D’une part,
A) = lim (A) = lim i(Ap), d’autre part A,) = lim i(Ap). Comme
p(A) = Tim 1 p15(4) jTZMJ( ) part »  pi(Ap) ZJ.TM;( )

neN neN neN
les termes sont tous positifs, on peut échanger la somme avec la limite croissante. Plus préci-

sément :
e Pour tout j € N, on a Z,uj(An) < Z,u(An). En faisant tendre j vers l'infini, il vient

neN neN
1(A) < 3 pen 1(An).
e Pour tout N € N, on a Z w(Ay) = lim 1 Z 1i(An) < u(A). En faisant tendre N vers
n<N TN
Vinfini, il vient > p(An) < p(A).
b) — Pour tout j € N, v;(0) = card()) = 0.
— Pour tout j € N et toute suite (Ay)nen de parties de N deux a deux disjointes,

v; U A, | = card U Ap | N[j,+o0] | = card U (An N [f, 4+00])

n>1 n>1 n>1

= > card(A, N [j, +o0)) ,
neN

la derniére inégalité découlant du fait que les ensembles qui interviennent dans la réunion sont
deux & deux disjoints.

Puisque pour tout A € A et tout j € Non a AN[j,+o0] 2 AN[j+ 1,+00], on en déduit que
vj(A) < vjpa(4).



c) Pour tout j € N, card(N N [, +o0]) = 400 donc v(N) = co. Si k € N, il existe j € N tel que
j > k et donc {k} N [j,4+00] = 0. On en déduit v({k}) = 0. Si v était une mesure on aurait
v(N) = > Lenv({k}) ce qui n’est pas le cas.

Exercice 5. Soient (X, A, ;1) un espace mesuré. On suppose que A € A est un atome de A, c’est-a-dire
que A est non vide et pour tout B € A

BCA= (B=0 ou B=A).

On définit alors _
HnA ./4 — R+

i C
B {151A_B

0 sinon.

Montrer que p4 est une mesure.

Solution de ’exercice 5.
— Puisque A est non vide, on a immédiatement 4(0) = 0.
— Soit (Bp)nen une suite d’éléments de A deux & deux disjoints.

(i) Soit pa (U,en Bn) = 0. Dans ce cas, A n’est pas inclus dans |J,,cy Bn et nest donc néces-
sairement inclus dans aucun des B, n € N. On a alors, pour tout n € N, us(B,) = 0 et

donc
KA (U Bn) :OZZOZZMA(Bn)-

neN neN neN

(ii) Soit pa (Upeny Bn) = 1. Dans ce cas, A € U,y Bn. Or, pour tout n € N, AN B, € A et
AN B, C A. Puisque A est un atome on a donc soit AN B, = 0 ou AN DB, = A. On en
déduit que pour tout n € N, A C B,, ou A C B{,. Il existe ng € N tel que A € B,,, car sinon
on aurait A C (,cy By, = (UneN Bn)c, ce qui est absurde. Ce ng est unique car s’il existait
ny € N différent de ng tel que A C B,,,, on aurait A C B, N By, ce qui est absurde car A est
non vide et les (B, )nen sont deux a deux disjoints.

Exercice 6. Soient (X, A, ) un espace mesuré et f : (X, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
a) On pose, pour tout n € N, 4,, = {|f| < n}. Montrer que, si u(X) # 0, il existe n € N tel que
1(An) # 0.

b) Montrer que si pu({f # 0}) # 0, alors il existe A € A et € > 0 tels que u(A) # 0 et pour tout
z €A, |f(z)] e

Solution de l’exercice 6.
a) X = fT'R) = [T (Upz1[-71]) = Unsy An et donc p(X) = lim pu(Ay) et Vimplication est

n—-+4o0o
évidente.
b) Si on note, pour tout n € N*, B, = A1 on dispose d’une suite croissante (°By),>1 et donc
sup 1(“By) = p(U,>1 “Bn) = p({f # 0}) # 0. 1l existe donc n € N* tel que u(°By) # 0 et on a
n>1 -

le résultat désiré avec A = °B,, et € = %

Exercice 7. [Lemme de Borel-Cantelli] Soient (X, A, 1) un espace mesuré et (A, )nen une suite d’élé-
ments de A telle que

Z w(Ay,) < +00.

neN

Montrer que p (limsup,, A,) =0



Solution de l’exercice 7. Par définition de la limite supérieure,

limsup 4, = ﬂ U Ag .

neNk>n

On a donc, pour tout n € N, limsup,, 4,, C Ukzn Ap et donc p (limsup,, A,) < u (Ukz” Ak>. La
mesure p étant sous o-additive, on a, pour tout n € N,

0<u (limSUP An) <> u(Ag).

k>n

Le terme de droite est le reste d’une série convergente et tend donc vers 0 lorsque n tend vers +oo.

Exercice 8. Soient p une mesure finie sur B(R) et F': R — R, la fonction définie, pour tout x € R,
par F(z) = u([z, +oo]).
a) Montrer que F est décroissante et continue a gauche sur R et calculer ses limites en +00 et —oo.
b) Pour tout z € R, montrer que F' est continue en x si et seulement si u({z}) = 0.
En déduire que {x € R: u({z}) # 0} ('ensemble des atomes de p) est dénombrable.

Solution de l’exercice 8.

a) Siz ety sont deux réels tels que x < y, on a [y, +00[C [z, 400 et donc F' décroissante.
Soit z € R, calculons la limite & gauche en x. Soit (y,)nen suite croissante, telle que pour tout
neN, y, <xet lir_ir_l yn = x. On pose, pour tout n € N, A,, = [y,, +oo[. La suite (A4;,,)n>0 est
n—-+0o0 -

donc décroissante et p(A;) < 400 done

hTILnF(yn) = hTILnIU(An) =pu (m An) = ,u([:c,—i—oo[) = F(CIJ)

On calcule de la méme fagon (en prenant une suite croissante (resp. décroissante) (z,)nen tendant
vers +oo (resp. —oo0) et en considérant les suites de parties définies par, pour tout n € N,
Ap = [zp,+00]), lim F(z)=p@) =0et lim F(x)= puR).

T—>+00 T—r—00

b) Encore de la méme maniére (en prenant (y,)nen suite décroissante tendant vers x avec, pour tout
n € N, y, > ), on montre que F a une limite a droite en z, et que 'on a f(x1) = u(]z, +o00l).
En particulier F(z) — F(z%) = p({z}), et F est continue en z si et seulement si u({z}) = 0.
Une fonction monotone de R dans R a un nombre dénombrable de points de discontinuité (voir
I'exercice 2 du TD 3) donc {z € R; u({z}) # 0} est dénombrable.

Pour aller plus loin...

Exercice 9. [Théoréme d’Egoroff] Soit (X, A, y) un espace mesuré tel que p(X) < 400 et soit (fp)nen
une suite de fonctions mesurables de (X,.A) dans (R, B(R)).
a) Montrer que l’ensemble de convergence C' de la suite (f,)nen est mesurable.
b) On suppose que la suite (f,)nen converge pu-p.p. vers une fonction mesurable f, au sens ou
n(°C) = 0.
k . k ]_
Pour tout k € N* et tout n € N, soit E, = ﬂ{m —f] < il
i>n
Montrer que C' C |J,,>1 EF. En déduire que, pour tout réel € > 0, pour tout k € N*, il existe

nge € N* tel que p (CEﬁ”) < -



¢) (Théoréeme d’Egoroff) En déduire que, pour tout € > 0, il existe E. € A tel que (fy,)nen converge
uniformément vers f sur E; et tel que pu(°E;) < e.

d) Donner un contre-exemple lorsque p(X) = +o0.

Solution de l’exercice 9.
a) C’est du cours!

b) Soit x € C alors
Ve >0,3IN e N,Vn > N, |fu(z) — f(z)] <e.

Pour k£ € N*, on prend € = % et alors x € E]’i,, donc C C Un21 Eﬁ

Puisque pour tout ¢ € N, f; — f est mesurable, les ensembles E,k{, k € N*, n € N sont mesurables.

OnaCC |J Efetdonc (| “E¥ C “Conadonc lim u(°EF) =0 puisque (°C) = 0 et  est
n>1 n>1 n—r+o00

finie. Alors pour o donné, il existe ny . tel que pour tout n > ny, pu(CEr) < o7+ Ceci implique

n(°Ef ) < 5

27]6'
¢) Onprend E. = (| BY € Aet u(“E)=p(J “EE )< > p(CEE )<Y S ==
k>1 ’ E>1 ’ k>1 ’
d) Soient X = [0,+o0], A la tribu trace sur X de B(R), p la mesure de Lebesgue et f, = 14,
ou A, = [n,+oo[. Alors f, — f = 0 partout mais (f,)neny ne converge pas vers 0 presque

uniformement.

Exercice 10. |Application du théoréme d’Egoroff| Soit (X,.A, 1) un espace mesuré et soit (fp)nen
une suite de fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On dit que la suite (f,)nen converge en
mesure vers f si :

Ve >0, lim pu({|fn — f| > €}) = 0.

a) Montrer que si u(X) < +oo et la suite (f,)nen converge u-p.p. vers f, alors elle converge en
mesure vers f.

b) Réciproquement, supposons que (f,)neN converge en mesure vers f :

i) Montrer qu’il existe une sous-suite (fy, )x>1 telle que

k> 1, u({\fnk—f>;}> </?12‘

i) Soit A =lm{|f,, — f] < £}. Montrer que (fy, )r>1 converge vers f sur A et que p(°A) =0
k

(en d’autres termes, (fn)nen posséde une sous-suite qui converge p-p.p. vers f).

Solution de 'exercice 10.

a) Fixons € > 0. D’aprés l'exercice 9, pour tout n > 0, il existe E, € A tel que (f,)nen converge
uniformement vers f sur E, et ;1(°E;) < n. La convergence uniforme nous assure 'existence d'un
N, tel que pour n > Ny, la norme infinie de la fonction f — f,, restreinte a E,, est inférieure a e.
Alors, pour n > Ny, on a u({|fn — f| > e}) < p(°Ey) < n. Cela prouve que pu({|fn — f| > €})
tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

b) i) Pour tout k> 1, on a u({|fn — f| > £}) - 0 donc il existe ny tel que p({|fn, — f| >
n [e.9]
<
ii) Pour tout k > 1, onpose Ey, = {|fn, —f| > £}. Puisque Y pu(E}) < 400 alors p(limsupy, Ey) =
k

0. Soit E = limsupy, Ej, si z € °E, il existe k; > 1 tel que pour tout k > k,, x € “Ej, et
donc (fp, )k>1 converge vers f sur “E.



