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e calcul formel est de plus en plus connu dans le monde des scientifiques

et en particulier dans celui des ingénieurs. Cela est di en partie a la
« démocratisation » de son utilisation. En effet, il y a quelques années, seule
une grosse configuration d’ordinateur permettait de faire fonctionner correcte-
ment les systemes de calcul formel existants. De nos jours, ces systéemes
fonctionnent raisonnablement sur des micro-ordinateurs & faible codt (PC,
Macintosh). Ensuite, sous I'impulsion du systéme de calcul formel Mathema-
tica, une grande publicité a été faite pour ces systémes, les faisant ainsi
connaitre du grand public scientifique. Aujourd’hui, presque tout utilisateur
d’un ordinateur peut se procurer, & un prix raisonnable, un systéme de calcul
formel.

Lorsque I'on vient d’acquérir un tel systéme, il est tres facile, dans un premier
temps, de réaliser des calculs simples, du style « calculatrice formelle », mais
ensuite on veut généralement aller plus loin et, la, une certaine connaissance
du systéme et de ses limitations est indispensable pour éviter le décourage-
ment de ['utilisateur. Du temps de formation est donc nécessaire pour une
utilisation optimale d’un systéme de calcul formel.
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CALCUL FORMEL

Alors, une autre question apparait : « le calcul formel est-il utile pour moi ? » ;
autrement dit, « est-il rentable pour moi de passer du temps a apprendre a
utiliser un tel systéme ? ». Le but de ce chapitre est de répondre a cette question.
Pour cela, nous allons passer en revue les principaux domaines des mathé-
matiques dans lesquels le calcul formel peut résoudre des problémes. Ces
domaines sont ceux ou l'ingénieur a généralement a travailler : les calculs sur
les nombres et les fractions rationnelles, la dérivation, la simplification de for-
mules et les tracés de courbes qui sont la base de tout systeme de calcul formel,
les calculs intégral et matriciel, la résolution d’équations couramment utilisées
par les ingénieurs et, enfin, le calcul numérique. Ce dernier est en général la
fin du travail de I'ingénieur et le calcul formel s’avere considérablement utile
dans ce domaine ; nous insistons particulierement sur ce point. Pour chaque
partie, nous montrons ce que sait faire le calcul formel, comment il le fait et
quelles sont ses limitations.

Un grand nombre d’exemples émaillent le chapitre, afin de montrer le
fonctionnement du calcul formel a travers un systéeme. Nous avons choisi le
systeme de calcul formel Maple (version V.3) pour cela, car c’est un systéeme
tres largement diffusé (avec Mathematica), qu’il dispose d’une bibliotheque
suffisamment riche et ouverte (le programme source de la plupart des
fonctions est accessible) et qu’il est aisément extensible.

Le but de ce chapitre n’est pas la description du systéme de calcul formel
Maple. Nous n’expliquerons pas de facon détaillée la syntaxe et le fonction-
nement de ce systeme. Mais les exemples ont été choisis pour qu’ils soient
compréhensibles par le lecteur ; des explications sont données chaque fois que
cela est nécessaire.

Fonctionnement d’un systeme de calcul formel comme Maple. L’utilisateur
entre une commande, terminée par un point virgule « ; » dans une syntaxe tres
naturelle, et Maple affiche la réponse en format haute résolution qui res-
semble a la typographie mathématique. Si I’on remplace le point virgule par
deux points « : », la réponse n’est pas affichée. Par ailleurs, Maple utilise le prin-
cipe des packages, c’est-a-dire qu’un grand nombre de commandes sont clas-
sées par groupes de méme fonctionnalité. Dans ce cas, I'appel de la commande
s’écrit <nom du package> [<nom de la commande>], comme linalg/[det].

Les fonctionnalités de base du calcul formel sont celles que I'on
retrouve, en général, dans tout systeme de calcul formel. En parti-
culier, ce sont celles que I'on utilise lorsque I'on se sert d'un
systeme de calcul formel comme d'une calculette : c’est le mode
que I'on peut appeler calculatrice formelle. Un simple calcul a faire,
qu'il soit formel ou numérique, comme le calcul d’'une dérivée ou
une simplification de formule a réaliser, et le réflexe calcul formel
assure rapidité et streté. De plus, cet outil permet le tracé de
courbes et de surfaces d'une fagon aussi conviviale que possible.

1.1 Nombres

1.1.1 Nombres entiers et rationnels

La caractéristique premiéere du calcul formel est de manipuler
des nombres entiers et rationnels exacts, a la différence des lan-
gages de programmation habituels (C ou Fortran).

Un calcul typique de nombres entiers est le calcul de la facto-
rielle.

Exemple : calculons 100 ! en Maple. La fonction ifactor permet la
décomposition d'un entier en facteurs premiers, et « " » fait référence
au résultat calculé précédemment.

100!;
933262154439441526816992388562667004907 1\
59682643816214685929638952175999932\
29915608941463976156518286253697920\
82722375825118521091686400000000000\
0000000000000
ifactor (");
2% (38 (824 (78 (11)° (13)7 (17)° (19)° (23)*
(29)% (31)3 (37)2 (41)% (43)? (47)? (53) (59)
(61) (67) (71) (73) (79) (83) (89) (97)

Les calculs de nombres de combinaisons et d’arrangements sont
aussi faciles a réaliser en utilisant des nombres rationnels.

Par exemple, la probabilité de gagner le gros lot au loto est
I'inverse du nombre de tirages possibles, sachant qu’un tirage
consiste a tirer 6 boules parmi 49 :
1/binomial (49,6);

1
13983816

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

A 144 -2

© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales



1.1.2 Nombres algébriques et transcendants

Le calcul formel utilise des constantes mathématiques vraies,
qui ne sont pas des représentations flottantes, comme le nombre
1 ou la base des logarithmes népériens e.

Par exemple, utiliser I'expression Pi en Maple signifie bien que I'on
utilise le nombre transcendant correspondant et non pas une
approximation :

sin(Pi/5);

j—Jst-Jé

1.1.3 Nombres complexes

Le calcul formel utilise les nombres complexes et permet de réa-
liser des calculs sur ces derniers. Pour cela, le nombre i est en
général représenté par une variable. C'est I en Maple ol le nombre
complexe a + ib s'écrit a + Ixb.

Des fonctions permettent de passer de la représentation pe'e
d’'un nombre complexe a la représentation a+ib et réciproque-
ment.

Exemple : en Maple, on peut calculer la racine carrée de i :
sqrt(I);

1 1
§J§+§IJ§

et ensuite avoir sa représentation polaire :

1
polar 81 7 TE

Le résultat de ce calcul pose le probleme des racines des nombres
complexes. /i adeux racines alors que le calcul précédent n‘en donne
gu'une. Ce probléme intervient souvent en calcul formel et nous en
parlons plus amplement plus loin (8 1.4.2).

polar (");

De plus, dans un calcul avec des expressions complexes, un sys-
téme de calcul formel suppose généralement que les variables qui
interviennent sont réelles. Il faut donc étre trés prudent avec la
manipulation des nombres complexes.

1.1.4 Nombres flottants

Les calculs se font avec un nombre de chiffres déterminé défini
par I'utilisateur, ce qui permet entre autres des calculs avec une
grande précision que I'on ne peut pas faire directement avec un
langage du style C ou Fortran.

Exemple : on peut calculer la valeur numérique de :

enJ@ —262537412640768744

avec successivement 10 (le défaut), puis 50 chiffres significatifs. Pour
cela, nous utilisons en Maple la commande evalf avec le nombre de
chiffres en deuxiéme argument :
evalf (exp(Pi*sqrt(163))—262537412640768744,10);
-.2910'°
evalf (exp(Pi*sqrt(163))—262537412640768744,50);
—.74992740280181431135 10712

Exemple : Comme le nombre transcendant enm est égal au
nombre entier 262537412640768744 & 10712 prés, il faut une grande
précision pour obtenir un résultat correct, ce qui est impossible a faire
en standard avec un langage numérique.
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1.2 Polynomes et fractions rationnelles

Les calculs sur les polyndmes et les fractions rationnelles a une
ou plusieurs variables sont les calculs de base du calcul formel.

Il faut noter tout d’abord qu’un grand nombre de calculs sur des
expressions qui ne sont pas des fractions rationnelles sont en fait,
des calculs sur les fractions rationnelles.

Exemple : le calcul suivant :
1 . 1 - 223|na .
sina+ tanb sina—tanb sin“a—tan”b

n'est autre que le calcul rationnel :

- _2x
X+Yy X-—-y X2_y2

L

On peut distinguer trois catégories d’opérations que le calcul for-
mel peut effectuer sur les polyndmes et les fractions rationnelles.

« D’abord, nous avons les opérations purement syntaxiques,
c’est-a-dire qui n’effectuent aucun calcul et parcourent simplement
I’'expression pour en extraire I'information cherchée.

Pour réaliser ces opérations correctement, il faut généralement
que les polyndmes soient développés par rapport a la variable
d'intérét.

Exemple : en Maple, le premier des calculs de degré suivants

donne un résultat faux et le second donne le bon, alors que les poly-
némes sont les mémes :

degree( (x—1)"2*x—x"3+x);

degree (—2*x"2+2*x);
2

« Ensuite, nous avons les opérations de réécriture qui peuvent
ordonner et développer les polynémes. Cela est trés important et
permet, en général, de donner a une expression la forme que I'on
désire. La plupart des systéemes de calcul formel disposent pour réa-
liser ces opérations de réécriture d’'un grand nombre de fonctions
que l'utilisateur doit connaitre.

Exemple : si I'on veut ordonner une fraction rationnelle en fonc-
tion d’une variable et que ses coefficients soient simplifiés, on fait en
Maple :
fr=(14x*(1+y)) "2/ (1-y"2);

P O+ x(+ y))2

1—y2
collect (f,x,normal);
e, x 1
y=1 =1 _q4y2

Pour ces deux premiers types d’opérations, syntaxiques et de
réécriture, la limitation n’est due qu’a la taille des données que I'on
manipule.

« Enfin, nous avons les opérations qui nécessitent un calcul.

La des algorithmes trés sophistiqués interviennent. En effet, les
méthodes classiques de calcul de pgcd par exemple, a l'aide de
I"algorithme d’Euclide, sont bien trop inefficaces et gourmandes en
place mémoire.

Les opérations classiques que le calcul formel sait réaliser sur les
polyndmes sont la division euclidienne, le calcul de pgcd, le calcul
de résultants, la factorisation et la résolution d’équations polyno-
miales. Nous verrons cette derniére (8 4.1).
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Il est a noter que tous ces calculs se font généralement dans le
corps des rationnels Q, ou dans des extensions algébriques de ce
corps, en grande partie pour des raisons théoriques.

Exemple : le calcul suivant de factorisation ne peut avoir lieu en
Maple qu’apres conversion des nombres flottants en rationnels :
factor(x"4—0.05*x"2+0.3*x"3+0.525*x—3.15);

Error, (in factor/factor) floats not handled

factor(convert (x"4—0.05*x"2+0.3*x"3+0.525*x—3.15,
rational));

1 2
YT (2x+3)(bx—6)(4x" +7)

La factorisation peut servir a simplifier des expressions ou a
trouver des zéros de polyndmes, mais il faut éviter si possible de
I'utiliser car elle est trés colteuse en temps.

Le calcul de résultants permet, étant donné deux polynémes P
et Q, de trouver un polyndme R qui s’annule si et seulement si les
deux polynémes ont une racine commune (sans qu’il y ait néces-
sairement réciprocité). Ce calcul peut avoir des applications pra-
tiques.

Exemple : on cherche les points d'intersection des deux courbes
définies par :

(x2+y2P-4x2y2=0 et Y2(1+x)-(1-x2=0

qui sont tracées sur la figure 1.

Le dessin montre que les courbes ont quatre points d'intersection.
La détermination précise des coordonnées de ces points s'obtient en
utilisant les résultants qui fournissent les équations aux abscisses et
aux ordonnées des points d'intersection :
fi=(x"2+4y"2)"3—4*x"2%y"2: g:=y 2% (1+x)—(1—x)"3:
resultant (f,g,y), resultant (f,g,x);

(- 4x7 -60x% -1 + 95x3 + 9x—35x2 — 164x% + 152X5)2,
16y + 6 032y'2-1624y'0 + 41928 - 815y% - 301y*
—9y? +1

Le premier polynéme est un carré alors que le second est bicarré.
Cela s'explique par la symétrie de la figure par rapport a I'axe des
abscisses. On note également que les degrés sont plus grands que le
nombre de racines attendu. Aux valeurs de x ou de y racines de ces
résultants, ni £, ni g, ni leurs coefficients de téte ne s’annulent. Les
racines des résultants qui ne sont pas des coordonnées des points
d'intersection de la figure 1 correspondent donc a d'autres intersec-

tions de ces deux courbes, non plus dans Rz, mais dans C2.

Nous traiterons les probléemes de la recherche de zéros de poly-
némes et de la résolution de systemes de polyndmes plus
loin (8 4.1). Notons toutefois qu’un outil puissant pour ce dernier

probléme est I|'utilisation des bases de Grobner ou bases stan-
dards.

1.3 Dérivation

Le calcul de dérivées est a la portée de tout un chacun. En effet,
la méthode utilisée est facile a mette en ceuvre par une application
des régles connues. Ce n’est pas pour cela que ce calcul est simple.

Le calcul formel permet d’effectuer le calcul de dérivées tres
rapidement et surtout avec la certitude du résultat juste.

Exemple : en Maple :

diff(x"(x"x),x);

(") gy x*d
XX (In (x)+1) In (x)+ =0
0 XO
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Figure 1 - Intersections de deux courbes

Le calcul de dérivées partielles n’est pas plus difficile.
Mais, on peut aussi utiliser le calcul formel pour faire des calculs
compliqués de dérivées formelles.

Dans le cas suivant, on veut calculer les dérivées par rapport a
X, y et zde a(x,y,z), qui interviennent par la suite dans des calculs
compliqués :

y P) 9(x)
a(x,y,z) = —-——WX,tdl'+j u(x, t)dt.
(x¥.2) foax< ydt+ | utx 0

Mais on veut pouvoir changer les valeurs de u(x,y), wi(x,y),
k(x) et g(x). Il vaut donc mieux faire les calculs formellement,
puis ensuite donner des valeurs a ces fonctions. Avec un systéme
de calcul formel cette dérivation devient facile.

Exemple : en Maple, on calcule la dérivée par rapport a x de la
fagon suivante :

wint:=(x,y)—>int (w(x,t),t=0..y):
uint:=(x,y,z)—>int (u(x,t),t=y..z):
a:=(x,y,z)—>diff(wint(x,y),x)+ uint(x,k(x),g(x)):
diff(a(x,y,2),x);

vaz 9(x) P
f — WX, t)dt+f — u(x, tydt
00 x k(x) 0X

+u(x g O EE g - ulx KON E k(<

Ci-avant, la syntaxe f:=(x,y) —>< expression en x et y > signifie que
I'on définit une fonction de x et y appelée f.

Dans certains systemes de calcul formel comme Maple, on peut
méme composer ou dériver des fonctions. La syntaxe est ici @
pour l'opérateur de composition des fonctions et D pour I'opéra-
teur de dérivation.

Exemple : f:=x->x"x:
(fef) (x);

(XX) (x"

(D@D) (£@f) (x);
XX

. o
B9 n () + )2+ (—_l_E(xX)z(m(x) +1)?
0 X< 0O

x, (X) X Dx 2 Xﬁ
+(x7) (In(x)+1)%}<(|n(x)+1) +‘);E
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1.4 Simplification

Un des premiers problemes auquel est confronté I'utilisateur
d’'un systeme de calcul formel lorsqu’il se met a traiter des expres-
sions un peu complexes est celui de leur simplification. En effet,
souvent, a la suite d'un calcul, l'utilisateur obtient un résultat
compliqué qu’il veut simplifier. 1l est alors confronté a I'un des
problémes les plus difficiles du calcul formel, celui de la simplifica-
tion des expressions.

La notion de ce qui est simple est en elle-méme mal définie et
non absolue. De plus elle dépend de ce que I'on veut ensuite faire
de I'expression.

Exemple : |'expression
100
x =1
x—1

semble beaucoup plus simple que la méme expression développée

T+ x+x%+ .. +x38 4 x99
mais, si I'on veut en calculer la primitive, la deuxieme forme est plus
facile a utiliser, c’est-a-dire qu’elle est plus simple pour ce calcul.

On peut en conclure qu'une fonction qui aurait pour but de
« simplifier » dans le sens absolu du terme n’a pas grand sens dans
un systéme de calcul formel. S'il existe en général de telles fonc-
tions, il faut bien savoir quelles sont les simplifications qu’elles réa-
lisent et, en fait, I'utilisateur dispose habituellement d'un ensemble
de fonctions qui ont pour but tout a la fois de manipuler et de
transformer une expression, et donc souvent de la simplifier.

Par conséquent, il faut se méfier des fonctions générales des
systemes de calcul formel du style simplify ; il vaut mieux utiliser
des fonctions bien connues qui aménent s(irement a la simplifica-
tion voulue.

De plus, la simplification des expressions demande en général,
de la part de l'utilisateur, une certaine connaissance du systeme de
calcul formel qu’il manipule, car il doit connaitre I'éventail des fonc-
tions qui sont a sa disposition.

Nous allons maintenant passer en revue les différents types
d’expressions mathématiques que l'on peut rencontrer en indi-
quant a chaque fois ce que peut faire le calcul formel pour leur
simplification.

1.4.1 Fonctions polynomiales

Le domaine des polyndmes et des fractions rationnelles est celui
pour lequel la simplification pose le moins de problemes. Nous
avons déja vu un certain nombre d’opérations réalisées sur ces
objets (8 1.2). Celles-ci permettent de transformer une expression
polynomiale et donc souvent de la simplifier.

Dans ce domaine, on peut avoir ce que I'on appelle des formes
canoniques pour les polyndmes et les fractions rationnelles, ce qui
signifie une représentation unique. On peut donc toujours
comparer de telles expressions afin de voir si elles sont égales et
les simplifier en annulant les différences de termes égaux.

Il existe en général, dans tout systeme de calcul formel, une
fonction qui offre la possibilité de mettre les fractions rationnelles
sous une forme unique, par réduction au méme dénominateur et
normalisation du numérateur et du dénominateur. Ce n’est pas
exactement une fonction de simplification, mais elle mene souvent
a la simplification.

En Maple, cette fonction s’appelle normal.

Dans les deux exemples ci-apres, elle permet de simplifier une
expression, puis de vérifier la nullité d'une autre.
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Exemple
e:=1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/
(1+1/(1+1/(1+1/(2z+(1/(y+1/%)))))))))))))):
normal(e);

233zyx+ 233z + 233x + 144 yx + 144

144 zyx + 144z +144 x + 89yx + 89

e:=(r"2+a”2+a)/(r"2+b"2-b)—(r"2+b"2+r"2+a"2+b+a)/
(r*"2+b"2+r"2+a”2—b—a)+
(b—a)* (b+a)* (b"2+2*r"2—1+a"2)/
(r"2+b"2-b)/(2*r"2+b"2+a"2-b-a);

r2+az+a_2r2+b2+a2+b+a
2ibi-p 2740’ +a°—b-a
(b—a)(b+a)(b®+2r% -1+ 4a°)
2 2 2 2 2
(rr+b°=b)2r"+b"+a"—b-a)

e=

normal(e);
0

Il ne faut pas oublier non plus que certaines opérations, qui
semblent trés éloignées de la simplification, peuvent dans certains
cas étre utiles, comme le développement d'un polynéme qui per-
met de vérifier rapidement si ce dernier est nul.

La factorisation permet parfois aussi de simplifier, mais elle est
trés colteuse et ne fonctionne pas dans tous les cas (§ 1.2).

Exemple : dans le cas multivariable suivant, la factorisation

conduit a I'expression souhaitée :

V 1= —3AXKKTRYRRTRZ AR QDL KRHAKGRY KK TR gk K4 AXKKGK
yr*x3xzxx8%

WH* 218 XA X Qhyk kA g*k QA Wh* Q2 KKK K GXy* ¥ kg k% 3%
Wr*3_14*RH*E*

VAR AR VAR SR Y EVAS SET I A RN EPAET SRR TS SR AN SR
Z**3%w+96

XH*KGHy Rk QR kK Shhk* Q4 5GhX* kT hy*kJhgh *k Jhy+4 2, X** T *
VARVAFAEVA

WHH2+ALA*X**THy* ¥ 5k gk k% Q_3* Xk ¥ Gy **3*gz**5%
WA 229 Rk Tk

y**5*2**2_36*X**7*y**4*z**8*w**2_24*x**7*y**4*
Z**kGRyh*3—8%

X*KTHYR KD gh kSR WH* 21 68*X* X THy**kGhg**kSxwh*4+]12%
XHKKTHy* kG

ZHKSRWHH Q2L GFX I KL QK y**kDH gk kS WH* 2+ 18X Kk Jhy k4K
ZHERSRWE K2+

LAXX*XXQEXYXXEXZX KXW XL XXXGRY XXX ZX XD XWR X QXXX 6%
y**s*z**s*

WA 2+BTHRH*Thy k3 h g Ak 5HQ R Kk T hyk k5 kg ¥k 5+522%
X**kLQ*yk*dHghx

—232%X*¥ KRy R kS gk ¥ Q45A ¥Rk K| QXY *¥6*Z**2

factor (v);

2 - 28w2-29x + 12yz3w2x)

(328 + 2zw—y2 = 8xy? + 14y2w? + 18x3y)

-22y3x83xy? + w

1.4.2 Fonctions algébriques

Lorsque la classe des expressions que I'on veut simplifier s’élar-
git, cela devient plus difficile.

Les classes d’expressions présentées jusqu’ici partagent la
propriété d'avoir une procédure de décision pour la nullité.
C’est-a-dire que, pour toutes ces classes, un programme peut
déterminer si une expression donnée est nulle ou non. Dans de

nombreux cas, cette décision se fait par réduction a ce que I'on
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appelle une forme normale : I'expression est nulle si et seulement
si sa forme normale est le symbole 0.

Aprés les fonctions polynomiales, on peut considérer la classe
des fonctions algébriques qui sont les zéros de polyndmes a coef-
ficients dans Q. Par exemple ?/x (zéro de X" -x) et i (zéro de
X2+ 1) sont algébriques. La, le probleme de la simplification
devient plus difficile car, selon le type d’expressions algébriques
que I'on prend, on ne peut pas trouver de forme normale.

Sans forme normale, les systéemes ne peuvent que donner un
certain nombre de fonctions de réécriture avec lesquelles |'utilisa-
teur doit jongler pour parvenir a un résultat.

De plus, si I'on utilise une fonction de simplification assez géné-
rale, sans connaitre exactement son réle, le résultat peut étre faux
a cause de certaines assertions réalisées par cette fonction. On
retrouve ce probléme dans tous les systemes de calcul formel.

Exemple : le cas suivant est typique : que vaut «/)(72 ? Si x est réel
positif, on voudrait obtenir x, si x est réel négatif, on voudrait obtenir
— x et si x est un nombre complexe quelconque, on doit choisir parmi
deux racines complexes opposées. Le systeme de calcul formel ne
peut pas a priori savoir quel est le type de la variable x.

Dans ces cas, selon le systéme de calcul formel, il peut y avoir des
résultats différents. En Maple, il laisse I'expression telle quelle, n"ayant
pas d'autre information.

Dans certains systémes de calcul formel, il est possible de dire quel
est le type de la variable et méme faire des hypothéses sur ses valeurs.

Dans I'exemple suivant, Maple ne simplifie pas dans le premier cas,
mais aprés lui avoir dit que x était plus grand que r, il réalise la simplifi-
cation désirée dans le second cas (les variables avec un « ~ » sont
celles pour lesquelles une hypothése a été faite) :

A/(x—r)2

assume(x>r) :sqrt((x-r)"2);

sqrt((x—r)"2);

X~ ="

Il existe cependant des possibilités de réaliser des simplifications
lorsque I'on se trouve en présence d’expressions avec des radicaux
qui ne sont pas trop imbriqués. La encore il faut bien savoir utiliser
I’éventail de fonctions fournies avec le systeme de calcul formel.

Exemple : pour simplifier des expressions ou le dénominateur
comprend des racines carrées comme :

2—-x
N2 = Jx

c'est la fonction rationalize qu'il faudra utiliser en Maple, toutes les
autres fonctions de simplification ne donnant rien :

rationalize((2—x)/(sqrt(2)—sqrt(x)));

Jx+ A2

1.4.3 Fonctions transcendantes

Les fonctions transcendantes sont celles qui ne sont pas algé-
briques.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent (8 1.4.2) que
certaines classes d’expressions n’admettent pas une forme nor-
male. Mais, pire encore pour certaines classes, il est impossible de
prouver la nullité d'une expression en temps fini. Un exemple
d’une telle classe est fourni par les expressions composées a partir
des rationnels, des nombres 1t et In 2 et d'une variable, par utilisa-
tion répétée de I'addition, de la soustraction, du produit, de I'expo-
nentielle et du sinus. Richardson a montré qu'’il est impossible
d’écrire un programme prenant en argument une expression de
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cette classe et donnant au bout d’'un temps fini le résultat vrai si
celle-ci est nulle, et faux sinon.

La encore, les systemes de calcul formel ne donnent qu’un
ensemble de fonctions qu’il va falloir connaitre et manipuler avec
habileté et précaution.

Souvent, certaines classes de fonctions bénéficient d'un
ensemble de regles de réécriture qui permettent de réaliser cer-
taines simplifications. C'est le cas pour les fonctions trigonomé-
triques.

Exemple : on peut transformer les cosinus d'angles multiples en
puissances de cosinus :
cos(4*arctan(x))+cos(6*arctan(x));

cos (4 arctan(x)) + cos (6 arctan(x))
normal (expand ("));
1-105 + 5x*

2

3
1+ xz)

Il ne faut pas oublier qu’il est parfois utile de transformer une
expression pour pouvoir la simplifier.

Exemple : la simplification aveugle donne un résultat encore plus
compliqué, alors qu'il suffit de remplacer I'arc tangente et le sinus
hyperbolique par leurs expressions en fonction de logarithmes et
d'exponentielles puis de simplifier :

v:=(exp(2*arctanh(1l—x))—2*sinh(log(x))/(1—x))/3;

] - _ 2sinh(In (x))
- = (—2arctanh(=1+x)) _ <2\ \7%))
V= 3(-e 37 1-x

simplify(v);

%(_e(—Zarctanh(—W + X)) + e(—Zarctanh(—1 + x))X+ 23inh(|n(x)))/(—1 + X)

normal (simplify(convert(e,expln),exp));

1
X

Le probleme du type de la variable se pose a nouveau avec
toutes les fonctions multiformes, comme le logarithme ou les fonc-
tions hypergéométriques. Le calcul formel fournit alors peu
d’assistance pour les simplifications. La encore il faut se méfier des
fonctions de simplification.

Exemple : une simple vérification numérique montre que la fonc-
tion simplify de Maple a commis une erreur a cause d'un choix inco-
hérent de déterminations principales de fonctions multiformes. Ici, la
fonction dilog est définie comme suit :

dilog(x) = L ('{‘(_?)dt

e:=—I*dilog(—1/a)+I*1ln(1l/a)*1ln(—1—a)—I*dilog(—a)
+I*dilog(1l/a);
I dioa@10, 1 0D i ilogdD
e= -1 dllogD—aD+I Inmln(—1 —a)-I dilog(-a) +1 dllogDSD
se:=simplify(e);
e M nea? - ilogdO0
se: = 21 In(-a)" =IIn(a)in(-1-a) +1 dllogw

evalf (subs(a=2,e—se));
—2.547612411+.3107°1
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1.5 Courbes et surfaces

La visualisation des résultats est une étape essentielle dans la
résolution d’'un probléme. Tout ingénieur est confronté a une telle
tache qui permet d’améliorer la compréhension de ce qui se passe
et méme parfois de résoudre le probléme. C’est souvent aussi la
seule facon de présenter les résultats.

Une caractéristique importante d’'un systéme de calcul formel est
la facilité avec laquelle on peut faire des tracés. En effet, le calcul
formel manipule déja les expressions mathématiques dans une
syntaxe proche de la syntaxe habituelle et il ne reste plus qu’a uti-
liser la bonne fonction du systeme pour avoir la courbe ou la sur-
face désirée. Ces fonctions dépendent bien évidemment du
systeme de calcul formel, mais les fonctionnalités sont en général
les mémes avec plus ou moins de facilité pour modifier I'aspect du
dessin, en particulier les points de vue lors du tracé de surfaces.

Nous allons passer en revue les divers types de tracés que I'on
peut réaliser. Nous ne nous étendrons pas sur le choix des bornes
de variation des variables, ni sur le nombre de points choisi pour
faire le tracé. En général, les systémes de calcul formel adaptent ce
dernier en fonction de la courbe ou de la surface a tracer et de ses
éventuelles discontinuités. Des outils sont aussi généralement dis-
ponibles dans les cas difficiles.

1.5.1 Tracés en deux dimensions

Le tracé le plus simple est celui d'une courbe dans un espace a
deux dimensions. Cette courbe peut étre définie sous au moins
quatre formes différentes: une fonction en coordonnées carté-
siennes donnée sous la forme y = f(x) ou une fonction paramétrée
x=f(t), y=g(t) ou une fonction implicite f(x,y) = 0 ou une fonc-
tion en coordonnées polaires r=f(6). En Maple, tous ces tracés
sont réalisables.

2 _ g cos(x) pour x 0 [0,10]

Exemple : tracerlacourbey = (sin(x))
se fait trés simplement :
plot(sin(x)"2—exp(—x)*cos(x),x=0..10);
et le résultat est donné sur la figure 2.

Le tracé d'une courbe paramétrée n’est pas plus difficile.

Exemple : on peut facilement superposer les courbes :

X (t) = -9 cos(t) — cos(-9t), y(t) = =9 sin(t) — sin(-9t)
et:
x(t) = 11 cos(t) —cos(11t), y(t) = 11 sin(t) — sin(11t).

Ici, il est plus facile d'écrire d'abord les fonctions x (a,t) et y (a,1).
x:=(a,t)->(1l+a)*cos(t)—cos((l+ta)*t):
y:=(a,t)->(l+a)*sin(t)—sin((1l+a)*t):
plot([x(-10,t),y(-10,t),t=0..2*Pi],

[x(10,t),y(10,t),t=0..2*Pi]);

Le résultat est donné sur la figure 3.

Figure 3 - Superposition de courbes paramétrées
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Figure 2 - Courbe y = (sin(x))? - e *cos(x)

Pouvoir tracer des courbes dont on n’a pas a priori I'expression
explicite peut s’avérer étre un outil trés puissant, au détriment
cependant de la précision du tracé. Cela est possible en Maple.

Exemple : on peut I'appliquer a la courbe :
x84 y6 + 3><4y2 + 3X2y4— x4+ 2><2y2 - y4 =0.

plots[implicitplot] (X"6+y"6+3*x"4*y 24+3*x"2%y"4
—X"4+2*x" 2%y 2—y 4 ,x=—1..1,y=—1..1);
Le résultat est donné sur la figure 4.

i

Vo,

A

I'i:us-- "I

S

Figure 4 - Tracé de courbe implicite

Il est aussi possible de tracer des courbes a partir de la donnée
d’'un ensemble de points, venant, par exemple, de la sortie d'un
programme numeérique.

1.5.2 Tracés en trois dimensions

Les possibilités offertes par les systemes sont les mémes qu’en
dimension deux, avec la différence qu'il y a maintenant deux types
d'objets : les courbes et les surfaces. Les courbes sont rendues
comme en dimension deux et les surfaces sont rendues par des
maillages rectangulaires ou triangulaires avec élimination des par-
ties cachées.

L'écran ou la feuille de papier n’offrant que deux dimensions, les
systémes projettent la scéne en considérant que I'observateur est
placé en un point précis de I'espace appelé point de vue, éventuel-
lement infiniment éloigné, ce qui revient a faire une projection
orthogonale. La direction du point de vue peut généralement étre
changée en utilisant des coordonnées sphériques ou bien, comme
dans Maple, avec la souris en cliquant sur le tracé et en le faisant
tourner. On peut aussi obtenir des aspects de perspective.
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Ici encore le point essentiel est la facilité avec laquelle ces tracés
peuvent étre réalisés.

Exemple : le tracé de la surface z = cos(A/x2 + y2] d'un point de
vue (55°, 20°) se fait immédiatement en Maple par :
plot3d(cos(sqrt(x"2+y”~2)),x==5..5,y=—5..5,

orientation=[55,20]);

Le résultat est donné sur la figure 5.

On peut également tracer la courbe gauche

cosz sinz
x(2) = =, V2 = —

de la fagon suivante :
plots[spacecurve]([cos(t)/t,sin(t)/t,t,t=1..100],
numpoints=1000);

Le résultat est donné sur la figure 6.

Figure 6 - Courbe g he x ,

En Maple, on peut également tracer des données numériques,
des lignes de niveau et aussi réaliser des tracés de surfaces impli-
cites et des tracés d’intersection de surfaces.

Il faut bien sGr noter que tous ces tracés sont en couleurs, ce qui
peut souvent faciliter la compréhension et I'analyse d'un dessin,
surtout pour une surface.
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1.5.3 Animation

Dans des systemes de calcul formel comme Maple ou Mathe-
matica, il existe aussi la possibilité de réaliser des animations,
permettant ainsi de visualiser une quatrieme dimension de nature
plutdt temporelle. Cela consiste en I'affichage séquentiel de plu-
sieurs tracés que I'on fait ensuite défiler a la fagcon d’un film.

Les intégrales et les primitives interviennent assez souvent dans
les probléemes que I'ingénieur doit traiter. C'est un domaine auquel
le calcul formel a beaucoup a apporter. En effet, obtenir I'expres-
sion d'une primitive ou d’une intégrale définie est une opération en
général difficile a réaliser a la main, autant en raison de la taille des
calculs qu’en raison des connaissances mathématiques néces-
saires. Les classes d'intégrales que le calcul formel sait calculer
sont bien délimitées.

Le but final du calcul intégral est trés souvent l'intégration numé-
rique. Pour cela, un grand nombre de programmes numériques
performants réalisent ces opérations. On peut alors se demander
quelle est I'utilité du calcul formel dans ce cas.

D’abord, le calcul, lorsqu’il est possible, de la primitive de
I'expression a intégrer permet souvent de réduire les erreurs dues
aux méthodes d’intégration numérique et d’éviter les probléemes
d’'instabilité.

Ensuite, si I'on doit calculer par exemple une intégrale du type :

b(x)
f f(x, y)dy
a(x)

pour un grand nombre de valeurs de x et que la primitive a une
expression analytique, il est bien plus efficace de passer du temps
a calculer cette expression une fois pour toutes puis al’évaluer numé-
riquement plutdt que de faire chaque fois I'intégration numérique.

Nous allons décrire les classes de fonctions que le calcul formel
sait intégrer. Nous commencgons par les calculs de primitives, puis
nous abordons les intégrales définies.

2.1 Calcul de primitives

Autant le calcul de dérivées est souvent réalisable a la main
lorsque |'expression n’est pas trés compliquée, autant celui de
primitives est généralement difficile.

Exemple : pour une fonction aussi simple que 1/ + 1) le caleul
manuel d'une primitive est loin d'étre immédiat. En revanche, un sys-
téme de calcul formel comme Maple donne tout de suite une réponse :

int(1/x"3+1),x);

1 1 2 1 i

3 In(x+1) 5 In(x"—x+ 1)+3J§ arctan EB(ZX 1)[3%
Méme le recours a des tables de primitives n’est ni pratique ni

toujours trés sir (certains citent le chiffre de plus de 10 % d’erreurs

dans ces tables !).

Les méthodes utilisées habituellement pour calculer a la main des
primitives sont plutot de nature heuristique : table des intégrales
connues, changement de variables, intégration par parties, décou-
page de l'intégrande, reconnaissance de motifs... Ces méthodes per-
mettent souvent de trouver une primitive assez rapidement, mais
en aucun cas elles ne permettent de conclure en cas d’échec. Les
techniques employées par le calcul formel sont d’une autre nature.
Les heuristiques du calcul manuel sont employées dans un premier
temps pour leur rapidité. Puis des algorithmes basés sur des théo-
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remes d'algebre différentielle prennent le relais. Alors, pour des clas-
ses bien définies d’expressions, sur lesquelles nous allons revenir,
la réponse négative du systeme est plus qu’un constat d'échec : il
s’agit d'une preuve que la fonction n’a pas de primitive élémentaire.
Le sens précis du terme élémentaire est défini plus loin (§ 2.1.2).

Nous allons passer en revue les différentes primitives que le cal-
cul formel sait calculer.

2.1.1 Fractions rationnelles

Pour calculer I'intégrale d’une fraction rationnelle p (x)/q (x), la
méthode classique consiste a la décomposer en éléments simples,
c’est-a-dire si le corps de base est C, a la mettre sous la forme :

M =b + d < Y g
at) ©0 i=1 j:z1(x_ai)]

ou b (x) est un polyndme. Lintégration ne pose alors aucun pro-
bléme. La seule difficulté, et elle est de taille, consiste a trouver les
a;, poles de la fraction rationnelle, ce qui revient a factoriser g(x)
sur C, opération extrémement colteuse (voir § 1.2 et § 4.1). De plus,
on va voir que cette factorisation n’est pas nécessaire a l'intégration.

En fait le calcul formel utilise la propriété suivante :

toutes les fractions rationnelles a coefficients dans un corps K
admettent une primitive exprimée a l'aide d’une fraction ration-
nelle a coefficients dans K et d'une somme de logarithmes de poly-
némes a coefficients dans une extension algébrique de K.

En pratique, lorsque K= @, un systtme comme Maple parvient
toujours au résultat et il devrait toujours y parvenir lorsque K est
une extension algébrique de Q.

Exemples

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle :

1
1T+ XG
ne donne pas ses poles car ils ne sont pas rationnels, mais Maple sait
en calculer la primitive :
int(1/(x"6+1),x);

% arctan(x)—11—2 J3In (= SBx+1)

+ % arctan (2X—J§)+11—2J§ In (X2+ J3x+1)

+ % arctan (2x + +/3)

Dans le cas suivant, le calcul de la primitive de :

24X+ x°
fait intervenir des nombres algébriques de degré 5. Maple donne le
résultat en fonction des racines d'un polynéme du cinquiéme degré
dont on ne sait pas trouver une expression analytique des racines,
mises sous la forme RootOf (...) :
int(x/(2+x"2+x"5),x);

2

R=%1

50216 L4 12554 3 18 2 1 197
_RIn %(+ 55 _R %5 _R 5_H +2_R+5d:I

%1:= RootOf(25108 _Z°-45 _Z°-5 _7%+5 _Z+1)
Le résultat précédent signifie que I'on fait la somme pour _AR parcou-
rant I'ensemble des racines du polynéme 25108 _Z°-45 73 -5 _72

+5_Z+ 1 (polynébme en la variable _Z). Cela montre, en particulier,
qu'il n"y a pas d'expression analytique plus simple de la primitive.
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2.1.2 Fonctions élémentaires

La classe des fractions rationnelles est incluse dans la classe des
fonctions élémentaires. Pour toutes les fonctions de cette derniere
classe, le calcul formel dispose d’'un algorithme de recherche de
primitive. L'algorithme meéne soit a une primitive, soit a la preuve
qu’une primitive élémentaire n’existe pas.

Les fonctions élémentaires sont les fonctions baties a partir des
fractions rationnelles a coefficients dans un corps K (en pratique
K= Q) par application répétée de I'exponentielle, du logarithme,
des opérations +, x , —, + et de I'opération de cléture algébrique.

Exemple : I'ensemble des fonctions élémentaires sur Q(x)
) . [3 . L .
contient la fonction 3/x° =1 , solution de I'équation y3 -x341= 0, et
la fonction In (x® + x + 1). Il contient aussi les fonctions trigonométri-
ques car, par exemple :
ix —ix
sinx = &——&
2i
i étant obtenu comme solution de x2 + 1 = 0.

De méme les fonctions trigonométriques inverses sont élémen-

taires. Par exemple,

- byt
arctan x = 5 In 00

Pour une fonction élémentaire, le principe de Liouville (vers
1875) donne la forme de sa primitive, si cette derniére est elle aussi
élémentaire, et le théoréme de structure de Risch (1969) fournit un
algorithme qui permet de décider si une fonction élémentaire a
une primitive élémentaire ou non.

En pratique, cela signifie que si le systeme de calcul formel ne
trouve pas une primitive élémentaire, c’est qu’il n'en existe pas.

L'implantation dans Maple est compléte pour les extensions
purement transcendantes, c’est-a-dire lorsqu’aucune fonction algé-
brique n’intervient. Sinon, certaines primitives sont trouvées par le
systéme, mais il échoue parfois alors qu’une primitive élémentaire
existe.

Exemples

Voici une fonction purement transcendante admettant une primitive
élémentaire, Maple la trouve sans peine :

fi=exp(x"3+1)*(3*x"3-1)/x"2;

3
" D3y - 1)

2
X

fi=

int(f,x);

e(x3+1)

X

Voici une autre fonction purement transcendante et Maple ne
trouve pas de primitive élémentaire, cela prouve donc qu'il n'en existe
pas :
int(1/(1n(x"3+1)),x);

1
—d
jln (X3+1) *

A I'heure actuelle, le seul systeme de calcul formel qui implante
complétement l'algorithme de Risch est Axiom.
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2.1.3 Autres fonctions

Un certain nombre d’intégrales simples ne s’expriment pas a
I'aide des fonctions élémentaires. Vu leur importance dans cer-
taines applications, quelques-unes d’entre elles ont regu un nom et
font partie des fonctions spéciales. Les plus importantes sont la
fonction d’erreur, I'exponentielle intégrale, le sinus intégral et le
cosinus intégral, soit respectivement :

2 (" e et
erf(x) =ﬁ1fo e dt, Ei(n, x) = L 7 dt

X . . X
Si(x) :f SINL Gt Cix) = y+In (ix)_E‘+f cost=1 44
ot 2 0 t
Deux autres fonctions importantes aussi pour l'intégration sont
la fonction de Heaviside qui est nulle pour les valeurs négatives et
vaut 1 pour les valeurs positives, et sa dérivée la fonction de Dirac.

En général, les systéemes de calcul formel connaissent ces fonc-
tions, c’est-a-dire qu’il est possible de les évaluer numériquement,
de les dériver, d’en calculer le développement en série... Il est éga-
lement possible d’en intégrer certaines. Il ne s’agit plus la d'une
classe d’expressions pour laquelle I'intégration est garantie. Ce qui
signifie que, lorsque le systéeme ne trouve pas de primitive d'une
expression comportant des fonctions spéciales, cela n'équivaut pas
a une preuve de l'inexistence d'une primitive dans cette classe.
Cependant, quelques heuristiques permettent au systeme d’inté-
grer certaines de ces fonctions ou de les utiliser pour exprimer des
primitives de fonctions élémentaires.

Exemple : Maple peut calculer la primitive suivante :
f:=sin(x"2+1)/x%;

sih(x2 +1)
X

int(f,x);
% cos (1) Si (x2)+1i sin (1) Ci (x?)

Il faut aussi noter qu'il est souvent utile d’aider le systeme de
calcul formel a trouver une primitive, en particulier, en utilisant
I'intégration par parties ou bien des changements de variables.
Cela peut parfois permettre de ramener la fonction dont on
cherche la primitive dans une classe de fonctions que le systéme
de calcul formel sait intégrer.

Exemple : la primitive de arcsin x est facilement obtenue par
Maple (fonction élémentaire mais non purement transcendante) :

int(arcsin(x),x);

x (arcsin x) + /1 —x?

mais Maple ne parvient pas a calculer celle de (arcsinx)? :

i:=int(arcsin(x)"2, x);

= f(arcsin x)zdx

Comme la dérivée de arcsin x est 1/4/1 —XZ, I'intégration par par-
ties vient facilement & bout de cette intégrale et plus généralement de
celle de (arcsin x)”. On intégre deux fois par parties, en donnant
comme arguments a la fonction Maple intparts du package student
I'intégrale a calculer et la partie u(x) a dériver de la formule d'intégra-
tion par parties :

fu(x)v' (x)dx = u(x) v(x)—Ju’(x) v(x)dx.
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student[intparts](i,arcsin(x)"2) ;

(arcsin X)ZX—f2 M dx

1-X

student[intparts](",arcsin(x));

(arcsin x)zx+ 2(arcsin x)4/1 - +f—2 dx
value(");

(arcsin x)2x+ 2(arcsin x)Al1 —x*—2x

2.2 Intégrales définies

Pour calculer :

J:f(x)dx

la méthode classique consiste a calculer une primitive F(x) de
f(x), puis a effectuer F(b) — F(a), ou bien dans le cas des intégrales
impropres :

lim F(x) —lim F(x).

X b x-a

Il est a noter que ce dernier cas ne pose, en général, pas de pro-

bleéme particulier. De plus, la plupart des systémes de calcul formel
savent calculer un certain nombre d’intégrales impropres autres
que celles dont ils savent calculer la primitive.

Cette méthode n’est pas valide sans quelques hypothéses sur f.
La vérification de ces hypothéses pose parfois de probleme aux
systémes de calcul formel.

Une premiére difficulté est la détection de singularités dans
I'intervalle d’intégration. Dans ce cas, le systéeme de calcul formel doit
les repérer sous peine d’obtention de résultats faux. Cela ne peut pas
toujours marcher parfaitement et |'utilisateur doit étre trés prudent.

Dans les deux exemples suivants. Maple donne un résultat juste
dans le premier cas, alors que, dans le second cas, il donne un résul-
tat faux car il ne se rend pas compte que le dénominateur de la fonc-
tion s'annule deux fois. Ici, le tracé de la courbe correspondante peut
aider a la recherche rapide des singularités :
int(1/x%2, x=-1..1);

0
fi=(2*x*exp(xX)+x"2%exp(x)—2)/ (X" 2*exp(x)—2*x—1);
o= 2xe* + XzeX—Z
xXe*—2x-1
int(f,x=—1..2);
In (46?2 -5)—In (e + 1)

Une autre difficulté est le choix de la bonne branche des fonc-
tions multiformes. Ce probléme est aussi apparu dans le cas de la
simplification (8 1.1.3 et § 1.4.3) et il peut apparaitre lors de I'intégra-
tion de fonctions complexes. En effet, les fonctions obtenues lors de
I'intégration peuvent, par exemple, étre définies a k tprés et le sys-
teme de calcul formel peut trés bien prendre des déterminations
non compatibles lors des calculs.

Exemple : dans le cas suivant, le résultat donné par Maple est
faux (la vraie valeur est 0) :

f: :=1/(1+(x+2*1)"2);

o 1
f.——2
1+ (x+2I)

int(f,x=—infinity..infinity);
s

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales



Outre les fonctions dont ils savent calculer la primitive, les sys-
temes de calcul formel peuvent, en général, calculer plusieurs
classes d’intégrales définies. Cela dépend des systémes.

Exemple : Maple sait calculer un certain nombre d'intégrales
elliptiques ainsi que les intégrales d'autres fonctions comme dans le
calcul suivant :
f:=exp(1—x"2)/x;

&(1=¥)

X

int(f,x=1..infinity);
L eEi(1n)
3 ,

Le résultat estdonné en fonction de I'exponentielle intégrale (8 2.1.3)
dont il est facile d'obtenir |'évaluation numérique.

2.2.1 Transformées intégrales

Les transformées intégrales sont un cas particulier d’intégrales
impropres a un parameétre que les systemes de calcul formel cal-
culent en recherchant dans une table.

Les transformées les plus connues sont la transformée de
Laplace et la transformée de Fourier qui sont respectivement défi-
nies par:

L(s) = fo f(te *'dt et F(s) = f_m f(t)e .

Ces transformées sont trés utiles dans des domaines comme
I"'automatique ou le traitement du signal.

Exemple : on veut trouver la fonction f(t) solution de I'équation
intégrale :

t
sint = 1+foexf(t—x) dx, t >0.

On va utiliser pour cela la transformée de Laplace et sa transformée
inverse.

En Maple cela donne :
eqg:=sin(t)=1+int(exp(x)*f(t—x),x=0..t):
laplace (eq,t,s);

1 _ 1, Laplace (f(1), t, 5)
S s—1

s2 41
solve(",laplace(f(t),t,s));
0 1 10
B—Z—————-D(S—U
k“+1 sO
invlaplace(",s,t);
—Dirac (t) + 1 + cos (t)—sin (1)

La solution est donnée en fonction de la fonction de Dirac.

2.2.2 Intégrales multiples

Les intégrales multiples, doubles ou triples, interviennent en
physique ou en mécanique pour calculer des aires, des volumes,
des masses, des moments d’inertie...

Les systemes de calcul formel ne disposent généralement pas
d’intégrateur multiple. 1l faut utiliser plusieurs fois l'intégration

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'lngénieur, traité Sciences fondamentales

CALCUL FORMEL

simple. L'ordre des intégrations peut jouer un réle important et
I'utilisateur doit le définir.

Exemple : pour calculer I'intégrale double :

ff(x2+ y2) dx dy

sur le domaine défini par (0 < x< h, y2 -2 px<0), ce qui revient a
calculer :

[N
o) _raox (x“+y") dydx,
il faut exécuter en Maple :

int(int(x"2+y”"2,y=—sqrt(2*p*x)..sqrt(2*p*x)),
x=0..h);

4 (pW*?./2 (15h + 14p)
105 pz

Il ne faut cependant pas étre trop optimiste concernant I'usage
du calcul formel pour les intégrales multiples. Dans la plupart des
cas, le systeme ne parvient pas a calculer une forme explicite. En
revanche, I'obtention d’une formule pour un ou deux niveaux
d’intégration présente l'intérét de pouvoir réduire considérable-
ment la durée d'une évaluation numérique.

2.2.3 Intégration numérique

Tout systeme de calcul formel permet I'intégration numérique en
utilisant les méthodes classiques des intégrateurs numériques.
Cela est donc réalisable pour des intégrales que le calcul formel ne
sait pas calculer.

Cependant, il faut étre réaliste et savoir que, comme tout calcul
numérique (§ 5), le temps de calcul est généralement long.

Mais le calcul numérique d’intégrales peut avoir son utilité, pour
vérifier par exemple des calculs de primitives ou d’intégrales défi-
nies, ou dans le cours d'un long calcul formel.

Le calcul matriciel est un domaine ou le calcul formel peut
apporter beaucoup. En effet, au-dela de matrices 3 x 3, il devient
difficile de réaliser des calculs a la main. La complexité de ces
calculs n’est pourtant pas tres élevée, ce qui permet aux systémes
de calcul formel de résoudre des probléemes de taille assez impor-
tante.

La plupart du calcul matriciel en Maple se fait dans un package
appelé linalg. Pour éviter d'utiliser le nom du package chaque fois
que I'on utilise une fonction de celui-ci, il est possible de le charger
une fois pour toutes a l'aide de la commande with (linalg). C'est ce
que nous supposerons dans tout le paragraphe.

3.1 Calculs de base

Tous les systemes de calcul formel permettent de réaliser les
calculs de base sur les matrices et les vecteurs qui sont la somme,
le produit, I’'élévation a une puissance et le calcul de l'inverse.
Seule la syntaxe change d'un systéme de calcul formel a un autre.
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Exemple : en Maple, pour créer une matrice de Wandemonde
3 x 3, un vecteur et en réaliser le produit, on fait :

m:=matrix(3,3,(i,j)->x.1i"(j=1));

1 x1 x1?
m=11 x2 x2*
1 x3 x&
v:=vector([1,2,3]);
vi=[123]

evalm(m &*v);

1+ 2x7 + 3x12 1+ 2x2 + 3x22 1+ 2x3 + 3x32]

Le troisieme argument de la commande matrix est une fonction qui
crée les éléments de la matrice et la commande evalm permet d'éva-
luer une expression matricielle. L'opérateur « - » est |'opérateur de
concaténation de chaines de caractéres et la multiplication matricielle
est exprimée par &*.

On calcule de méme facilement I'inverse de cette matrice que I'on
factorise élément par élément (c’est la fonction map qui permet
d'appliquer la fonction factor a tous les éléments de la matrice), ainsi
que le déterminant factorisé :

map (factor,evalm(m”(=1)));

x3x2 x1x3
[(— x3+Xx1)(- X2+ x1)" " (- x3+ x2)(- x2+x1)’
x1x2 }
(= x3+ x2)(— x3+ x17)
X2+ x3 X1+ x3
[_ X3+ x1)(= x2+x1y (= x3+x2)(= x2+ xT)
X1+ x2
T (- x3+x2)(- X3+X7)}

1 1
[(— X3+ x1)(=x2+ x1)~ (- x3+x2)(= x2+ x1)’

1
(- x3+x2)(- x3+x7)}
factor(det(m));

— (= X3+ XA (= x3 + x1)(-= x2 + x1)

Il faut noter que ces calculs ne sont limités que par la capacité
de la machine utilisée en place mémoire et en temps de calcul, et
qu’il ne faut pas espérer calculer I'inverse d'une matrice pleine
au-dela d'une dimension 10 x 10.

3.2 Résolution de systémes linéaires

Une des applications importantes du calcul matriciel est la réso-
lution d'un systéme linéaire d’équations de la forme Ax= b. Dans
la plupart des applications, la matrice A est numérique et de
grande taille. Pour de gros systémes, il n’existe pas d’autre recours
que les techniques du calcul numérique qui permettent de traiter
des systemes denses de taille 100 x 100 et des systémes creux de
taille 1 000 x 1 000. Les systémes de calcul formel ont peu a propo-
ser pour des probléemes de cette taille. Cependant, les techniques
numériques sont souvent sensibles aux instabilités, défaut dont ne
souffrent pas les méthodes symboliques. En outre, ces méthodes
ne sont pas limitées a des systémes a coefficients numériques.

En général, les systemes de calcul formel permettent de résoudre
les systémes linéaires donnés sous la forme d’équations ou sous
forme matricielle.

C’est sous cette derniére forme que I'on traite I'exemple suivant
en Maple:
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A:=matrix([[-6,—2*t—6,—t—3,—t—3],
[—2*t—6,—6 ,—t—3,—t—3], [t+3,t+3,-3,2*t+6],
[t+3,t+3,2*t+6,-311]);

-6 -2t-6 -t-3 —-t-3
-2t-6 -6 -t-3 -t-3

t+3 t+3 -3 2t+6

t+3 t+3 2t+6 -3

A=

b:=vector([t,—t,1,4]);
b:=1[t -t 1 4]

linsolve(A,b);

[_1_2t+15 _18t+15 15t +57t+135

6 ¢ 6 ¢ 37 (2t+9)t
15r2+481+135J
37 (2t+ 9t

Une méthode, que I'on n’emploie jamais en calcul numérique,
consiste a calculer I'inverse de la matrice A avant de réaliser le

produit A™'b. Le principal intérét de ce calcul relativement cofiteux
est qu’il réduit les résolutions ultérieures a un simple produit de
matrices. Cette méthode peut étre préférable dans le cas de nom-

. 3 . z >
breuses résolutions correspondant a différents vecteur p.
Il est possible d’appliquer cette méthode a I'exemple précédent.

IA::=evalm(A~(-1));

1A= [ﬂ_lﬁﬁ,_lﬂ,_lﬂJ

[1_ t+31t+319t+27+1° 1 12r+27+r2]
6 ¢ '6 t '3 «2t+9) '3 1(2t+09)

[1_ t+3 1 t+3112t+27+1° 1_9r+27+r2]
6 ¢ '6 t '3 t(2t+9) '3 t(2t+9)

evalm(IA &*b);

12t+15 _18t+15 15t +57t+135

[ 6 ¢ 6 ¢ 37 @t+ot
15t2+48t+135J
37 @9t

La matrice inverse ainsi obtenue peut étre, par exemple, trans-
formée en code Fortran et utilisée dans des programmes numé-
riques (85.2).

3.3 Calcul de valeurs propres

Le calcul de déterminants symboliques permet celui de polynémes
caractéristiques. La connaissance de ce polynéme fournit de nom-
breuses informations sur la matrice, en particulier sur sa diagona-
lisation.

Le calcul de ce polynéme pour la matrice de I'exemple précédent
(8 3.2) est treés facile en utilisant un systeme de calcul formel. On
peut en calculer le discriminant, qui donne des informations sur la
multiplicité des racines. En effet, la condition pour qu’un polynéme
n’ait pas de racine multiple est qu'il n'ait pas de racine commune
avec sa dérivée. Cette information est donnée par le résultant du
polynéme et du polynéme dérivé, appelé le discriminant (8 4.1).
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Exemple :
charpoly (A, lambda) ;

10812 + 2413 + 81A2 =216 tA =36 A t2 - 24 t A2 + 18 AS + A% — 4A%¢2
factor(discrim(",lambda));

768 t* (t+ 3)* (4t + 9)% (8t + 27)

De cela il découle que, pour t0O0{-27/8,-3,-9/4,0} , le poly-
néme caractéristique n'a que des racines simples et donc que la
matrice est diagonalisable pour toutes ces valeurs de t.

Le calcul des valeurs et vecteurs propres d'une matrice, a coef-
ficients symboliques ou non, revient a trouver les racines du poly-
ndme caractéristique puis a résoudre un systeme linéaire. Les
systémes de calcul formel sont donc restreints dans ce domaine a
leur capacité a résoudre de telles équations (8 4.1).

Exemple : dans le cas de la matrice précédente (8 3.2), le calcul
des valeurs propres ne pose pas de probleme :
eigenvals(A);

2t -2t-9, - g-%A/m T 24t - g+%ﬁ/81 T 24t

Indépendamment de [l'utilisation des valeurs propres pour un
grand nombre de problémes qui apparaissent en physique et en
automatique par exemple, I'obtention de la forme de Jordan d’'une
matrice a des applications pour le calcul des puissances et de
I'exponentielle d’'une matrice. La forme de Jordan d’une matrice a
coefficients complexes existe toujours et est diagonale quand la
matrice est diagonalisable. Le calcul de cette forme requiert la
détermination des vecteurs propres.

L'exponentielle d'une matrice intervient lors de la résolution de
systemes différentiels linéaires a coefficients constants. Un tel sys-
téme s'écrit :

ax() _

1 = AX(,  X(0)donn,

ou X(t) est un vecteur (x¢(t), ..., xy(t)) d’ordre n et A est une
matrice n x n indépendante de t. L'unique solution de ce systeme
est donnée par:

X(t) = etAX (0).

L'exponentielle de la matrice est définie par son développement
en série :

“_ g LA
o K
avec A%=] la matrice identité.
La forme de Jordan intervient lors du calcul des AX.

En général, les systemes de calcul formel ont une fonction qui
permet de calculer directement I'exponentielle d’'une matrice.

Exemple : on peut appliquer cela a la résolution du systeme diffé-
rentiel suivant :
Ox'(1) = 3y(t)—2(1)
gy'(t) = x(t)—y(1) + 22()
Hz(t) = x(1) + (1)
A:=matrix( [ [0131_111 [11_11211 [11011] ] ):

exponential(A,t);

CALCUL FORMEL

20 _ (=1 QU]

[2 e(_t)+%e(2t), e +2te" 7,

1
3

wWi—=

% o0 _ % e(—r)_zm(—r)}
E o0 _ % e(—r)é e“”+% o0 _ 4D

% o280 _ % LN fe(_t)J
[% 20 _ 1§ eH),% e(2t)_1§ eC0_ 10,

% e % e(21)+te(2t)}

Et on obtient la matrice qui donne la solution du systéme.

3.4 Applications

Les deux petites applications ci-aprés rendent compte de I'utilité
pratique du calcul formel dans le domaine du calcul matriciel.

3.4.1 Automatique

Un grand nombre de systémes dynamiques en automatique sont
décrits par:

Ox = f(X, U)
ay = g(X, U)

ou X, Y et U sont des vecteurs représentant I'état, la sortie et la
commande du systéme. X représente la dérivée de X par rapport
au temps. Lorsque f et g ne sont pas linéaires, il est souvent utile
d’obtenir le systéeme correspondant linéarisé autour d'un point de
fonctionnement (Xg, Up) :

OX = AX+BU
gy = CX+ DU

ou A, B, C et D sont les matrices jacobiennes de f et g par rapport
a X et U en (XpUy). (La matrice jacobienne du vecteur
(f1(X), ..., fp(X)) par rapport au vecteur (X, ..., X,,) est la matrice
dont I'élément (i, j) est (6f,-/an).

Exemple : pour fixer les idées voici les calculs mis en jeu pour le
systéme consistant en un pendule inversé sur un chariot mobile
(figure 7). Les équations du pendule sont les suivantes :

D¢y = x,

O- ) 2 V=X
X2 = [ug +,/my (sin (x3)x5—cos (x3)D)1/(my+mg) O

0. V2 = X3
o =

avec

g 1. 2, 2

%34 =-3 [sm(x3)cos(x3)qu4+Wsm()@)mbg—qmcos(xﬁuq
|

qu = mb/(mb+mc)

g 4 2

Bd = é—qmoos(xg)
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ou X1, Xy, X3 et x4 correspondent respectivement a la position du cha-
riot, a sa vitesse, a I'angle 8 du pendule avec la verticale et a sa vitesse
angulaire, my, et m, sont respectivement les masses du pendule et du
chariot, € est la longueur du pendule, g est I'accélération due a la
pesanteur. La commande uy représente la force avec laguelle le chariot
est poussé ou tiré.

Le calcul en Maple donne :
x:=vector(4): u:=vector(l): gm:=mb/(mb+mc):
c3:=cos(x[3]): s3:=sin(x[3]): d:=4/3—gm*c3"2:
D4:=(—s3*c3*gm*x[4]"2+2/(mb*1)*
(s3*mb*g—qm*c3*u[1l]))/d:
f:=vector([x[2],(u[l]+mb"(1/2)*(s3*x[4]"2—c3*D4))
/(mb+mc), x[4],D4]):
g:=vector([x[1],x[3]]):ini:=[seq(x[1]=0, i=1..4),
u[1]=07]:
seqg(map(simplify,i),
i=subs(ini,zip(jacobian, [£f,f,q,9],[%x,u,x,u]l)));

0 1 0 0 0
0 0 - g./mb +4¢mc+6.Jmb
(mb+4mc)e , € +4me)(mb + mc),
00 0 1 0
00 6 g(mb + mc) 1
(mb+4mc)e (mb+4mc)e
1 0 0

N H

Le calcul est trés rapidement réalisé et les matrices peuvent étre
maintenant utilisées pour d'autres opérations, en particulier pour la
commande du chariot, par exemple, pour que le pendule reste vertical.

uy

Figure 7 - Pendule inversé sur un chariot mobile

3.4.2 Mécanique

La mécanique a été I'un des premiers domaines de prédilection
pour l'utilisation du calcul formel, en particulier la mécanique
céleste ou les calculs sont trés rapidement inextricables. Il existe
d’ailleurs des systémes de calcul formel spécialisés pour ce
domaine.

L'exemple le plus frappant et le plus célébre est celui du calcul
du mouvement de la Lune par Delaunay au XIX® siecle qui lui a
demandé plus de 10 ans pour une formule de 138 pages. Actuelle-
ment, le méme calcul se réalise en quelques minutes.

Nous allons traiter ici un exemple qui montre déja la difficulté
des problémes mécaniques, méme dans un cas simple.

Un autre exemple plus complexe, en mécanique, faisant interve-
nir les équations de Lagrange, est donné dans le paragraphe 5.3.
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Exemple : nous souhaitons calculer la matrice d'une rotation de
|'espace a trois dimensions donnée par un vecteur directeur U uni-
taire de son axe et par son angle a mesuré en utilisant I'orientation
définie par 7. Un vecteur quelconque V est transformé par cette rota-
tion en:

. - -
cosav + sina (U D7) +(1 —cosa)(ﬁ- N

ol Oreprésente le produit vectoriel et - le produit scalaire.
En Maple cela donne :

u:=vector([p,q,r]):

basis:=vector([1,0,0]),vector([0,1,0]),
vector([0,0,1]):

R:=augment (seq(evalm(cos(alpha)*v+sin(alpha)*
crossprod(u,v)
+(1l—cos(alpha))*dotprod(u,v)*u), v=basis));

2

R:= [cos(a) + (1 —cos(a) p?, —sin(a) r+ (1 —cos(a))p g,

sin(a)g + (1 —cos(a))p rl

[sin(ar)r + (1 - cos(a))p g, cos(a) + (1 - cos(a))g?,
—=sin(a)p + (1 —cos(a))qg r]

[-sin(a)g + (1 = cosla))p r, sinla)p + (1 = cosla)gr,
cosla) + (1 = cos(a))r?]

Mais, en dimension 3, on utilise souvent les coordonnées sphériques.
Le vecteur unitaire U s'écritalors plutdt (singcosé, singsing, cosy). Les
calculs deviennent rapidement infaisables a la main comme le montre
la premiéere colonne de la nouvelle matrice R :

col(subs([p=sin(phi)*cos(theta),
g=sin(phi)*sin(theta), r=cos(phi)],"),1);

[cos(a) + (1 — cos(a)) sin(g)? cos(6)? sin(a) cos(g)
+ (1 = cos(a)) sin(@? cos(6) sin(8)
- sin(a) sin(¢) sin(6)
+ (1 = cos(a)) sin(g) cos(8)cos(@]

Méme si I'on connait I'axe de la rotation et que la seule inconnue est
son angle a, I'expression reste compliquée, surtout si I'on se met a
composer des rotations d'axes différents.

La résolution d’équations ou de systémes d'équations est au
coeur de la plupart des problemes qui se posent a I'ingénieur. Dans
ce domaine, la calcul formel peut jouer un role non négligeable.

4.1 Equations non linéaires

Nous avons déja vu (8 3.2) la résolution des systéemes d'équa-
tions linéaires. Nous parlons ici des équations et des systémes
d’équations non linéaires.

Dans tout systeme de calcul formel existe généralement une
fonction qui permet de résoudre ces types de problemes; en
Maple, elle s’appelle solve.

Cette fonction permet de résoudre les équations polynomiales
de fagon exacte jusqu’au degré 4. Si I'on a de la chance, selon le
type de polynébme, on peut les résoudre pour des degrés supé-
rieurs, méme si le polyndme est irréductible comme celui de
I'exemple ci-apres.

4x8+48x7 +256x8+792x5 + 1590x%+2196x3 +2 104x2 + 1 290+ 459
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Exemple : Maple résout ce polynébme sans probleme :
solve (4*x"8+48*x"7+256*x"6+792*x"5+1590*x" 4+
2196*x"3+2104*x"2+1290*x+459,%);

+1§«/— 1+2.4J-18+ /13,
%A/— 1+24J- 18+ ./13,
J-1-2./-18+./13,
- %J— 1-2/-18+ /13,
+2dc1+ 2018 3,
%«/— 1+24-18-13,
+1§A/-1— 2.~ 18~ .13,
J-1-2/-18-/13

Mais, en regle générale, les solutions exactes de polynémes de
degré supérieur a deux présentent peu d’intérét. Il vaux mieux se
demander ce que I'on cherche a faire avec ces solutions, et un cal-
cul de résultant ou une résolution numérique permettent souvent
d’aboutir au résultat.

C’est ce qui a été fait dans un exemple (8 1.2).

Lorsque I'on a un systeme d’équations non linéaires, le pro-
bléme de la résolution devient beaucoup plus difficile. Dans le cas
ou I'on a des équations polynomiales, on peut utiliser le calcul de
résultants si I'on a deux équations (8 1.2).

NIW NIW NIW NIWw NIW NIw NI NIw

+

NI—

1
2

Mais il existe un outil puissant qui permet d’aider a la résolution
de ces équations, ce sont les bases de Grobner ou bases
standards. Le but n’est pas ici de décrire exactement cet outil, il
existe pour cela des livres plus détaillés ; nous ne donnons qu’un
exemple d’utilisation.

Principe : en partant d'un systéme de polynémes, on peut trouver
(ou déduire) d’autres polyndmes plus simples qui s’annulent aux
mémes points que ces polyndmes. On obtient ainsi un systéme de
polyndmes plus simples (du point de vue du degré des polynémes).
comme il y a généralement plusieurs monémes de chaque degré
dans le systeme de départ, il faut choisir dans quel ordre on décide
de les annuler. Une base de Grobner est un systeme déduit du sys-
téme de départ, ou I'on ne peut plus effectuer aucune réduction
compte tenu de I'ordre choisi. Cette base est unique.

B 0 ]

L J e

2 2

Figure 8 - Surface x=uv,y=u+v,z=u
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Cet outil permet alors éventuellement d’éliminer des variables et
de répondre aux questions suivantes :

— le systéeme d’équations a-t-il une solution (sur C) ?;

— le systéme a-t-il un nombre fini de solutions (sur C) ?

Les deux fonctions Maple solvable et finite du package grobner
permettent de répondre a cette question, alors que, lorsque la
fonction générale de résolution de systémes ne trouve aucune
solution, on ne sait pas s’il n’y en a pas ou bien si elle n'en a pas
trouvé.

Exemple : le systeme d'équations suivant a un nombre fini de
solutions, mais il n'en a plus aucune si I'on ajoute une équation :
sys:={x"2+y"2+2"2+1,x"2+2*y"2—y*z—1,x+2"3-1};

Sys:={X2+y2+ 7241, X242 P—yz—1 , x+ -1}
grobner[finite] (sys);

true
sys:=sys union {x"3+2*x*y—2};

sys::(x2+y2+22+1,x2+2y2—yz—1,x3+2xy—2,x+z3—1}
grobner[solvable] (sys);

false
Mais cela ne permet pas de trouver la ou les solutions.

L'élimination d’'une ou plusieurs variables d'un systéeme d’équa-
tions polynomiales a des applications pratiques en géométrie.

Exemple : la surface représentée sur la figure 8 a été tracée grace
a la représentation paramétrique :

x=uv, y=u+v, z=u?-v2
On peut obtenir une relation entre x, y et zainsi, ol plex correspond
a l'ordre choisi (ici purement lexicographique sur les variables) :

sys:={x—u*v,y—(ut+v),z—(u”*2—v"2):}

grobner[gbasis](sys,[u,V,X,y,2],plex);

Fy+u+ v,2v2—y2+z+ 2x, z— y2+2vy,
-yZ+ y3—4xy+ 2vz, 22 - y4 +4y2x]

Le dernier polyndme de cette base (et lui seul) ne fait apparaitre ni u,
ni v, et donne donc I'équation cherchée.

Il faut savoir aussi que ces calculs de bases de Grobner sont trés
colteux.

4.2 Equations différentielles

La résolution des équations différentielles ordinaires est un
domaine majeur du calcul scientifique. Ici aussi, les résolutions
sont essentiellement numériques et de nombreuses méthodes ont
été développées pour en rechercher des solutions approchées par
le calcul numérique et il en existe un grand nombre de trés perfor-
mantes. Mais ces méthodes se dégradent généralement loin des
conditions initiales ou en présence de singularités. En revanche,
bien que couvrant un champ beaucoup plus restreint, le calcul for-
mel, par la recherche de solutions exactes ou sous la forme de
développements en série, permet parfois d’éliminer ce défaut.

Il existe aussi des techniques de recherche de solutions analy-
tiques approchées d’équations différentielles; les systémes ne
fournissent pas d’outil spécialisé, mais les méthodes s’apparentent
a la recherche de développements de solutions. Il en va de méme
pour les équations aux dérivées partielles, qui sortent encore du
champ d’application du calcul formel.
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4.2.1 Solutions exactes

La recherche de solutions exactes, c’est-a-dire exprimées en
termes de fonctions élémentaires, consiste essentiellement a déter-
miner si I'équation appartient a I'une des classes d’équations que
I'on sait au moins partiellement résoudre ou simplifier, ou si elle
peut s’y ramener par un changement de variables. Les classes
d’équations reconnues varient d’un systéme de calcul formel a
I"autre. Cependant, les équations suivantes sont généralement
reconnues (y est la fonction inconnue, x la variable de dérivation) :

— équations linéaires :
aplx)yPlx) + arlx)yP = Nix) + .+ aylx)y(x) = bix) ;
— équations homogenes :
Pixy(x)y'(x) + Q(xy(x)) =0,

avec P et Q homogeénes en x,y de méme degré ;

— équations autonomes : x n'apparait pas dans |I'équation ;

— équations de Riccati :

y'(x) = a (x)y2(x) + b (x)y (x) + ¢ (x) ;

— équations de Bernoulli :

y' (x) + P(x)y(x) = Q(x)y"(x);
— équations de Clairaut :
fixy"(x) - y(x)) =gly'(x);
— équations d’Euler :

n-1

agx"y!M(x) + a;x" =Ty =V(x) + .+ a,y(x) =0.

Les systémes de calcul formel possédent des procédures spécia-
lisées qui leur permettent de simplifier ces équations, parfois
jusqu’a la solution. Cela ne dispense cependant pas I'utilisateur de
connaitre ces équations, car, lorsqu’un systéme n’arrive pas a les
résoudre, on ne bénéficie pas de ses efforts intermédiaires pour les
simplifier. Il faut alors faire les changements de variables adéquats
a la main pour aider le systeme dans les derniéres étapes, ou pas-
ser a une étude numérique.

Exemple : I'équation est autonome :
()2 =(1+y22 y(0) =y'(0) =1.

En Maple, la résolution est donnée par I'utilisation de la fonction
dsolve. Noter que I'on donne a la fonction les conditions initiales, sinon
des constantes apparaissent dans la solution.

deq:=diff(y(x,x$2)"2=(1+diff(y(x),x)"2)"3:
dsolve({deq,y(0)=1,D(y)(0)=1},y(x));

y(x) =1 lx2+xﬁ—%+1§f2+1,

y(x) = -1 o= x 2—%—1—ﬁ+1
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Ici encore, comme pour le calcul d’intégrales, lorsque le systeme
n‘arrive pas a résoudre I'équation différentielle, I'utilisateur doit
I'aider pour éventuellement ramener cette équation dans une
classe connue par le systeme.

Exemple : Maple n'arrive pas a résoudre |I'équation :
y"=yy'Ix
eq:=diff(y(x),x,x)=y(x)*diff(y(x),x)/x:
dsolve(eq,y(x));

Cependant, comme cette équation est invariante par le changement
de variable x — ax, on a intérét a changer x en e, ce qui la transforme
en une équation autonome. En Maple, cela se fait de la fagon suivante :

subs (y(x)=Y(1ln(x)),eq):
subs ({ln(x)=t,x=exp(t)},");

DY DN - (YD)

€ @y ("’

map (numer, ") ;

D(Y)(t) - DIY)(E) = V(DY)

dsolve(",Y(t));
o 2Y(H)+2n
arctan & ————

L p_c1-1U

t=2 - _C2
[2_C1-1
Il ne reste plus qu'a effectuer le changement de variable inverse :

subs (t=1n(x),solve(",Y(t)));

g 1 1 g
Gan L n(x).2 Cl-1+= C2.2 Cl-18————1
o 2 U o ci-1o

2 _C1-1

ce qui montre que les solutions de I'équation différentielle sont de la
forme
y=atan(aln (x)/2 + b) - 1.

Les systemes de calcul formel peuvent aussi résoudre des sys-
temes d’équations différentielles, principalement les systémes
linéaires.

On a déja vu une méthode pour résoudre les systémes d’équa-
tions différentielles linéaires du premier ordre (8§ 3.3).

4.2.2 Développements en séries

Bien qu’il ne soit pas possible en général de résoudre exacte-
ment une équation différentielle, un certain nombre d’informations
exactes peuvent étre obtenues directement en partant de I'équa-
tion. C'est le cas, en particulier, pour les développements en série
de Taylor et pour certains calculs asymptotiques. Dans ce domaine,
on peut donner I'exemple suivant.
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Exemple : on considere I'équation :

y' =sin (x) + xy2(x), y(0) =1,
ce qui se traduit en Maple par :
deqg:=diff(y(x),x)=sin(x)+x*y(x)"2:

La courbe correspondante est représentée sur la figure 9. Il y appa-
rait un comportement singulier vers x = 1,2. Notre objectif est de trou-
ver le développement de cette fonction au voisinage de cette
singularité.

On ne sait pas calculer de solution explicite de cette équation, pas
plus gu'une expression formelle de la singularité, qui dépend de la
condition initiale y(0) = 1. Nous poursuivons donc le calcul en notant
cette singularité par le symbole p. Nous adoptons un procédé heuris-
tique qui consiste a essayer de déterminer si le comportement asymp-
totique de la solution n'est pas dicté par un petit nombre de termes de
I'équation. Dans notre exemple, y(x) tend vers I'infini & sa singularité
(cela se voit sur la figure 9 et il est possible de le prouver rigoureuse-
ment) et donc le terme en sin(x) devient négligeable, ce qui nous
amene a considérer une équation plus simple :

dsolve(diff (y(x),x)=x*y(x)"2,y(X));

1 X
—_— = - =+
Wz
Pour satisfaire la condition y(x) - +0 quand x - p, il faut

G = p2/2, ce qui donne y(x) ~K/(p—- x) au voisinage de p. Cela
suggére d'effectuer dans |'équation de départ le changement
y(x) = 1/ulx) et de chercher un développement de u(x) en série au voi-
sinage de x = p. Pour cela, en Maple, il faut d'abord ramener le point
d'étude a l'origine. On obtient finalement le développement cherché
par :
subs (x=rho—t,eval (subs(y(x)=1/U(rho—x),deq))):
series(subs(dsolve({",U(0)=0},U(t),series),1/U(t)),
t,4):

subs (t=rho—x,");

1
2

Hl=

- L sin (o)p +
1 1,11 o) 2
Sp=x) 45—t P (p = %) +0((p - 0)")
P 2 o P
En d'autres termes, aprés un premier changement de variable,
I'équation différentielle est résolue en série a |'origine, puis le dévelop-

pement en série de l'inverse de la solution est calculé et il n'y a plus
gu'a remettre la variable de départ dans ce développement.

Vi
1= |
8 | ||
[ | |
&
1 _'_/
24 =
: 2
1 T ] 1 ]
0 0% 1 15 2%

Figure 9 - Solution de (y’ = sin(x) + xyz(x), y(0)=1)
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4.2.3 Méthodes numériques

Il est tres difficile de résoudre une équation différentielle explici-
tement, mais il existe de nombreuses méthodes numériques pour
en étudier les solutions. Les systéemes de calcul formel, orientés
vers les calculs exacts, ne sont pas les meilleurs outils pour abor-
der ces problemes. Cependant, il peut se produire qu’une équation
différentielle apparaisse au cours d'un calcul formel et que I'on
veuille poursuivre une étude numérique. Les systémes tirent aussi
parti de leurs capacités symboliques pour mieux gérer les calculs
numériques en cas d’instabilité.

Une étude numérique vise a obtenir les valeurs d’une solution en
un certain nombre de points, ou un dessin représentant une ou plu-
sieurs solutions. L'équation ou le systéme d’équations est généra-
lement accompagné de conditions initiales (les valeurs de la
solution et de ses dérivées en un point) ou de conditions aux limites
(les valeurs sont prises en plusieurs points), généralement aux
extrémités du domaine d'étude. Les systéemes de calcul formel pro-
posent habituellement diverses méthodes de résolution pour ces
problémes, dont la tres classique méthode de Runge-Kutta.

Nous allons voir comment cela se passe en Maple.
Exemple : on considere I'équation :
y' =sin (xy), y(0) = 1.

D'aprés le théoreme de Cauchy, I'existence d'une solution et son
unicité sont assurées sur tout R . On ne sait pas exprimer la solution a
I'aide des fonctions usuelles, mais il est possible d'en calculer des
valeurs. Le résultat de la commande Maple dsolve est ici une fonction
f(x) que I'on peut utiliser pour calculer des valeurs de la solution :

f:=dsolve({diff(y(x),x)=sin(x*y(x)),y(0)=1},y(x),
numeric):
£(0.5),£(1);

[x=.5, y(x)=1.12970777182128090],
[x=1, y(x) = 1.53409989659743085]

On peut aussi obtenir le tracé de la solution d’une équation dif-
férentielle. En Maple, on utilise une commande spéciale de tracé
de courbe.

Exemple : sil'on veut tracer la solution de I'équation différentielle :
y'(x) = xsin xe vl y(0) =1,
on fait :
deq:=diff(y(x),x)=x*sin(x)*exp(—abs(y(x))):
f:=dsolve({deq,y(0)=1},y(x),numeric):
plots[odeplot] (f,y(x),0..20);
La courbe obtenue est donnée sur la figure 10.

Parfois, on parle de calcul formel par opposition au calcul numé-
rique, alors que c’est la collaboration entre les deux qui doit per-
mettre d’améliorer la résolution des probléemes dans le domaine
du calcul scientifique. On peut dire que le calcul numérique est
souvent I'aboutissement du calcul formel, ou bien considérer ce
dernier comme un préprocesseur pour le calcul numérique. C'est
dire si les liens qui existent entre les deux, qui d’ailleurs se déve-
loppent de plus en plus, sont d'une extréme importance.

Nous verrons dans ce paragraphe l'utilisation du calcul numé-
rique a l'intérieur d'un systeme de calcul formel, puis comment
faire jouer a un systeme de calcul formel ce role de préprocesseur,
par la génération de code et par des liens avec les systéemes numé-
riques.
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Figure 10 - Solution de (y’(x) = xsin xe V™, y(0) =1

Pour les exemples en Maple, nous supposons encore ici le
package linalg définitivement chargé (voir le début du 8§ 3).

5.1 Calcul numérique dans un systéme
de calcul formel

Nous avons déja vu (8 1.1.4) que l'on pouvait faire du calcul
numeérique dans un systéme de calcul formel a I'aide de nombres
flottants avec un nombre de chiffres déterminé défini par I'utilisa-
teur, ce qui permet des calculs avec une grande précision.

Intéressons-nous maintenant au temps de calcul. En effet, la
principale faiblesse des systeémes de calcul formel en calcul numé-
rique est leur lenteur. Prenons, par exemple, un calcul classique en
analyse numérique qui est celui des valeurs singulieres d'une
matrice. Les valeurs singuliéres d’'une matrice A sont les racines
carrées des valeurs propres de AA. Le rapport entre la plus grande
valeur singuliere et la plus petite, le conditionnement de la matrice,
quantifie la sensibilité de la solution x du systéme linéaire A x=b
par rapport aux données A et b. La solution est d’autant plus sen-
sible que le conditionnement est grand.

Exemple : calculons les valeurs singulieres d'une matrice numéri-
que 100 x 100 obtenue aléatoirement en Maple :
m:=evalm(randmatrix(100,100)/99.0):
time(evalf(Svd(m)));

31.966

Le résultat est obtenu aprés 32 secondes sur une machine DecAl-
pha 300. Sauvegardons dans un fichier les éléments de la matrice utili-
sée et réalisons le méme calcul dans un systéme spécialisé comme
Scilab (8 5.3) qui exécute en fait des programmes Fortran :

-->m=read(’'matl100.data’,100,100);

-->initimer(),v=svd(m) ; timer()
ans =

0.6

On peut vérifier que les résultats donnés par les deux systemes sont
les mémes, mais le temps de calcul est de 32 secondes avec Maple,
contre 0,6 seconde avec Scilab, soit un rapport de plus de 50.

La lenteur des systemes de calcul formel pour les calculs numé-
riques provient de deux facteurs.

Généralité : les systemes de calcul formel utilisent des structures
de données plus générales que les systemes numeériques, ce qui
leur donne la possibilité de faire des calculs avec une précision arbi-
traire. Mais ces structures plus générales sont plus lourdes a mani-
puler, d’ou un plus grand nombre d’opérations élémentaires.
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Compilation : aucun systéme de calcul formel actuel ne permet la
compilation efficace de I'arithmétique flottante. Lorsque ces instruc-
tions sont élémentaires comme I'addition de deux nombres flot-
tants, la compilation diminue le temps de calcul d'un facteur
pouvant aller jusqu’a 100.

En revanche, dans le cas de la résolution de problémes numé-
riques mal conditionnés ou un langage comme C ou Fortran
manque de précision pour donner la bonne solution, un systeme
de calcul formel peut étre trés utile. Bien sar, il faut que le pro-
bléme ne soit pas de trop grande taille et, que le temps de calcul
ne soit pas une contrainte impérative.

Exemple : reprenons le calcul des valeurs singulieres d'une
matrice, mais pour une matrice de Hilbert, matrice trés mal
conditionnée. En Maple, le calcul avec une précision de 50 chiffres
est aisé :
h:=hilbert(30):
time(assign(v=evalf(Svd(h),50)));

47.366
v[1],v[15],v[16],v[17],v[30];

1.986492568608736347453487131171422755538\
76938069200, .2711239818082338077176\
4993344965366797871366951760107'4, .9\
82963192235731737522290562292476303\
63353503058785107'6, .319144776259661\
50949774017342529486456377251924053107 "7,
.469863654450132020241871889363557 1\
153148836611325810743

Le résultat s'obtient en 48 secondes, et quelques valeurs singulieres
sont affichées ci-avant, dont la plus grande v[1] et la plus petite v[30].

Avec Scilab, le temps est trés court (moins d'un dixiéme de
seconde !) mais seuls v(1) et v(15) sont corrects :

-->for i = 1:30, for j =1 :30, h(i,j) = 1/(i+j-1);
end;end

-->initimer(),v=svd(h);timer()
ans =

0.

-=>[v(1),v(15),v(16),v(17),v(30)]

ans =

! 1.9864926 2.711D-15 1.022D-16 1.465D-17
9.100D-20 !

En effet, les nombres flottants de Scilab, qui sont ceux de la
machine, n'offrent que 16 chiffres de précision, ce qui est insuffisant
ici ot le rapport entre v[1] et v[30] est de I'ordre de 10**. Des résultats
semblables a ceux de Scilab sont obtenus lorsque I'on prend des flot-
tants de 16 chiffres sous Maple.

Les résultats obtenus par Maple ne sont pas nécessairement cor-
rects. La vérification n'est pas simple a réaliser. Le méme calcul avec
100 chiffres de précision donne les mémes 48 premiers chiffres pour
v[1], 37 chiffres pour v[15], 35 pour v[16], 33 pour v[17] et 8 pour v[30],
mais ce n'est en aucun cas une justification rigoureuse.

Il faut cependant noter qu’il est aussi possible, pour un systeme
de calcul formel, d'utiliser des flottants machines ; cela accéléere
I'exécution des calculs, en particulier pour le tracé des courbes (cal-
cul des coordonnées des points). Mais, on n’obtient pas la vitesse
des langages numériques a cause de la structure des données.

5.2 Génération de code

Pour certains calculs numériques, la lenteur des systémes de cal-
cul formel est rédhibitoire et le recours a des langages tels que C
ou Fortran est indispensable. C'est le cas notamment des applica-
tions en temps réel, comme la commande d’une fusée, ol un délai
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de quelques secondes dans la résolution d'un systeme peut s’avé-
rer fatal.

En revanche, lors de la préparation du programme embarqué, un
systeme de calcul formel constitue un environnement trés agréable
pour la mise en équations, car il ne commet pas d’erreur dans les
calculs de dérivées et fournit des optimisations non négligeables.

Depuis un systéme de calcul formel, il est donc important de
savoir produire du code numérique. Il y a deux moyens pour cela :

— la traduction d’'une expression : |'utilisateur insére les expres-
sions traduites dans un programme qu'’il écrit lui-méme ;

— la production de programmes : le systeme de calcul formel
produit un programme complet, prét a étre compilé, a partir d'une
description sous forme de macro-instructions fournie par I'utilisa-
teur.

On prend comme exemple, pour illustrer cette génération de code,
la résolution d’'un systéme non linéaire de n équations a n inconnues
pour un cas précis emprunté au domaine de l'ingénierie, a savoir la
modeélisation d’une cage d’un train de laminage a chaud.

Un train de laminage a chaud a pour but de réduire |'épaisseur d'une
t6le d'acier chaude en la faisant passer entre des cylindres. Le disposi-
tif ol se trouvent les cylindres se nomme une cage et en général la tole
passe a travers un certain nombre de cages successives (figure 11).

Les équations qui régissent le comportement de la cage sont les
suivantes :

F+ay(1- &™)

fL(F hy ®) = h, — S —
a

RET,
hZ

—CkR arctan Jr ———In ﬂD+— In kil
% (/1) th,
f3(F, hy, @) = arctan %D ’EB'E]
2

o, ' T2 p
2[&' D;D*Ara“’ta”(ﬁ) Keh: " kehy)

fo(F, hy, @) = F+

h,—h

avec r :—1————2,
2~ h

& = /1R2,

2

hy = hy+ R,

Les inconnues sont la force de laminage F, I'épaisseur de sortie hy
et I'angle neutre @ (déterminant le point ou la vitesse de glissement de
la téle par rapport au cylindre est nulle). Les autres variables sont don-
nées, en particulier I'épaisseur d'entre hy , les tractions T; et T, le
module de cédage ay, le serrage des vis S, la résistance k du métal a la
déformation et la largeur d'entrée € de la tole. Les coefficients a, et
a3 ont été trouvés expérimentalement par les lamineurs.

Il est a noter que ces équations sont simplifiées car elles ne tiennent
pas compte de la température de la tole. Pour le probleme réel, il faut
en plus résoudre une équation de la chaleur le long de la téle.

5.2.1 Traduction d’expressions

Il est clair que le calcul de la matrice jacobienne du cas choisi est
pour le moins compliqué. En revanche, il est trés facile a réaliser
en utilisant un systéme de calcul formel comme Maple.
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Exemple : a titre de curiosité, I'élément (2,2) de la matrice jaco-
bienne est calculé et affiché ci-aprés :
xi:=sqgrt((hl-h2)/R):
r:=(hl—h2)/h2:
hN:=h2+R*Phi"2:
f:=[h2—S—(F+a2*(l—exp(a3*F)))/al,

F—1*k*R* (Pi*sqrt(h2/R)*arctan(sqrt(r))/2—Pi*xi/4
—log(hN/h2)+log(hl/h2)/2)+R*xi*T1/h2,
arctan(Phi*sqrt(R/h2))—sqrt(h2/R)*
(Pi*log(h2/hl)/4+sqrt(R/h2)*arctan(sqrt(r))
—T1/k/1/h1+T2/k/1/h2)/2]:

Fp:=jacobian(f,[F,h2,Phi]):

Fp[2,2];
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Figure 11 - Cage de laminage

Mais le probléeme peut étre beaucoup plus compliqué qu’une
simple modélisation du laminoir, par exemple, si I'on s’intéresse a
sa régulation. En réalité, il y a généralement sept cages succes-
sives, donc la modélisation demande la résolution des équations
précédentes sept fois de suite ; de plus, le temps intervient et la
simulation doit étre faite a chaque pas de temps. La régulation
demande donc une simulation rapide du systeme, voire en temps
réel, et celle-ci ne peut étre réalisée que dans un langage numéri-
quement rapide comme Fortran ou C.
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Nous allons transformer la matrice jacobienne obtenue ci-avant
en syntaxe Fortran. Tous les systemes de calcul formel disposent
d’une fonction a cette fin. En Maple, la commande fortran réalise
cette transformation. Si son argument est un tableau, tous les élé-
ments sont transformés. Mais, les systemes de calcul formel ont
généralement des possibilités d'optimisation pour éviter de recal-
culer les sous-expressions communes aux éléments de la matrice,
comme ,/h,/R ou hy + R ®? dans le jacobien de I'exemple précé-
dent. Cela introduit alors un certain nombre de variables auxiliaires
qui contiennent ces expressions communes.

Exemple : en Maple cela donne (encadré 1) :

Encadré 1

fortran (Fp, optimized) ;

t8 =1k

t9 = 1/R

tll = sqrt(h2*t9)

tl2 = 1/t11

tl4 = hl-h2

t15 = 1/h2

tl6 = t14*tl5

t17 = sqrt(tl6)

t18 = atan(tl7)

t22 = 1/t17

t23 = h2**2

t24 = 1/t23

t26 = —t15—t14*t24

t29 = 1/(1+tle)

t33 = sqrt(tl4+*t9)

t34 = 1/t33

t37 = Phi**2

t38 = R*t37

t39 = h2+t38

t42 = 1/t39

t54 = R**2

t59 = sqrt(R*tl5)

t60 = 1/t59

t62 = R*t24

t65 = 1/(1+t38*tl5)

t68 = 1/hl

t73 = 1/k

t75 = 1/1

t78 = T2*t73

Fp(l,1) = —(l—a2*a3*exp(a3*F))/al

Fp(1,2) = 1

Fp(1,3) 0

Fp(2,1) = 1

Fp(2,2) = —t8*R*(0.3141593E1*t12*t18%t9/
4+0.3141593E1*t11*t22*t26**t29/
4+0.3141593E1*t34*t9/8—(t15—
t39%t24)*t42%h2—t15/2)—t34*T1*t15/%2—

R*t33*T1%t24
Fp(2,3) = 2*t8*t54+Phi*t42
Fp(3,1) = 0

Fp(3,2) = —Phi*t60*t62*t65/2—
t12*(0.3141593E1*alog(h2*t68)/4+t59*t*18—
T1*t73*t75%t68+t78*t75%t15)*t9/4—
t11%(0.3141593E1*t15/4—t60*t18**t62/
2+t59%t22*t26%t29/2—t78*t75%t24)/2

Fp(3,3) = t59*t65
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Malgré le nombre important de variables auxiliaires introduites,
cette optimisation est loin d’étre inutile, puisque le programme est
accéléré d'un facteur variant entre 2 et 5 selon les machines.

On peut bien sar réaliser la traduction en langage C a la place du
langage Fortran.

5.2.2 Production de programmes

Le défaut de cette utilisation du calcul formel dans I’écriture d’un
programme est qu'il faut aller et venir entre I'éditeur de texte et le
systeme de calcul formel, car ce dernier génére uniquement les
calculs d’expressions ; tout le reste du programme (initialisations,
boucles, appels de sous-programmes) doit étre écrit par I'utilisa-
teur, ce qui peut entrainer des erreurs.

Il est possible de rester a I'intérieur du systéme de calcul formel
pour produire tout le programme. Une premiére méthode consiste
a utiliser les commandes d'impression du systéeme.

Exemple : en Maple, une boucle do de Fortran est produite par :
1 print(* do 1,i=1,n’),fortran([z=z+f(1i)"2]),
1 print(‘l continue’);
ce qui donne le bout de code ci-dessous :
do 1,i=1,n
z = z+f(1i)**2
1 continue

Cette fagon de faire est plutdt fastidieuse. La plupart des sys-
temes de calcul formel permettent d’automatiser plus ou moins
cette tdche. Maple dispose dans la share library de deux modules,
Macrofort et MacroC, qui généerent respectivement de véritables
programmes Fortran et C. La share library est une bibliotheque de
programmes Maple qui sont des contributions des utilisateurs et
sont fournis avec la distribution standard. Il faut faire appel a des
commandes spéciales pour utiliser ces fonctionnalités (voir
I'exemple ci-apres).

Le principe est de décrire le programme sous la forme d’une liste
dont chaque élément est la description d'une instruction ou d'un
ensemble d’instructions Fortran ou C. Cette description est, elle
aussi, sous la forme d’une liste dont le premier élément est un
mot-clé décrivant I'instruction.

Exemple : pour obtenir un sous-programme Fortran qui calcule la
matrice jacobienne de la cage du laminoir (8 5.2.1), avec comme
arguments les variables F, h,, ®, T; et T,, et un programme principal
qui I'appelle, Macrofort s'emploie ainsi (encadré 2).

On peut faire la méme chose en langage C, les instructions a
exécuter sont différentes.

L'avantage de cette approche est non seulement d’éviter la mani-
pulation fastidieuse de fichiers, mais aussi de permettre d'écrire
des codes génériques dont les entrées sont des expressions sym-
boliques. On peut, par exemple, écrire une fonction Maple qui, a
partir d’'un systéme non linéaire de n équations a n inconnues,
produit automatiquement le code Fortran ou C réalisant la résolu-
tion de ce systeme selon la méthode de Newton généralisée.

Des systémes de calcul formel comme Mathematica ont aussi la
possibilité de lier et d’exécuter des programmes C ou Fortran.

Une autre fagon de résoudre ce probléme de lien, entre calcul
numérique et calcul formel, est d’appeler a partir du systeme de
calcul formel des bibliothéques numériques existantes. C'est le cas
du systeme IRENA, qui fonctionne a l'intérieur du systéme de cal-
cul formel Reduce et qui permet d'appeler les sous-programmes
Fortran de la bibliotheque numérique NAG sans sortir de Reduce.
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Encadré 2

with(share): readshare(macrofor,numerics); init_genfor():
MACROFORT FORTRAN code generator Version 1.2.4
data:={al=610,a2=648,a3=—.00247,1=1250,k=1.4E-2,R=360,h1=24,5=12}:
vFp:=subs(data,op(Fp)):
prog:=[programm,cage,
[ [declarem,doubleprecision, [F,h2,Phi,T1,T2,3(3,3)]],[equalf,F,1363],[equalf,h2,15],[equalf,Phi,0.06],[equalf,T1,12],
[equalf,T2,35],
[dom,i,1,100000,[callf,jacob,[F,h2,Phi,T1,T2,3]1111]:
sp:=[subroutinem, jacob, [F,h2,Phi,T1,T2,j],[[declarem,doubleprecision, [F,h2,Phi,T1,T2,3(3,3)]],[matrixm,j,vFp]]]:
optimized:=true:precision:=double:
genfor (prog),genfor(sp);

et l’on obtiendra:

c
c MAIN PROGRAM cage
c
program cage
doubleprecision F,h2,Phi,T1,T2,3(3,3)
F = 1363
h2 = 15
Phi = 0.6D-1
Tl = 12
T2 = 35
c
dol1000, i=1,100000
call jacob(F,h2,Phi,T1,T2,3])
1000 continue
c
end
c
c SUBROUTINE jacob
c

subroutine jacob(F,h2,Phi,T1,T2,3)
doubleprecision F,h2,Phi,T1,T2,3(3,3)

t3 = sqgrt(360.D0)

t4 = 0.3141592653589793D1*t3

t5 = sqrt(h2)

t6 = 1/t5
t7 = 24-h2
t8 = 1/h2
t9 = t7+t8

t10 = sqgrt(t9)
t1ll = atan(tl0)
t1l6 = h2**2
t17 = 1/tlé6
23 = 1/t10%(—t8—t7*t17)/(1+t9)
t26 = sqrt(1.D0/15.D0-h2/360)
t27 = 1/t26
t29 = Phi**2
t30 = h2+360*t29
t33 = 1/t30
t43 = sqrt(t8)
td4d = 1/t43
t48 = 1/(1+360*t29*t8)
t54 = t3%t43
j(1,1) = —1.D0/610.D0—0.2623868852D—2*exp(—0.247D—2*F)
i(1,2) =1
j(1,3) =0
j(2,1) =1
3(2,2) = —0.4375D1*t4*t6*t11-0.4375D1*t4*t5%t23—-0.21875D1*0.314
+1592653589793D1*t27+0.63D4* (t8—t30*t17)*t33*h2+0.315D4*t8—t27*T1*t+8/2—360*t26*T1*t17
j(2,3) = 0.4536D7*Phi*t33
j(3,1) =0
3(3,2) = —Phi*t3*t44*t17%t48/2—t3*t6*(0.3141592653589793D1*log(+h2/24)/4+t54*t11—-0.2380952381D
—2*T1+0.5714285714D—1*T2*t8)/1440—t3+*t5%(0.3141592653589793D1*t8/4—t3*t44*t11*t17/2+t54*%t23/2—0.571428+5714D
—1*T2%t17)/720
3(3,3) = t54*t48
end
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5.3 Systemes de CAO en automatique

Un systeme de CAO en automatique, en anglais CACSD package
(Computer Aided control System Design), est un logiciel qui gére
une grande bibliotheque de programmes Fortan et C pour le calcul
numérique matriciel, I'intégration des systémes d’équations diffé-
rentielles, la commande et I'optimisation des systémes et le traite-
ment du signal ; il permet aussi le tracé de courbes. Un tel systeme
dispose généralement d'un interpréteur permettant d’écrire des
programmes (appelés macros). Le plus connu de ces systéemes est
le logiciel Matlab. Citons aussi le logiciel frangais Basile et le logi-
ciel Scilab réalisé a I'INRIA.

Lorsqu’on lie un systeme de calcul formel avec un systeme de
CAO en automatique, le premier réalise les calculs symboliques et
le second est adapté aux calculs numériques performants a I'aide
des programmes Fortran et C qu’il gére. Ce lien peut étre fait de
facon plus ou moins automatique. Il existe, par exemple, un lien
entre Maple et Matlab. C'est une boite a outils (ensemble de fonc-
tions et de macros) ajoutée a Matlab qui permet, tout en restant
dans Matlab, d’appeler Maple, de réaliser des calculs et de récupé-
rer les résultats en Matlab. Un autre type de lien consiste a pro-
duire du code Fortran a partir du systeme de calcul formel et a
I'introduire dans le systéme de CAO comme nouvelle fonction.

Pour illustrer cette derniére approche, nous allons décrire les
grandes lignes d’une application récente d’un tel lien entre Maple
et le systeme de CAO Scilab. Ce dernier systeme fonctionne sur
stations de travail Unix avec X-Windows. Il est librement distribué,
programmes sources compris. De plus, il est possible d'ajouter
facilement des programmes C ou Fortran a Scilab.

L'application présentée concerne la simulation et la commande
d’un vélo. Les commandes sont les couples appliqués au guidon et
a la roue arriére. Le probleme de simulation consiste, la position de
départ du vélo et les valeurs des commandes étant données, a
chercher la trajectoire suivie. Pour le probleme de commande, la
position de départ est donnée et il s'agit de déterminer les
commandes qui permettent au vélo de tourner d’un angle fixé le
plus rapidement possible.

La technique que nous allons utiliser fait appel au formalisme de
Lagrange pour représenter un systéeme mécanique composé de
corps articulés. Il est décrit ci-apres.

: : ;
ddLl@aq) _dL@a),2Ha,, oTq)y = k(g u)

dt  4q dq Uoql
f(a) = 0
g(a)g = 0
avec q vecteur des coordonnées généralisées,

L(q, d) lagrangien = énergie cinétique — énergie potentielle,
fla) vecteur des équations des contraintes holonomes,

g(q)d vecteur des équations des contraintes non holo-
nomes,

k(q,u) vecteur des forces et des moments appliqués,

Ay multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes
(forces internes généralisées).

Ces équations donnent le systéme algébrico-différentiel suivant :

M(a)q = F(q, a) +k(q, u) - fo(a)A —g'(a)y
f(q) = 0
g(a)g = 0
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qui peut s’écrire sous la forme d’'un systéeme qu’il faut résoudre
pour simuler le systeme mécanique :

Mf;gTq F+k
fo 0 0)a] 7 |~ fa
g 0 0]y L9

ou M(q) est la matrice d’inertie généralisée.

On voit donc qu’il faut effectuer le calcul de M et de F a partir des
données du lagrangien. Ces calculs matriciels sont trés rapidement
considérables, méme si le systtme mécanique ne comporte que
quelques corps.

Dans notre application, cela nécessite le calcul d’'une matrice
23 x 23, de plusieurs gradients, et la résolution d'un immense sys-
teme différentiel linéaire. Les calculs de matrices et de gradients
sont réalisés en Maple ; des programmes Fortran sont ensuite pro-
duits de fagon automatique en utilisant Macrofort (voir (8 5.2.2))
puis ils sont compilés et inclus dans Scilab sous la forme de
macros. lls peuvent alors étre efficacement utilisés par les fonc-
tions de Scilab.

Exemple : a titre de curiosité, nous donnons ci-dessus le début de
la valeur d'un élément de matrice du probléme de commande, mon-
trant ainsi la quasi-impossibilité d'une écriture a la main (encadré 3) :

Encadré 3

tmat(41,67)=—(pd(18)*t257+2*pd(18)*t252+t804+t810
+t814+t819+t+192—2*pd(18)*t240+t677—pd(18)*t229+
pd(18)*t199+t166+t655+t669+t598++t617+t625+t637+
t608+2*pd(18)*t181+t580+t588+t593+t568+t573+t555+t+
550+t531+t516—pd(18)*t1125+t507+pd(18)*t1137+t483+
t493+t475+t467—2+*pd(18)*t1148+t454+2*pd(18)*t1154+
t437 + £t540—pd(18)*t786 + pd(18)*t1ll + 94 +pd(18)*t755 +
pd(18)*t773—pd(18)*t721+pd(18)*t717—pd(18)*t901—-2*p
+d(18)*t896—pd(18)*t889+2*pd(18)*t1210+pd(18)*t855—
pd(18)*t874+t408++t398+t394+t388+t379+t361+t369+
t337+pd(18)*tl0*param(1l7)*lambda(7)+*t148+2*pd(14)*
param(20)*lambda(14)*t3*t171—pd(18)*tl0*param(19)*1
+lambda(9)*t148+pd(18)*tl0*param(17)*lambda(7)*t219
+ t301 + 2*pd(18)*tl + O*param(l7)*lambda(7)*t206 —
2*pd(18)*tl0*param(1l9)*lambda(9)*t206—p+d(18) *t1l0 *
param(19) * lambda(9) * t219 —pd(18) * t10 * param(19) *
lambda(10) +*t244+pd(14) *param(19) * lambda(9) *t525+
pd(14) * param(20) * lambda(15) * + t9 * t684 + pd(14) *
param(19)*lambda(9)*t725+pd(14)*param(17)*lambda(7)
+(ees)

Le résultat de la simulation ou de la commande est une anima-
tion graphique du comportement du vélo. La figure 12 donne la
trajectoire optimale d'un vélo pour tourner de 15 degrés (noter le
contre-braquage au départ, qui permet de tourner plus vite).

L'intérét de cette approche est sa flexibilité : on peut ainsi
résoudre un grand nombre de problemes variés avec la méthode
que l'on désire sans étre lié a un systeme spécialisé. De plus les
systémes utilisés, Maple et Scilab, sont trés efficaces dans leur
domaine respectif. L'ensemble fournit un environnement riche
pour des probléemes de commande de systemes.
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Figure 12 - Comment faire tourner un vélo de 15 degrés
le plus rapidement possible

Il est bien clair que nous n’avons pas passé en revue dans ce cha-
pitre tous les domaines que le calcul formel peut aborder, mais nous
avons décrit les principaux. On peut citer encore les domaines sui-
vants.
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En arithmétique et en analyse combinatoire le calcul formel
excelle grace a sa manipulation de vrais nombres entiers ; il est
possible de résoudre des équations entieres et des problemes de
dénombrement.

L'étude des suites réelles permet de résoudre des problemes de
récurrence (calcul des valeurs d’une suite) et de calculer les limites
d’'une suite. En particulier, le calcul formel donne les moyens de
faire des calculs de sommes (Z) et de produits ().

Les séries sont un outil puissant pour les problemes qui
n‘admettent pas de solution exacte : on peut en effet calculer le
développement en série de suites, d'intégrales ou de solutions
d’équations (ordinaires ou différentielles). On peut aussi calculer le
comportement asymptotique de ces mémes objets mathématiques
a l'aide des développements asymptotiques. Le calcul formel four-
nit des outils pour cela, mais il faut bien vérifier la justesse de la
solution par la justification des opérations formelles que le sys-
téme peut réaliser.

Les outils du calcul formel comme le calcul intégral ou les séries
génératrices peuvent parfois étre appliqués avec succés au
domaine des probabilités et des statistiques; I'algebre linéaire
aussi peut étre utilisée.

Enfin, il faut citer I'utilisation du calcul formel pour des domaines
particuliers a certaines branches de la physique comme le calcul
tensoriel, la relativité, etc.
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