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TD10. Intégration. Théorémes de convergence.

Echauffement, exemples et contre-exemples

Exercice 1.

a)

Donner une suite de fonctions boréliennes positives (f,)n>0 telle que [p frdX admet une limite
c>0et [pliminf fd)\ <ec.

Si (E, A, ) est un espace mesuré, (fy,)n>0 une suite de fonctions intégrables de signe quelconque
telle que [ |liminf f,|dp < +00, a-t-on toujours [z liminf f,dp < liminf [ frdp?

Donner une suite (fy)n>0 de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1] telle que pour tout
x € [0,1] la suite f,(x) n’admet pas de limite et lim,, oo f[o,l} fndX = 0.

Donner une suite (f)n>0 de fonctions continues positives sur [0, 1] telle que lim,,_, f[o,l] fndX =
0 et Jio.17SUPy>0 fndA = +o00.

Solution de ’exercice 1.

a)

b)

)

Il y a une kyrielle d’exemples ; en voici un : la suite de fonctions étagées (fy,)n>0 = (nl[_ 11 })nzo
vérifie [p liminf f,d\ = +00.A({0}) =0 et [ f, =1 pour tout n € N.

Non, il manque ’hypothese de minoration. Soit f, = —%1[_%70] + %1[0,11]- Cette suite vérifie
liminf f, =0 et [; fr = —1 pour tout n € N.

Rappelons qu’en revanche, s’il existe g intégrable positive telle que inf f, > —g on peut appliquer
le lemme de Fatou a la suite de fonctions mesurables positives f,, + g, on obtient [ liminf f,du+
[ gdp < liminf [, frdp + [ gdp, par hypothese 0 < [ gdp < +00 ce qui permet de simplifier
I'inégalité.

On construit une bosse glissante sur [0, 1].

Pour tout y € [0,1] et € > 0, soit ¢y (.) = (1 — |'_Ey|)1|.,y|§€.

Pour tout n € N, soit u,, = S0 = et f, = P, 2
t € R il existe un entier n € N tel que u, < t < up41. Pour tout = € [0,1], fn(x) n’admet
pas de limite, en effet il existe deux suites (py)r>0 et (qx)k>0 d’entiers telles que fp, (z) > 1 et
Jar(x) = 0. En outre, pour tout n € N, [ 7 fn(#)dz < 2

La suite (un)n>0 tend vers +oo, pour tout

Une bosse glissante convient ici aussi. Modifions la bosse précédente : soit f,, = /nfn(z). Pour
tout = € [07 1]) SuPnzo fn(IE) = +o00 et f[()yl] fn(l‘)dfx < %

Exercice 2. Calculer la limite des suites suivantes :

a)
b)

c)

fR 67|1‘|/ndm’
g2
Jr 13 cos(;5)[>22 002(7%)—1 dr,

Emzo % Sin(%)'

Solution de ’exercice 2.

a)

b)

On applique le théoreme de convergence monotone a la suite croissante de fonctions boréliennes
. _ L .
positives (e~ = )p>1, pour trouver que l'intégrale tend vers +oc.

Soit f,, la fonction intégrée, et g, = 1{x23|cos(%)|22}e_$2. Ces fonctions boréliennes vérifient pour
tout = € R |fu(x)] < 3gn(z) < 3¢, La fonction (z — e~*") est intégrable et pour tout

z € R 13]¢o5(2) — 0 quand n — oo. Par convergence dominée on conclut que limsup [p frndA <
lim [p gndX\ = 0.



c) On applique le théoreme de Lebesgue a l’espace mesuré (N, P(N), ) ot p est la mesure de
comptage. Pour n,m € N, soit f,(m) = = sin ( ). Cette suite de fonctlons mesurables satisfait

les hypothese du théoreme de convergence dommee En effet f,(m) < m2’ le membre de droite
est une fonction positive intégrable (d’intégrale %2) et pour tout m € N f,(m) — # On en

déduit 3,51 7 $in( ) = Jy I frdp — 2 m>1 % = %2-

Convergence dominée, variations

Exercice 3. Soient (E, A, ;1) un espace mesuré et (fy)n>0 une suite décroissante de fonctions mesu-
rables positives qui converge p-p.p. vers une fonction f.

a) On suppose qu'il existe ng tel que [ fn,dp < co. Montrer que

hm/fnd,u /fd,u

b) Que peut-on dire sans ’hypothése d’intégrabilité ?

Solution de ’exercice 3.

a) Le théoreme de Lebesgues s’applique a la suite (f,)n>n, €t donne le résultat souhaité. On peut
aussi appliquer le lemme de convergence monotone a la suite de fonctions mesurables positives

(fn() - fn)nZO qul Vériﬁe fno - fn T fno - f - on Obtient fE fnod“ - fE‘ fnd” T fE‘(fno - f)d,u La
fonction f est majorée par f,, donc intégrable et le membre de droite vaut [g fn,dp — [ fdp.

b) Ceci devient faux sans I’hypothese d’intégrabilité; considérer par exemple la suite (%1R +)n>0,
chaque terme est d’intégrale divergente mais la suite tend vers 0.

Exercice 4. Soit f :]0,1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour tout
n =1, gn(x) = f(2"). Calculer la limite de [ 1y gndA.

Solution de I’ezercice 4. Supposons la fonction croissante. Soit f(01) la limite a droite en zéro de f.
Pour tout = €]0,1[, 0 < gn(z) < f(x), et limy,—00 gn(x) = f(01), d’apres le théoréeme de Lebesques,

J gndX\ — Lﬁo@[ f(0F)ax = f(0F).
Si la fonction est décroissante, on se ramene au cas précédent en considérant (z — f(1 —x)) et on

obtient lim,4oo f[o,l] GndX = limyqy f(2).

Exercice 5. Soient (X, A, pu) un espace mesuré, et (fy)n>0 une suite de fonctions intégrables de
(X, A) dans (R, B(R)).
a) Montrer que si Y, ~¢ [y [faldp < oo, alors

3 [ = [ (3 fo)ae

n>0

b) Soit (N, P(N),m) ol m est la mesure de comptage. Soit u : N — Ry. Montrer que [yudm =
ano u(n).

¢) Soit (anp)np>0 des réels. Montrer que

ZZ |ap,q| < 00 = Zz%,q = Zzap,q’

p>04¢>0 p>04g>0 q>0p>0

1)k+1 1

d) Calculer la limite de >"}_ 1

Solution de l'exercice 5.

1. Indication : appliquer le théoréme de convergence dominée a 2:k>o(—1)kas’C sur 0, 1[.



a) Par convergence monotone, [, |fuldp =3, [|fnldp < oo. Done, Y, | fn| est intégrable, donc
> n fn existe et est intégrable. On a

| 5 fa] < > | intégrable ct Z o Noroe 3 o

n>0

Donc, par convergence dominée, [ SN fodp =N oo [ 3, fadp.
b) On pose u¥(n) = u(n) si n < N et = 0 sinon. u'¥ est étagée et croit vers u, puis convergence
monotone.

¢) On applique b) et a) en considérant comme espace mesuré (N, P(C),m) ou m est la mesure de
comptage.

d) Suivons l'indication. Le critere du a) ne s’applique pas : 374~ f]o,l[ ahdr = 2 k>0 k%_l = +00. On

revient donc au somme finie. Pour x €]0, 1], soit f,(z) = S 7_o(—2F). Cette fonction mesurable

/. _(_\k+1
vérifie pour tout = €]0,1[, fn(x) = % < H%’ et fn(x) = nsoo Zk>0(—$)k = 1+z Par

convergence dominée, on obtient que Y ;_, % = foapfa(@)dz = oy 1+$ = In(2).

Convergence en mesure, convergence dominée

Exercice 6. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré tel que p(X) < oco. Soient (fn)n>1 et f des fonctions
mesurables de (X, A) dans (R, B(R)). On dit que la suite (f,)n>1 converge en mesure vers f si :

ve >0, lima({lfa — f > £}) = 0.

a) Montrer que si [y |fn — f|dp — 0, alors la suite (f,)n>1 converge en mesure vers f.
b) Montrer que si la suite (fy,)n>1 converge p-p.p. vers f, alors elle converge en mesure vers f.
¢) Réciproquement, supposons que (f,) converge en mesure vers f :

i) Montrer qu'il existe une sous-suite (fy, )ren telle que

Vk > 1, M(“fnk f| > ) k‘2

i) Soit A = lim{|f,, — f| < %}. Montrer que (fn,) converge vers f sur A et que p(°A) = 0
k

(en d’autres termes, f, posseéde une sous-suite qui converge p-p.p. vers f).

Solution de 'exercice 6.

a) L’inégalité de Markov montre que pour € > 0,

W{la = 11> ) <2 [ U= fidn 0.
b) Soit A= {zx € X : f,(x) /4 f(z)}. Par hypothese p(A) = 0. Pour tout € > 0,
limsup({e € X : |fu(e) = f(2)] > 2}) € A,
La fonction 1i,e x:|f, (x)—f(x)|>c} €St majorée par la fonction intégrable 1 (la mesure est de masse

totale finie, remarquez que 'on peut montrer cette question en supposant ’espace o-fini) , donc
par lemme de Fatou

timsup ({2 € X : (@) = £()| > 1)) < pulimsup({z € X : [fu(z) ~ £(2)] > ))) < p(4) = 0.
c) i) Pour tout k € N*, d’apres a), en prenant € = %, on obtient qu’il existe ng € N tel que

p{lf = 1> 1) < 15



ii) Un élément x de X appartient & A = lim{|f,, — f| < +} ssi il existe un certain rang N € N
k

tel que pour tout k > N, |fn, — f| < . Ainsi si z € A alors f,(z) — f(z). Par ailleurs,
A° = limsup{| fn, — f|] < %}, et

S pllfu 1< TH <D 5 < oo

n>0 n>0

Par Borel-Cantelli, on conclut que p(A°) = 0.

Exercice 7. Soit (X, A, n) un espace mesuré tel que pu(X) < oco. Soient (fy)n>1 et f des fonctions
mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On suppose que la suite (fy), converge en mesure vers f, et
qu’il existe une fonction g : X — R intégrable positive telle que |f,| < g p-p.p. pour tout n > 1.

a) Montrer que |f| < g p-p.p.

b) En déduire a 'aide de la propriété d’uniforme continuité de l'intégrale que

J 1= fldi =

Solution de l’exercice 7.
a) Pour tout € > 0, u(|f| > g+¢) < pu(|f| > |fnl+¢) < p(lf = fn] >¢€) — 0, donc pour tout n € N,
u(lf1> g+ 2 =0et p(lf] > g) = 1 (Usa{If] > g+ 1}) = 0.
b) Soit € > 0.

n— fldu = n— fld n— fld
[ 192 i /{lfn_ﬂga}!f fldp+ /{|fn_f|>€}\f Fldp

<ep(E) +2 lgldp,
{|fn—fI>c}

/ |gldp — 0.
{Ifn—fI>e)

Donnons deux démonstrations de ce fait.

Montrons maintenant que

1. Fixons ¢ > 0. Par théoréme de convergence monotone, on obtient que limps4oo [ 1> 19| — 0.
Soient M € Ntel que [ 1,45 a7]gldpu < d et N € Ntel que pour tout n > N p({[fn—f| > e}) < 2.
On a alors que pour tout n > N,

/ lgldp < / Ligi<arlgldp +/1|g|>M|g|du < Mp({|fn — fI >e}) +6 <26
{fn—fl>c} {lfn—fl>c}

2. On déduit ce fait du résultat suivant. Si (XA, ) est un espace mesuré (pas nécessairement
de masse fini) et f une fonction intégrable, alors pour tout £ > 0 il existe 6 > 0 t.q.

VA c A, (M(A)<6:>/A|fdu<s>.

Raisonnons par ’absurde. Si f n’est pas uniformément intégrable alors il existe € > 0 et une
suite (Ax)g>0 € AV vérifiant

plA) <27 et [ Ifldp> e
Ag,
La fonction 14, |f| est majorée par la fonction intégrable f, donc par lemme de Fatou,
1imsup/ |fldu < / limsup 14, | f|dp.
Ap X
En outre d’apres le lemme de Borel-Cantelli, p(lim sup(Ay)) = 0, donc la fonction limsup 14, =

Liim sup A,, est nulle p-presque partout. On en déduit que [y limsup 14, |f|du = 0 et que lim fAk, |fldp =
0 ce qui contredit 'hypothese.



Exercice 8. Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, nu({|f| > n}) =0.
b) Montrer que

1
> 7/ |flPdp < +oc.
n= Jlfl<n

n>1

Solution de ’exercice 8.

a) L’inégalité de Markov donne

({1712 ny) = [ mgpzndi < [ 1m0 d

Le théoréme de convergence dominée permet d’obtenir le résultat.

b) Soit F'=3",5¢ n—lzl{|f|§n}|f|2. D’apres le théoréme de Beppo-Lévy,

1 2
[Fan=% -, /M | Pdp.

n>1

1
1<

Il s’agit donc de montrer que la fonction F est intégrable. Soit ¢ > 1, F = |f|? Enzm
%mlmgc + \f|21|f|>c > on>|f] # . Majorons le reste de la somme infini :

1 ©  dx 1
Lfise D S/ = Lol =7

2 2
n 1z
n>|f] fl

On en déduit que

1
Lsel /P DY = < 7] :

2 =7 _
nZ\fln I—c

On en conclut que la fonction F' est majorée par (% + )| f| donc intégrable.

Exercice 9. Soient (F,A, p) un espace mesuré et (f,),>1 une suite de fonctions intégrables. On
suppose qu’il existe f intégrable telle que

J 1= sl =, 0.

Montrer qu’il existe une suite extraite (fy(,))n>1 convergeant vers f u-p.p., et une fonction B intégrable
telle que sup,,>1 |f4(n)| < B p-p.p-

Solution de lezercice 9. On a déja montré dans I'exercice 6 la premiere partie de 1’assertion : une suite
de fonctions qui converge en norme L' converge en mesure, et toute suite de fonctions convergeant en
mesure admet une sous-suite convergeant p presque-partout. Ici, on aimerait en plus trouver une borne
intégrable a cette sous-suite. Reprenons le début de la preuve de l'exercice 6 : soit (¢(k))r>0 une suite
croissante d’entiers telle que [ |for) — fldu < 27k=1 Pour tout k € N, [ [fok) — fotsn)ldp < 27k,
Pour tout n € N*, soit hn, = 35 |fom) — for)], et h = 32520 [fok) — fos1)| Par lemme de
Beppo-Lévy,

[ = [suphadu=sw [ hadi =3 [ 1o = fogesnldus <2
n=0

On en déduit que p-presque partout la série >°;_ ( Jok) — f¢(k+1)> est absolument convergente, donc

p-presque partout la suite fyn) = f40) + X k=0 ( Jor) — f¢(k+1)) converge et pour tout n € N, | foy| <
Noter que 'argument utilisé ici montre que l’espace des fonctions intégrables (quotienté par la relation
d’équivalence égalité presque partout) muni de la norme définie comme 'intégrale de la valeur absolue
est un espace complet.



Le coin du curieux

Exercice 10. Soit f, une suite de fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout = € [0, 1]
fn(x) = 0 quand n — oo. Retrouver sans utiliser la théorie de I'intégration de Lebesgues que la suite
des intégrales de Riemann vérifie lim fol fn(z)dz = 0.

Solution de l’exercice 10. Noter que le résultat est immédiat avec le théoreme de Lebesgues. Si vous
deviez convaincre quelqu’un qui n’a pas suivi de cours d’intégration, vous devriez une fois 'intégrale
de Lebesgue contruite montrer le théoréme de convergence monotone puis le lemme de Fatou pour en
déduire le théoréme convergence dominée. Parmi ces quatres étapes la premiere est la plus ardue.
Essayons ici de montrer ce cas particulier du théoreme de convergence dominée ou l'intégrale de
Riemann a un sens et ou les fonctions sont continues et uniformément bornées.

On se donne d’abord une version faible du théoréme de convergence monotone.

Lemme :Soient h,,n > 1, et g des fonctions continues positives sur [0, 1] telles que pour tout = € [0, 1]
g(x) <3 hy(x) . Alors fol g(x)dx < > on>0 fol hy(z)dz.

Si la série convergeait uniformément on pourrait en déduire que sa somme est continue donc intégrable
au sens de Riemann et permuter somme et intégrale. Ici ce n’est pas forcément le cas.

Preuve : Pour tout n € N, soit S, = > ;_; hy,. Fixons € > 0.

Pour tout = € [0,1], il existe n € N tel que S, (z) > g(z) — € et il existe 6 > 0 tel que pour tout
y €]z —3d,z+6[N[0,1] on ait S, (y) > g(y) — 2e. Par compacité de [0, 1], on en déduit qu’il existe N € N
tel que pour tout x € [0, 1] on ait Sy (z) > g(x) — 2e.

On conclut alors que

Z /01 hi(x)dx + 2e.

k>1

1 1 n 1
/g(x)dxg/ SN(:U)d:):—I—%:Z/ hi(2)dz + 2¢ <
0 0 = Jo
O

Raisonnons maintenant par ’absurde. Si f[o 1] fn(x)dz ne converge pas vers 0, quitte a extraire une
sous-suite, et quitte a renormaliser par 'intégrale, on peut supposer que f[o 1 fulz) = 1.

Pour tout n, considérons Cp, = Conv{fm : m > n} = {Xifo, + Xofny + -+ XSy 2 1,00, >
net A\ >0,i=1.k Y% A\ =1}. On remarque que pour tout g € C, fol g(x)dx =1, et si g, est une
suite de fonction telle que pour tout n € N g,, € C, alors g, (z) — 0.

On va maintenant construire une telle suite de fonction g, qui vérifie en outre que > fol |gn(x) —
gn+1|dx < +00. Le lemme permettra alors d’obtenir une contradiction avec les deux conditions impo-
sées sur la suite.

1
Pour toute fonction g continue sur [0, 1], soit N(g) = (f01 gQ(x)dx) :

Soit Ky, = inf{N?(g) : g € Cy}. La suite &, est croissante bornée dans [0,1]. Soit x sa limite. Pour
tout n € N, notons g, € C,, tel que N2(g,) < Kk, +27". Pour tout n € N et m > n, %gn—i- %gm e C, et
1

1
N2 (gn—gm) = 2N2(gn)+2N2(gm)—4N2(§gn+§gm) <2 (ki + km + 27"+ 27™ — 26y,) = 2(Km—fin) 27"

On utilise maintenant 'inégalité de Cauchy-Schwarz qui est vraie pour l'intégrale de Riemann de
fonctions continues(sa preuve n’utilise que la positivité et la linéarité de l'intégrale).

Pour tout z € [0,1], gn(z) — 0 donc gn(z) < X, 5n 19m(T) — gm+1(2)|, et par le lemme ci-dessus et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, -

1= [ au@tr < 3 [ o) - gmia(@lde < 3 Nom — gusr),

On a presque obtenu ce qu’on recherchait. Maintenant pour tout k € N, soit ¢ > k, tel que
ano V Bni1 — Bon <00.0na tOUjOUl“S pour tout = € [Oa 1]7 9o, (:L‘) < ZmZn |g¢m (l‘) ~ 9pmi1 ($)| , et

1
1= o 9o (@)d < /0 196m (%) = Gomr (@) dz < 3" N(9g, = Gommss) —nsoc 0-
’ m>n mon



On a obtenu la contradiction recherchée.



