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أنشطة
  

   :1النشاط 
    المعرفة على f للدالة (C) أنشئ بآلة بيانية التمثيل البياني -1

):      كما يلي  ) 2

2 = 
+ 1
xf x

x
    والتمثيل البياني للمستقيم  

    (   . y = 2x: الذي معادلته ∆(
  ماذا تستنتج ؟  .  0  عند العدد f ادرس قابلية الاشتقاق للدالة -2
) بالنسبة للمستقيم (C)يانيا وضعية البيان  ناقش ب-3    تأكد من  ∆(

  ماذا تستنتج ؟ .       صحة النتائج حسابيا 
  : الحل 

   التمثيل البياني -1
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   : 0 عند العدد f دراسة قابلية الاشتقاق للدالة -2
  

    fD = : لدينا 



 

                       
( ) ( ) 2

0 0

2  0 +  - 0 + 1  =  
h x

h
f h f hlim lim

h h→ →
  

  2 20 0

2 1 2=     =   = 2
+ 1  + 1h h

hlim lim
h h h→ →

×  

) لدينا 0 تقبل الاشتقاق عند العدد fوعليه الدالة  )0  = 2f ′   

)المستقيم : الاستنتاج  ) و عليه 2 و معامل توجيهه 0 يشمل المبدأ ∆(  المماس  هو∆(
   .0 في المبدأ (C)للمنحني 

) و المستقيم (C) وضعية البيان -3   . بيانيا ∆(

[في المجال  [- ) يقع فوق (C)البيان  : ∞0 ;  )∆   

[في المجال  ) يقع تحت (C)البيان  : ∞+ ; 0] )∆  

) و (C) البيان Oفي النقطة    . يتقاطعان∆(
  :  دراسة الوضعية حسابيا -

( )
2

2 2

2 2  - 2  (  + 1) - y =  -  2  = 
  1   1

x x x xf x x
x x+ +

  

):      إذن  )
3

2

2 - 2  = 
 1

xf x x
x
−
+

  

):    جدول الإشارة  ) - 2f x x   
+∞           0             −∞  x  

-  +  32x−  
+  +  2 1x +  
-  +  ( ) -2f x x 

) يقع تحت0x : (C)لما  )∆   



 

) يقع فوق0x  :(C)لما  )∆  

) يقطع0x (C)لما     .O وهي المبدأ 0 في النقطة ذات الفاصلة ∆(
  :الاستنتاج 
)المماس  ) يخترق البيان ∆(   . نقطة انعطافOدعى النقطة  و تO في نقطة التماس ∆(
   : 2النشاط 

 f بالعبارة دالة عددية معرفة على    :( ) 2 =  + 4f x x 

:  احسب النسبة ) 1
( ) ( )0 0 + h  - 

h
f x f x

    h و 0x  من أجل 

  :   ثم بين أن  .  ≠h  0 مع  ن     عددان حقيقيا

      
( ) ( )

( )
0 0 0

2 2
0 0

 + h  - 2  + h = 
h + h  + 4  +  + 4

f x f x x

x x
  

:   استنتج ) 2
( ) ( )0 0

0

 + h  - 
 

hh

f x f x
lim
→

  .  ماذا تمثل هذه النهاية

   .fاستنتج عبارة الدالة المشتقة للدالة ) 3
  : الحل 

  : حساب النسبة -1
  :  و لدينا  معرفة على fالدالة 

       ( ) ( ) ( )2 2
0 00 0 + h  + 4  -  + 4 + h  - 

 = 
h h

x xf x f x  

( ) ( )

( )

2 22 2
0 0 0 0

2 2
0 0

+ h + 4 - + 4 + h + 4 + + 4
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h  + h  + 4 +  + 4

x x x x

x x
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                    ( ) ( )
( )

2 2
0 0
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 + h  + 4 -  + 4
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h  + h  + 4  +  + 4

x x

x x 
  

 

                      
( )

2 2 2
0 0 0

2 2
0 0

 + 2 h + h  + 4 -  - 4= 
h  + h  + 4 +  + 4

x x x

x x 
  

  

                      
( )

2
0

2 2
0 0

2 h + h= 
h  + h  + 4 +  + 4

x

x x 
  

  

                      ( )
( )

0

2 2
0 0

h 2  + h
= 

h  + h  + 4 +  + 4

x

x x 
  

  

: وعليه 
( ) ( )

( )

2
0 0 0

2 2
0 0

  h  -  2 h + h = 
h + h  + 4  +  + 4

f x f x x

x x

+
  

  :  استنتاج النهاية -2
( ) ( )

( )

2
0 0 0

20 0 2
0 0

  h  -  2 h + h  =  
h + h  + 4 +  + 4h h

f x f x xlim lim
x x→ →

+
  

             0
2 2
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2= 
+ 4  +  + 4

x
x x
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2
0

2= 
2  + 4

x
x

  



 

:         إذن 
( ) ( )0 0 0

20
0

  h  -  2  = 
h + 4h

f x f x xlim
x→

+
  

   .0x عند fلة هذه النهاية تمثل العدد المشتق للدا
    :f استنتاج عبارة الدالة المشتقة للدالة -2

  :  بالعبارة   معرفة على fالدالة المشتقة للدالة 

( )
2

 = 
 4

xf x
x

′
+

  

  :3النشاط 

)  و التمثيل البياني f للدالة (C)إليك التمثيل البياني  )C′ لدالتها   
  

  
  
  
  
  
  

fالمشتقة   . على′
)ة درس إشار ا-1 )f x′بيانيا .
   . fلدالة ا تغير عين اتجاه -2
جاه ات استنتج العلاقة بين -3

 و إشارة دالتها fتغير الدالة 
 .المشتقة
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  :الحل 
) دراسة إشارة -1 )f x′:  

+∞          1            1-          -∞  x  
+  -  +  ( )f x′ 

   :fاتجاه تغير الدالة  تعيين -2
[ متزايدة تماما على كل من المجالين fالدالة  ]- ] و ∞1- ;  [1 ; +∞   

]ومتناقصة تماما على المجال  ]-1 ; 1   
  : الاستنتاج -3

fإذا كانت   متزايدة تماما على f فإن الدالة Iقيم معزولة من المجال  موجبة تماما أو معدومة عند ′
  .Iالمجال 

fوإذا كانت   متناقصة تماما f فإن الدالة J سالبة تماما أو معدومة عند قيم معزولة من مجال ′
   .Jعلى المجال 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

   قابلية الاشتقاق للدالة عند عدد -1
  

   : 1تعريف 
f معرفة على مجال  دالةfD .  نقول علن الدالةf 0 أنها تقبل الاشتقاق عند العددx إذا وافق إذا 

: كان 
( ) ( )0 0

0

  h  -  
  =      ;    

hh

f x f x
lim
→

+
∈  

   .f يسمى العدد المشتق للدالة العدد 
)و نرمز له بالرمز  )f x′.   

  :1مثال 

:   ادرس قابلية الاشتقاق للدالة 
1:   f x
x

   .2 عند العدد 

):  الحل  ) *12  =     .     = 
2 ff D    

( ) ( )
0 0 0

2 - 2 - h1 1 - 2 h -  2 2 (2 + h)2 + h 2  =   =  
h hh h h

f f
lim lim lim

h→ → →

+

  

0 0

-h 1 -1 1=     =   = -
2 (2 + h) h 2 (2 + h) 4h h

lim lim
→ →

×  

):  حيث 2 تقبل الاشتقاق عند fوعليه  ) 12  = -
4

f ′   

   : 2مثال 
f  :  x للدالة 0ادرس قابلية الاشتقاق عند  x   

:       الحل 
( )
( )

 =   ,     0   .    = 

 =   ,     0
ff x x x D

f x x x

 ≥


≤
  



 

            
( ) ( )

0 0

h  -  0 h - 0   =   = 1
h hh h

f f
lim lim

> >
→ →

•      

                                         
( ) ( )

0 0

h  -  0 -h  =   = -1
h hh h

f f
lim lim

< <
→ →

  

   .0 غير قابلة للاشتقاق عند fة و عليه ومنه ليس للنسبة نهاي
  : التفسير البياني 
) فإن تمثيلها البياني يقبل في النقطة 0x الاشتقاق عند fإذا قبلت الدالة  )( )0 0A  ; x f x 

)مماسا معامل توجيهه  )f x′ .  ويقبل كمعادلة :  

( ) ( ) ( )0 0 0y =    -   + f x x x f x×  
  : التفسير العددي 
:   فإن الدالة التآلفية 0x الاشتقاق عند fإذا قبلت الدالة 

( ) ( ) ( )0 0    -    x f x x x f x+ هي تقريب تآلفي للدالة  f 0 بجوارx.  

   .0x عند fن تقريب للدالة  هو أحس0xأي أن المماس عند 
  :التفسير الفزيائي 

):  إذا كان قانون الحركة  ) tx x فإن    :( )0tx′   هو السرعة   

   .ot ة   اللحظية في اللحظ

)إذا كان  ) tx v هو قانون حركة فإن  :  

  ( )0v t′ هو التسارع في اللحظة ot.   
   :2تعريف 

f 0دالة عددية معرفة على الأقل ، على مجال من الشكل 0 ;  + x x α   و 0 حيث xα 
 من اليمين إذا وفق 0x أنها تقبل الاشتقاق عند f نقول عن الدالة 0α <يقيان مع عددان حق
  : إذا كانت 

        ( ) ( )
0

0 0
10

 + h  - 
 = 

h
h

f x f x
lim

h
>
→

  



 

   من اليمين0x  عند f عدد حقيقي ويسمى العدد المشتق للدالة 1حيث 
   :3تعريف 

f 0  دالة عددية معرفة على الأقل ، على مجال من الشكل 0-  ; x xα   و 0 حيث xα 
 من اليسار إذا وافق 0x أنها تقبل الاشتقاق عن f نقول عن الدالة 0α <عددان حقيقيان مع 

  :إذا كانت 

          ( ) ( )
0

0 0
20

 + h  - 
  = 

h
h

f x f x
lim

h
<
→

  

   من اليسار0x عند f عدد حقيقي ويسمى العدد المشتق للدالة 2حيث 
   : 1مثال 
f :    xالدالة  x x على اليمين لأنها معرفة على  0  قابلية للاشتقاق في

[    و ∞+ ; 0]

( ) ( )
0 0 0
0 0 0

h  -  0 h h  =   =  h  = 0
h hh h h

h h h

f f
lim lim lim

> > >
→ → →

  

   : 2مثال 

f   :   4 - xالدالة  x على اليسار لأن 4 غير  قابلية للاشتقاق في  :  

( ) ( )
0 0 0
0 0 0

h  -  0 -h h  =   =  
h h -h  . -hh h h

h h h

f f
lim lim lim

< < <
→ → →

  

                        
0
0

1=   = -
-hh

h
lim

<
→

∞
−

  

   :3مثال 
f  :  xالدالة  x و    على اليمين لأنها معرفة على 0 قابلية الاشتقاق في 

0 0
0 0

 - 0
 =   = 1

h h
h h

h hlim lim
h h

> >
→ →

  

   : على اليسار لأن 0وقابلية الاشتقاق في 



 

                 
0 0
0 0

 - 0 -  = =   = -1
h h

h h

h hlim lim
h h

< <
→ →

  
   .0 غير قابلة للاشتقاق عند fلة لكن الدا
  : نتيجة 

 إذا وافق إذا قبلت هذه الدالة نفس العدد المشتق من اليمين و 0x قابلة للاشتقاق في fتكون الدالة 
   .0xمن اليسار في 

  :الاستمرارية و قابلية الاشتقاق 
  :مبرهنة 

   مستمرة ة تكون هذه الدال0xبلة للاشتقاق من أجل  قاfإذا كانت 
  .0xعند 

  : ملاحظة 
  .عكس هذه النظرية غير صحيح 

x فمثلا الدالة  xكما سبق0 عنده و لكنها غير قابلة للاشتقاق عند ة متسمر .  
  :حالات خاصة 

:  كانت إذا * 
( ) ( )0 0

0

 + h  - 
  = +

h

f x f x
lim

h→
  فإن التمثيل ∞

    
   من اليمين فإن تمثيلها البياني يقبل   0x الاشتقاق في f إذا قبلت الدالة *

        

x0 

  يقبل مماسا عند النقطة ذاتfالبياني للدالة 
  يوازي حامل محور الترتيب0xالفاصلة 

 نصف المماس من اليمين و هو
  :   معرف كما يلي

x :0من أجل  x≥( ) ( )0 1 0y -  =   - f x x x 

x0 



 

  .من اليمين 0x عندfالمشتق للدالة  هو العدد 1حيث   
   من اليسار فإن تمثيلها البياني يقبل 0x الاشتقاق في fإذا قبلت دالة * 

        
  .من اليسار 0x عندf هو العدد المشتق للدالة 2حيث   

           
  : الدالة المشتقة لدالة -2

) : فإن الدالة I من مجال x قابلة للاشتقاق عند كل عدد fإذا كانت الدالة  )  x f x′ 
   .I على fتسمى الدالة المشتقة للدالة 

): فإذا وضعنا  )y = f x   

)فإننا نرمز إلى  )f x بالرمز 
dy
dx

   

):  ونكتب  )dy  = 
d

f x
x

′   

):  أي أن  )dy =  df x x′   
  
  
  
  
  
  

 نصف المماس من اليسار و هو
  :   معرف كما يلي

x :0من أجل  x≤( ) ( )0 1 0y -  =   - f x x x 

x0 

  2 و1إذا كان العددان المشتقان * 
      مختلفان فإن النقطة ذات   

  .  تدعى نقطة زاوية0x   الفاصلة 
x0 



 

  : حساب المشتقات -
   : مشتقات الدوال المألوفة  

شرط مجال   الدالة المشتقة  الدالة
  طبيقالت

 kثابت  ; kx →    0x →  0  
 ; x x→    1x →    

n *  , n  x x→ ∈  n-1  nx x→    
*

n

1  , n  x
x

→ ∈   -nx →  *  

 x x→  
1  

2
x

x
→  *

+  

 sinx x→    x cosx→    
 x cosx→    -sinx x→    
 tanx x→  

2

1  x
cos x

→    0cosx ≠  
 :عمليات على الدوال المشتقة  

[ دالتان قابلتان للاشتقاق على مجال g و fإذا كانت  [a ; b و كان λ عددا حقيقيا فإن  :  

gf    و f + gالدوال ) 1 [ تقبل الاشتقاق على fλ  و  × [a ; b      

):         حيث  )  =  f f′ ′λ λ  

( ) ( ) + g  =  + g   ;  . g  = . g + .gf f f f f′ ′′ ′ ′ ′  

  



 

[ لا ينعدم على  gإذا كان ) 2 [a ; b فإن    :
1
g

  و  
g
f

[ تقبلان الاشتقاق على  [a ; b 

  :    بحيث 

2 2

1 -g  . g -  . g =    ;    = 
g g g

f f f
g

′ ′′ ′ ′   
   
   

   

  :  مشتق الدالة المركبة -
  :مبرهنة 

)  دالة قابلة للاشتقاق عند f و0x دالة قابلة للاشتقاق عند uإذا كانت  )0u x  فإن الدالة 

fou 0للاشتقاق عند  قابلةx ولدينا   :  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0  = u  . ufou x x f x′ ′ ′      

  :مثال 

):   المعرفة بالعبارة gنعتبر الدالة  )  = sin 2  + 
3

g x x π 
 
 

   

   .  g  للدالة ′gعين عبارة الدالة المشتقة 
  : الحل 

  :  حيث f و u هي مركب الدالتين gالة الد

( )u  = 2  + 
3

x x π
)    و    ) = sinf x x   

):   وعليه  ) ( ) ( )g  =  u  .  u  = 2 .  2  + 
3

x x f x cos x π ′ ′       
  

  :نتائج 
1  (u دالة عددية قابلة للاشتقاق على مجال I.   

}:   حيث fمشتقة الدالة  } ( ) ( )*- 1   ,   = u
n

n f x x ∈    



 

fهي الدالة  ):    حيث ′ ) [ ] 1  =  . u( ) .u ( )nf x n x x−′ ′   

):  حيث gو  u هي مركب الدالتين fلأن الدالة  )g  = nx x   
  :مثال 

):   حيث fالدالة المشتقة للدالة  ) ( )42=  + 1f x x   

fالة هي الد ):   بالعبارة  المعرفة على ′ ) ( ) ( )32 = u 2   + 1f x x x′  

): إذن  ) ( )32= 8   + 1f x x x′   
2 (u دالة عددية قابلة للاشتقاق على مجال Iوموجبة تماما أيضا  .  

):  حيث fالدالة المشتقة للدالة  ) ( ) = uf x x   

fهي الدالة  ):   بالعبارة I المعرفة على ′ ) ( )
( )

u
 = 

2 u
x

f x
x

′
′  

):  حيث g و u هي مركب الدالتين fلأن الدالة  )g  = x x   
  : مثال 

f : 2  + 4xالدالة المشتقة للدالة  x هي الدالة f ′   

):  المعرفة كما يلي  )
2

2  = 
2  + 4

xf x
x

′   

):   إذن  )
2

 = 
 + 4

xf x
x

′   

3 (a و b عددان حقيقيان حيث a  0≠.   
) : fالدالة المشتقة للدالة  ) sin a  + bx x   

):   المعرفة كما يلي fهي الدالة  ) ( ) = a  f x cos ax + b′   
a :  هي مركب الدالتين fلأن الدالة   + bx x  و    sinx x  

4 (a و b عددان حقيقيان حيث a  0≠.    



 

)  :   fالدالة المشتقة للدالة  )   a  + bx cos x  

) : المعرفة كما يلي fهي الدالة  ) ( ) = -a sin a  + bf x x′  
a:   هي مركب الدالتين fلأن الدالة   + bx x  و  x cos x   

  : اتجاه تغير دالة 
  :مبرهنة 

f و fD  وقابلة للاشتقاق على مجال  fلتكن دالة    .مشتقة دالتها ال′

f إذا كانت   fيمكن أن تكون ( موجبة تماما ′ على ) fD معدومة من أجل قيم منعزلة من′

  .fD  متزايدة تماما على المجال f فإن الدالة fDالمجال

 متناقصة تماما على المجال f فإن الدالة fDعلى المجال ) fD من أجل قيم منعزلة من  

fD.  

f إذا كانت     .fD ثابتة على المجالf فإن الدالةfD معدومة على المجال′

  : القيمة الحدية المحلية لدالة 
 :مبرهنة 

f وI دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن    . دالتها المشتقة′
fإذا انعدمت الدالة المشتقة   I محتوى في ′Iشارتها فإنه يوجد مجال مغيرة إI من C عند قمة ′

)  قيمة حدية f تقبل فيه Cيشمل  )Cf .  تسمى( )Cf قيمة حدية محلية .  
  : ملاحظة 

  . Iيمكن وجود عدة قيم حدية محلية على  

fإذا انعدمت الدالة المشتقة    يقبل مماسا موازيا f فإن الرسم البياني للدالة I من C عند قيمة ′
  .Cلحامل محور الفواصل عند النقطة التي فاصلتها 

  :المشتقات المتتابعة لدالة 
f  دالة عددية دالتها المشتقة fلتكن     .I تقبل الاشتقاق على المجال ′

f للدالة الدالة المشتقة fو نرمز لها بالرمز   f تدعى الدالة المشتقة الثانية للدالة  ′ ′′.   



 

fو إذا كانت   فإن دالتها المشتقة تدعى الدالة المشتقة الثالثة أو الدالة I قابلية الاشتقاق على ′′
f  ونرمز لها بالرمزfللدالة . تيبة المشتقة ذات الر  و هكذا يمكن تعريف الدوال المشتقة التي ′′′

  رتبتها
 4 ، 5 ، 6 ،  ...،n  حيث    n  ، عدد طبيعيn  4≥ و التي نرمز لها كما يلي 

( ) ( ) ( )4 5,  , . . . , nf f f.   

)تدعى الدوال المشتقة  ) ( ) ( )1 2,  , . . . , nf f f الدوال المشتقة   
   .fالمتتابعة للدالة 

  : مثال 
  : المعرفة بالعبارة x ذات المتغير fنعتبر الدالة 

( ) 4 3 =  - 4  + 12  + 6f x x x x  

) عين كل من  -   ) ( )4 5,  ,  ,  , f f f f f′ ′′ ′′′.   

  : الحل 
  :    حيث  هي دالة كثيرة حدود فهي تقبل الاشتقاق على fالدالة 

( ) 3 2 = 4  + 12  + 12f x x x′  

fالدالة    : حيث  هي دالة كثير حدود فهي تقبل الاشتقاق على ′

( ) 2= 12  - 24f x x′′  

fالدالة    : حيث شتقاق على  هي دالة كثير حدود فهي تقبل الا′′

( ) = 24f x x′′′  

fالدالة    : حيث  هي دالة كثير حدود فهي تقبل الاشتقاق على ′′′

( )(4) = 24f x  

  :   حيث ر حدود فهي تقبل الاشتقاق على  هي دالة كثيf(4)الدالة 

( )(5) = 0f x  



 

  :نقطة الانعطاف
  

  :تعريف 
  . نقطة انعطاف هي نقطة يخترق المماس فيها المنحني

  
  : نتيجة 

 و إذا انعدمت دالتها المشتقة 0xوح يشمل  قابلة للاشتقاق مرتين على مجال مفتfإذا كانت الدالة 
 هي نقطة انعطاف 0x ذات الفاصلة 0M مغيرة إشارتها فإن النقطة 0xالثانية من أجل 

   .fللمنحني الممثل للدالة 
  

  :اضلية المعادلات التف
  
f دالة عدد متغيراتها n    ,  n + 1∈   

:  كل معادلة من الشكل nنسمي معادلة تفاضلية من الرتبة 
( )n n-1y  =   , u , y  , . . . , yf x ′    

(n) هو المجهول yحيث  (n-1)y  , y  , . . . , y  , y′′   هي صور المشتقات المتتابعة للدالة ′
f    :   yx.   

  : مرة وتحقق n تقبل الاشتقاق h كل دالة Iنسمي حلا للمعادلة التفاضلية  في المجال 

( ) ( ) ( ) ( )(n) (n-1)h  =   , h  , h  , . . . , hx f x x x x    

):  المعادلة التفاضلية من الشكل   )y  = f x′  

   تقبلg هو إيجاد دالة Iحل هذه المعادلة على مجال .   مألوفةf   حيث 
):  حقق   و تI   الاشتقاق على  ) ( ) = g x f x′ من أجل كل x من I   



 

  : مثال 
yحل المعادلة التفاضلية   = 2  - 4x′ على .  

  :الحل 
    المعرفة على gحل هذه المعادلة هو الدالة 

):  بالعبارة  ) 2=  - 4  + kg x x x  حيث  k  ∈   

):  المعادلة التفاضلية من الشكل   )y  = f x′′  

 I تقبل الاشتقاق مرتين على g هو إيجاد دالة Iحل هذه المعادلة على مجال .   دالة مألوفةf  حيث 
  : و تحقق 

    ( ) ( ) = g x f x′′ من أجل كل   x من I.   
  : ل مثا

y: حل المعادلة التفاضلية   = x′′   
  :الحل 

):  بالعبارة  المعرفة على gحل هذه المعادلة هو الدالة  )
3

 =  + k  + c
6
xg x x  

   ∋k  و  ∋C: حيث 
2y:  ية من الشكل المعادلة التفاضل   = -w y′′ 

y = a  w:      حل هذه المعادلة من الشكل   + b sin  wcos x x   
  . عددان حقيقيان ثابتانb و a  حيث 

y: حل المعادلة التفاضلية :     مثال   + 25y = 0′′   

): لدينا :    الحل  )2y  = - 5 y′′ا هو  ومنه حله :         
                      y = a 5  + b sin 5cos x x  

  
  
  



 

  تكنولوجيا الإعلام و الاتصال
  

   :1التطبيق 

4:     المعرفة بالعبارة fنعتبر الدالة  2( ) 2f x x x  
  fوإشارة الدالة المشتقة fتحقق باستعمال آلة بيانية التوافق بين اتجاه تغير الداة 

  :الحل 
  :  ننقر على الزر  )1

  1y في f  ونكتب عبارة الدالة 
  f  وعبارة الدالة المشتقة 

  : كما يلي 2y   في 
  
  ننقر على ) 2

  وندخل المعلومات التالية كما يظهر على 
  :الشاشة 

  
  ننقر على ) 3

  فنحصل التمثيلين البيانيين 
  كما يظهر على الشاشة

  
  يمكن تحريك نقطة من البيان )4

)لنلاحظ أنه كلما كانت  ) 0f x  
  متزايدة تماماfكانت الدالة 

  0.43xفمثلا من أجل 
( ) 1.39f x وعليه :( ) 0f x  

  



 

   :2التطبيق 
   scientific workplace 3.0حساب الدالة المشتقة لدالة باستعمال البرمجية 

   التي تحمل ةننقر على الإيقون) 1
  Mفنحصل على الحرف   Tالحرف

   و هذا لتحويل الكتابة من النص 
  .الأدبي إلى النص الرياضي 

    .نكتب عبارة الدالة ) 2
   .ةننقر على الإيقون) 3

  . ثم نختار منها 
  فتظهر علبة الحوار التالية التي 

  .نكتب بداخلها المتغير
  
  
  
  .ة تظهر البرمجية عبارة الدالة المشتقة كما هو في الصور) 4
  

  
  

  



 

  تمـارين و مشكلات
  
 .  1التمرين

  .أماما كل جملة خاطئة مع التعليل" خ"أماما كل جملة صحيحة و العلامة " ص"ضع العلامة 

 إذا كانت -1
( ) ( )

0

1 + h  - 1
 = +

h

f f
lim

h→
∞   

   .1قابلة للاشتقاق عند  f    فإن الدالة 

: إذا كانت  -2
( ) ( )

0

h  - 0
 = 0

h

f f
lim

h→
) فإن البيان  )C f لدالة f   

  .     يقبل مماسا يوازي حامل محور التراتيب 
  0x قابلة للاشتقاق عند 0x كل دالة مستمرة عند عدد -3

):  إذا كانت -4 )
2

= 4
x
lim f x
→

) فإن  )2  = 0f ′   

): ذا كان  إ-5 )2  = 0f  يوازي حامل محور الفواصل في f فإن المماس لمنحنى الدالة ′
  .2النقطة ذات الفاصلة 

 إذا كانت -6
( ) ( )

0

-1 + h  - -1
  = +

h

f f
lim

h→
   f غير موجود فإن الدالة ∞

   .-1غير قابلة للاشتقاق عند 
  .ذا المجال كل دالة مستمرة على مجال فهي قابلة للاشتقاق على ه-7
  . كل دالة سالبة على مجال هي دالة متناقصة تماما على هذا المجال-8

 مشتقة الدالة -9
g
f

 هل الدالة 
g
f ′
′

  

10- ( ) ( )( )  = 
nnf x f x     

f إذا انعدمت الدالة -11 ) فإن النقطة 0x عند ′′ )( )0M  ,  x f x انعطاف لـ 

( )C f   



 

 إذا كانت -12
( ) ( )

0

h  - 0
 = -

h

f f
lim

h>
→

   فإن التمثيل البياني للدالة   ∞

     fيقبل نصف مماس عند النقطة O من اليمين يوازي حامل   
  .محور التراتيب     

 إذا كانت -13
( ) ( )

0

2 + h  - 2
 = 3

h

f f
lim

h>
→

   و    

     
( ) ( )

0

2+ - 2
 = -1

h

f h f
lim

h<
→

) فإن )C fيقبل نصف مماسين .  

 حل المعادلة التفاضلية  -14
1y  = 

2 x
   y = x  هو ′

[      على  [0 ; +∞   
y: لتفاضلية  حل المعادلة ا-15  = cosx′′ هو y = cosx على   

 الدالة -16
1 x
x

   .* متناقصة تماما على 

   نحسب دالتها 0x لدراسة قابلية الاشتقاق لدالة عند عدد -17

f      المشتقة  ) ثم نحسب ′ )0f x′.   
   I هي دالة موجبة على I كل دالة متزايدة تماما على مجال -18

 .  2التمرين

  : في كل حالة ممايلي 0x عند العدد fأدرس قابلية الاشتقاق للدالة 

1     (( ) 0 =  + 5    ;    = 1f x x x  

2    (( ) 0   = 3  + 10   ;     = 2f x x x  

3    (( ) 0 =    ;     = 0f x cosx x  

4   (( ) 0= sin    ;     = 
6

f x x x π
  



 

5   (( )
2

02

 - 4  + 2   =     ;      = 2
  - 2

x xf x x
x x+

  

6   (( ) 0
 - 2    =     ;      = 1

  + 3
xf x x

x
   

7   (( )
2

0
 + 9  - 2 7)   =     ;     = 2

  - 1
x xf x x

x
  

 .  3التمرين

):    المعرفة بالعبارة fتعتبر الدالة  ) 2= 9 - f x x.   
  .عين مجموعة التعريف ) 1

: احسب ) 2
( )

3 3x

f x
lim

x<
→ −

   .f يمكن القول بالنسبة للدالة اماذ . 

)سبة إلى التمثيل البياني  يمكن القول بالنا    ماذ )C f للدالة f.  

)بين أن ) 3 )C f هو نصف دائرة .  

 .  4التمرين

f دالة عددية للمتغير الحقيقي x معرفة بالعبارة :  

( )

( )

1=  sin       ;   0

0  = 0

f x x x
x

f

 ≠



  

   . ثم على O   عند fأدرس استمرارية الدالة  ) 1
   . ثم على O عند fأدرس قابلية الاشتقاق للدالة ) 2

 .  5التمرين

  : المعرفة كمايلي fنعتبر الدالة 



 

( )
( ) ( )

( )

4 3 2

2

 2   = 
 + 1    + 1       ;  -1
11  = +
3

x x xf x
x x x x

f

 + +

 + ≠


−

  

   .fوعة تعريف الدالة  عين مجم-1
   .-1  ثم عند 0 عند f ادرس استمرارية الدالة -2
   .-1 ثم عند 0 عند f ادرس قابلية الاشتقاق للدالة -3

 .  6التمرين

  :احسب الدوال المشتقة للدوال المعرفة كما يلي 

1 ( ( )
2

2

- 4 + 2  = 
+  + 1

x xf x
x x

)) 2      ؛   )  + 3  = 
( - 1) ( + 2)

xf x
x x

       

3  (2 2 2( )= (2 +1) .( +3)f x x x  4 ؛ (
3

32( )=  +4 +1
5

f x x x 
 
 

            

5   (
2- +3 - 5 ( )= 

 + 1
x xf x

x
) 2)  6      ؛   ) = -4  + 5f x x x                   

7 (2( )= - + 8  -15f x x x  8     ؛  (( )= - + 2 . + 5f x x x                  

 .  7التمرين

  :عين الدوال المشتقة للدوال المعرفة كما يلي 
1   (3( ) = f x cos x      3)   2          ؛( ) = ta nf x x                    

3   (( ) = sinf x x      4        ؛   (
2( ) = 

1 - sin
cos xf x

x
                   

5  (( )= sin - 2f x x cos x     6  ؛   (
2 - sin( ) = 
4 - 

xf x
cosx

        

  
   



 

 .  8التمرين

f الآتي  و اتجاه تغير دالتها المشتقة معرفة في الجدول  دالة تقبل الاشتقاق على :  

+∞       3         2          0         1-         −∞ x  
+∞                                                    +∞ 

            0                     0                           
                       1-                   2  

( )f x′ 

   .fاستنتج اتجاه تغير الدالة 
 .  9التمرين

) البيانيين الآتيين نإليك التمثيليي ) ( )2 1C و  C  على المجال [ ]-1 ; 1  

   .2f و 1fللدالتين  
  

  
] من المجال x بين أنه من أجل كل عدد حقيقي -   ]-1 ; 1   

):        فإن  ) ( )1 2 = f x f x′   
 .  10التمرين

):   حيث fنعتبر الدالة  ) = 1 + f x x   
  . عين مجموعة التعريف-1

) ثم اكتب معادلة المماس للمنحني f للدالة 0 ادرس قابلية الاشتقاق عند -2 )C f عند O.   
   .0 عند f عين أحسن تقريب تآلفي للدالة -3

   0,9999 و 1,00007 احسب قيمة مقربة لكل من  -4

-1

2

-1

-2

0 1

1

x

y

-1

2

-1

-2

0 1

1

x

y

(C1)(C2)



 

) ثم أنشئ f ادرس تغيرات الدالة -5 )C f.  

 .  11التمرين

):  حيث fنعتبر الدالة  ) =   , n  nf x x ∈   

(4) احسب الدوال المشتقة  - (3),  ,   ,  f f f f′′ ′   
 .  12التمرين

f دالة معرفة بالعبارة   :( ) ( )=  a  + bf x cos x حيث  :a  0≠  

a و b عددان حقيقيان نعلم أن   :+  = -sin
2

cos x xπ 
 
 

   

) احسب كل من - ) ( ) ( )  ,   ,  f x f x f x′ ′′   .  بدلالة جيب التمام′′′
 .  13التمرين

: حل المعادلة التفاضلية 
216y  +  y = 0

25
π′′ثم استنتج الحل الذي   

 و دالته المشتقة تنعدم عند 0 عند 1 ةذ القيم   يأخ
5
4

.   

 .  14التمرين

):   حيث fنعتبر الدالة  ) 2 = f x cos x   

) فإن x بين أنه من أجل كل عدد حقيقي -1 ) ( )+4 - 2 = 0f x f x′′  
y:   استنتج حلا للمعادلة التفاضلية -2  = -4y + 2′′  

 .  15التمرين

):  المعرفة بالعبارة fنعتبر الدالة  ) 4 3 2= - 6 +12 +24  - 24f x x x x x  

f  : (3) احسب المشتقات المتتابعة للدالة -1 (4) (5),  , , ,  f f f f f′ ′′   
      ماذا تلاحظ ؟

) ادرس إشارة  -2 )f x′′ ثم استنتج نقط الانعطاف للمنحني (C)     
   .fلممثل لتغيرات الدالة     ا



 

 .  16التمرين

):  حيث fنعتبر الدالة  ) =  f x x x   
   .(C)، ثم أنشئ بآلة بيانية تمثيلها البياني  f ادرس تغيرات الدالة -1

y 2:   عين حلا للمعادلة التفاضلية -2  - 3  = 0x′   
 .  17التمرين

):  حيث fنعتبر الدالة  ) 4 3 2 = a  +b  + c  + 4f x x x x  
  . أعداد حقيقية c و b  و aحيث 

  :      حلا للمعادلة التفاضلية f تكون c و b  و a عين الأعداد -
    2y  = 12  - 24  + 10x x′′  

 .  18التمرين

f  دالة معرفة بالعبارة ( ) 3

1 = 
(1 + )

f x
x

 ، ( )αي تمثيلها البيان  

   .f عين مجموعة التعريف للدالة -1
   .f ادرس تغيرات الدالة -2
) اكتب معدلة المماس -3 ) للمنحنى ∆(    عند النقطة ذات ℘(

  .     الفاصلة المعدومة 
) أنشئ كل من -4 ) و ∆(   . بواسطة آلة بيانية ℘(
   .0  عند f عين أحسن تقريب تآلف للدالة -5

3:   احسب القيمة المقربة لكل من -6

1
(1,001)

3  ثم  

1
(0,999)

  

 .  19التمرين

I ( نعتبر الدالةf المعرفة بالعبارة      :( )
2

2

(  + 1) 
- 3  + 2

xf x
x x

  

    x  ثم بين أنه من أجل كل عدد f مجموعة تعريف الدالة fD عين -1



 

):    فإن fD     من  ) b c = a +  + 
- 1  - 2

f x
x x

   

  . أعداد حقيقة يطلب تعيينها c  و b و a      حيث 
   .f ادرس تغيرات الدالة -2
   الممثل (C)اربة للمنحنى  عين بواسطة معادلاتها المستقيمات المق-3

   .f     لتغيرات الدالة 
   و المستقيم المقارب (C) ادرس الوضعية النسبية للمنحنى -

)   الأفقي  )∆.   
   .0 عند f عين تقريب تآلفي للدالة -4
   .(C) أنشئ -5

II ( نعرف الدالةg كما يلي    :( ) 2

+ 2  + 1
 = 

- 3  + 2
x x

g x
x x

   

   .gعين مجموعة تعريف الدالة  -1
) اكتب -2 )g xدون رمز القيمة المطلقة .  
   .0 عند العدد g للدالة ق ادرس استمرارية و قابلية الاشتقا-3
   .g ادرس شفعية الدالة -4
) استنتج التمثيل البياني -5 )γ للدالة g انطلاقا من (C)   
    قش بيانيا وجود وعدد حلول المعادلة نا-6

    2(m -1)  - (3m +2)  + 2m -1 = 0x x حيث mوسيط حقيقي .  
 .  20التمرين

f  دالة معرفة بالعبارة    :( )
2

2

(  - 2) = 
- 1

xf x
x

    

(C) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( )O ; i , j   

    .f ادرس تغيرات الدالة -1
  . و المستقيمات المقاربة ة ادرس الفروع اللانهائي-



 

) مع المستقيم المقارب الأفقي (C) عين إحداثية نقطة تقاطع - )∆   
   .(C) أنشئ المنحنى -
  :   عدد حلول المعادلة m ناقش بيانيا حسب قيم العدد الحقيقي -

         2(m - 1)  + 4  - m - 4 = 0x x  

):  المعرفة بالعبارة gتبر الدالة  نع-2 ) ( )2

2

- 2
 = 

- 1
x

g x
x

   

) اكتب - )g x دون رمز القيمة المطلقة .  
   .0 عند g ادرس استمرارية و قابلية الاشتقاق للدالة -
) بين أن - ) ( ) = g x f x على مجموعة يطلب تعيينها .  
   .g ادرس شفعية الدالة -
) استنتج التمثيل البياني - )C′ للدالة g.   

):    حيث  h نعتبر الدالة-3 )
2

2

(  - 2) = 
- 1

xh x
x

   

):  اكتب العبارة - )h x بدلالة ( )f x.   

) استنتج التمثيل البياني - )γ للدالة h.   

):   بالعبارة ϕ نعرف دالة -4 )
2

2

(sin  - 2) = 
sin  - 1

xx
x

ϕ   

   .ϕ عين مجموعة تعريف الدالة -
  . هي مركب دالتين يطلب تعيينهما ϕ بين أن -
   .ϕ احسب مشتقة الدالة -

 .  21التمرين

1 (f دالة عددية معرفة بالعبارة  :( )  =  +  + f x xα β γ   



 

α ,  , حيث  β γ أعداد حقيقية ( )Γ تمثيلها البياني .  

α ,  , عين  β γ بحيث تكون النقطتان O و ( )A 1 ; -1 من ( )Γ   

)  من Oو يكون معامل توجيه المماس عند النقطة  )Γ مساويا   

إلى 
-3
4

.   

2 (g دالة معرفة كما يلي   :
( )
( )

= -2 + 4 - 3   ,   < 1

=  -3+  - 1  ,   1

g x x x

g x x x x




≥
  

(C) تمثيلها البياني .  
   .g عين مجموعة تعريف الدالة -أ

   .1 عند g ادرس استمرارية و قابلية الاشتقاق للدالة -ب
   .(C) ادرس الفروع اللانهائية و المستقيمات المقاربة للمنحنى -جـ

) مع المستقيم (C) عين نقط تقاطع -د y:  الذي معادلته ∆( x=.   

) و (C)ط تقاطع  اكتب معادلات المماسات في نق-هـ )∆.   
   .(C) أنشئ المنحنى -و

  
  
  
  
  
  
  
  



 

  الحـلــــــول
  

  
 .  1التمرين  

  خاطئة ) 1
 غير f فإن ∞+ و بما أنها تتناهى نحو1نهاية النسبة هي دراسة قابلة الاشتقاق عند : التعليل 

   .1قابلة للاشتقاق عند 
  ئةخاط) 2

 وعليه فالمماس هناك ∞− أو ∞+المماس يوازي محور التراتيب إذا كنت نهاية النسبة 
  .يوازي حامل محور الفواصل 

  خاطئة ) 3
x  فمثلا الدالة  x 0 مستمرة عنده لكنها غير قابلة للاشتقاق عند.  

  اطئةخ) 4
  ( )

2
 = 4

x
lim f x
→

     2 ولدراسة قابلية الاشتقاق عند 2 مجرد نهاية عند 

:     نحسب 
( ) ( )

0

2 + h  - 2
 

h

f f
lim

h→
   

  صحيحة) 5
   و منه المماس   0 يساوي 2   ميل المماس عند النقطة ذات الفاصلة 

  .   يوازي حامل محور الفواصل 
  صحيحة) 6

  .ية النسبة عدد فالدالة تقبل الاشتقاق     لأنه إذا كانت نها
  خاطئة) 7

x    فالدالة  x مستمرة على[    لكنها قابلة للاشتقاق ∞+ ; 0]

[   فقط على  [0 ; +∞.   
  خاطئة ) 8

x 2  فالدالة  x ى لكنها غير متناقصة تماما عل سالبة على     



 

[  فهي متزايدة تماما على  ]- ] و متناقصة تماما على ∞0 ;  [0 ; +∞   
  خاطئة) 9

   مشتقة الدالة 
f
g

2 حيث h  هي الدالة 

- g = 
g

f h hh
′ ′

   

  خاطئة ) 10
)   الرمز )nf هو رمز للمشتق من الرتبة n للدالة f ،  nf   هو رمز   

   .n   للدالة مرفوعة للأس 
  خاطئة) 11

)    بل يجب أن تغير  )f x′′ 0 إشارتها عندx.  

  صحيحة) 12
tan فإن ميل نصف المماس ∞−   بما أن نهاية النسبة هي  -θ→ ∞   

  ومنه 
- 
2
π

θ   . وعليه نصف المماس يوازي حامل محور التراتيب→

  صحيحة) 13
 من 2 وتقبل الاشتقاق عند 3عددها المشتق هو  من اليمين و 2 تقبل الاشتقاق عند fلأن الدالة 

   .-1اليسار و عددها المشتق هو 
  .و بما أن العددين المشتقين غير متساوين فإن التمثيل البياني يقبل نصفي مماسين 

  صحيحة ) 14

x = ة   لأن مشتقة الدال y x هو الدالة   :
1 = 

2
x y

x
′   

[    على ]0 ; +∞.   
  خاطئة) 15

siny- =:       لأن  x′ ومنه       : = -y cosx′′   
  خاطئة) 16

[    الدالة متناقصة تماما على كل من المجالين  [- [ و ∞0 ;  [0 ; +∞   
  خاطئة ) 17



 

:   سب      بل نح
( ) ( )

0

 +  - 
 

h

f x h f x
lim

h→
   

  خاطئة) 18
f :   2x    الدالة  x لأن  متزايدة تماما على  :( ) > 0f x′   

   . غير موجبة على f    لكن الدالة 
 .  2التمرين  

   : 0xية الاشتقاق عند دراسة قابل

):            لدينا ) 1 ) 0 =  + 5   ;    = 1f x x x  

]:       و منه  [ = -5 ; +fD )  ؛   ∞ )1  = 6f   

                   
( ) ( )

0 0

1 + - 1 1+  +5 - 6 = 
h h

f h f hlim lim
h h→ →

  

 
0

6 +  - 6 6 +  + 6=  
6 +  + 6h

h hlim
h h→

×  

              
0

6 +  - 6=  
6 +  + 6h

hlim
h h→   

  

  
0

1 1 6=  =  = 
126 +  + 6 2 6h

lim
h→

  

):   حيث 1 تقبل الاشتقاق عند fومنه  ) 61  = 
12

f ′   

):           لدينا ) 2 ) 0 = 3  + 10   ;    = 1f x x x   

:     و منه 
-10=  ; +  
3fD  ∞  

)   ؛    )2  = 4f   

            
( ) ( ) ( )

0 0

3 2 + +10 - 42 +  - 
 =

h h

hf h f h
lim lim

h h→ →
  



 

0

16 + 3  - 4 16 + 3  + 4=
16 + 3  + 4h

h hlim
h h→

×  

           
( )

0

16 + 3  - 6
=  

16 + 3  + 4h

h
lim

h h→   
  

           
0

3 3=   = 
816 + 3  + 4h

lim
h→

  

):  حيث 2 تقبل الاشتقاق عند fوعليه  ) 32  = 
8

f ′   

):          لدينا ) 3 ) 0=    ;    = 0f x cosx x    

)   ؛   fD  =:        و منه  )0  = 1f  

( ) ( )
2

0 0 0

1 - 2 sin  - 1 - 0 cos  - 1 2  =   =  
h h h

h
f h f hlim lim lim

h h h→ → →

  

         

2 2

0 0

-2 sin -sin
2 2=   =  

h h

h h

lim lim
h h→ →

  

      
0 0

sin
2=  -sin     = 0

2
2

h h

h
hlim lim h→ →

  × 
 

  

):         لدينا ) 4 ) 0= sin     ;     = 
6

f x x x π
  

  ؛   fD  =:         و منه 
1 = sin  = 

6 6 2
f π π 
 
 

  



 

                
h 0 h 0

1+ - sin + -
6 6 6 2  =  

f h f h
lim lim

h h→ →

π π π     
     
       

h 0

1sin .cos  + sin  -
6 6 2=  

h cos h
lim

h→

π π

  

     
h 0

1 3 1cos  +  sin  -
2 2 2=  

h h
lim

h→
  

    
( )

h 0

1 3cos  - 1 + sin 
2 2=  

h h
lim

h→
  

2

h 0

1 -2 sin
3 sin 2 2=   +  

2

h
hlim

h h→

 
 
   

2

h 0

sin
-1 3 sin 2=   +  
2 2

2

h
hlim h h→

  
    

 
  

  

                                   
3= 

2
   

):     لدينا ) 5 )
2

0
 - 4  + 2  =      ;     = 2
+  - 2

x xf x x
x x

  

}:           و منه  }2=    :  +  - 2  0fD x x x∈ ≠  

2حلول المعادلة  +  - 2 = 0x x 2 ، 1:  هي-  



 

}:  إذن  }=  - -2 ; 1fD  

( )
2

2

(2)  - 4 (2) + 2 -2 -12  =  =  = 
(2)  + 2 - 2 4 2

f  

2

2

0 0

(2 + ) - 4 (2 + ) +2 1 + 
(2 + ) - (2) (2 + ) - 4 (2 + ) -2 2 

h h

h h
f h f h hlim lim

h h→ →
= =  

                     
2

20

4 4 - 8 - 4 2 1 1 
4 4 2 - 2 2h

h h hlim
h h h h→

 + + +
= + × + + + + 

  

                                   
2

20

2 1 1 
5 4 2h

hlim
h h h→

 +
= + × + + 

  

 ( ) ( )
2 2 2

2 20 0

4 5 4 1 3 5   
2 5 4 2 5 4h h

h h h h hlim lim
hh h h h h→ →

+ + + + +
= × =

+ + + +
  

                                  ( )
2

20

3 5 5   
82 5 4h

h hlim
h h h→

+
= =

+ +
  

):   حيث 2  تقبل الاشتقاق عندfإذن الدالة  ) 52  = 
8

f ′.   

):       لدينا ) 6 )  - 2=     ;     = 1
+ 3

xf x x
x

  

0x {:         و منه  0fD  3 +  /     = } و≤ x x∈ ≠  

            [ [ ( ) -1 = 0 ; +    ;   1  = 
4fD f∞  

                
( ) ( )

0 0

1  - 2 1
1 - 1 1 3 4  =  

h h

h
f h f hlim lim

h h→ →

+
++ + +  



 

                
0

1  - 2 1
4 3 4=  

h

h

lim
h→

+
+

+  

               
( )

0

4 1  - 8 4
4 4

=  
h

h h
h

lim
h→

+ + +
+ +

  

                 
0

4 1 - (4 - )=
4 (4 )h

h hlim
h h→

+
+  

0

4 1 - (4 - ) 4 1 (4 - )= 
4 (4 ) 4 1 (4 - )h

h h h hlim
h h h h→

+ + +
×

+ +  

          
0

(- 24)=  
4(4 ) 4 1 4 -h

hlim
h h h→

+
 + + + 

  

                       
24 24 3= =  = 

16 (4 + 14) 1608 32
  

) حيث 1شتقاق عند  تقبل الا fإذن الدالة  ) 31  = 
32

f ′  

):      لدينا ) 7 )
2

0
 + 9  - 2 =     ;      = 2

- 1
x xf x x

x
  

}:       و منه  }=  - 1fD    ؛   ( )2  = 20f   

( )
( ) ( )2

0 0

2 9 2 - 2
-  20 -  2 2 - 1  =  

h h

h h
f f hlim lim

h h→ →

+ + +
+  



 

        

2

0

4 4 18 9 - 2 - 20
1=  

h

h h h
hlim
h→

+ + + +
+

  

                                 

2

0

13 20 -20
1=  

h

h h
hlim
h→

+ +
+

  
2 2

0 0

13 20 - 20(1 ) - 7
1 1=   =  

h h

h h h h h
h hlim lim

h h→ →

+ + +
+ +  

             
0 0

 (  -  7)  -  7=   =   = -7
 (1  ) 1  h h

h h hlim lim
h h h→ →+ +

  

):  حيث 2تقبل الاشتقاق عند  f إذن الدالة  )2  = -7f ′   
 .  3التمرين  

}:  تعيين مجموعة التعريف -1 }2 =    : 9 -   0fD x x∈ ≥  
  :   لدينا 

+∞        3              3-       −∞ x  
-  +  -  29 x−  

]:   وعليه  ]= -3 ; 3fD   

):    حساب -2 )
3
 

- 3x

f x
lim

x→
   

( ) 2 2 2

2
3 3 3

9 - 9 -  . 9 -   =   =  
 - 3  - 3 (  - 3) 9 - x x x

f x x x xlim lim lim
x x x x< < <

→ → →

  

2

2 2
3 3

9 - (3 - ) (3 + )=   =  
(  - 3) 9 - (  - 3) 9 - x x

x x xlim lim
x x x x< <

→ →

  



 

  
2 2

3 3

-(  -3) (  + 3) -(3 + )=   =   = -
(  - 3) 9 - 9 - x x

x x xlim lim
x x x< <

→ →

∞  

:       لأن 
2

-(  + 3)  -6

9 -   0

x

x

 →


→
  

) من اليسار وعليه 3  غير قابلة للاشتقاق عند fونقول أن الدالة  )fC   
  .  من اليسار يوازي حامل محور التراتيب 0يقبل نصف مماس عند 

) تبيان أن -3 )fC هو نصف دائرة  :  

): لدينا  ) 2= 9 - f x x  2 ومنهy = 9 - x   

): وبالتالي  )2
2 2y  = 9 - 

y  0

x


 ≥

:          وعليه 
2 2y  = 9 - 

y  0
x


≥

  

:      إذن 
2 2+ y  = 9

y  0
x


≥

  

): إذن  )fCلدائرة التي مركزها  من نصف اO حيث 3 و نصف قطرها y  0≥.  
 .  4التمرين  

   fD = : 0 دراسة الاستمرارية عند -1

( ) ( )
0 0

sin  =  = 1 = 0  
x x

xlim f x lim f
x→ →

  

   .0 مستمرة عند fومنه 
   و عليه فهي مستمرة على  sin  هي جداء  دالتي المقلوب و f الدالة -
    مستمرة على f ومنه 0 مستمرة عند f لكن *  
   :  0قابلية الاشتقاق عند ) 2



 

( ) ( )
0 0 0

1 sin  - 0 1 sin    =   =  = +
h h h

hf h f hhlim lim lim
h h h h> > >

→ → →

× ∞  

                    
( ) ( )

0 0

- 0 1 sin    =   .  = -
h h

f h f hlim lim
h h h< <

→ →

∞  

   .Oإذن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 
 .  5التمرين  

         ( )
( )2 2

2

  + 2  + 1
=     ;      -1

(  + 1) (  -  + 1)

x x x
f x x

x x x
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):     ومنه  ) ( )22
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 =     ;      -1

(  + 1) (  -  + 1)
x x

f x x
x x x
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):       وعليه  ) 2

 .  + 1
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(  + 1) (  -  + 1)
x x

f x
x x x

  

  : تعيين مجموعة التعريف -1

{ }2 =    : (  + 1) (  -  + 1)  0fD x x x x∈ ≠  

):   وعليه  ) ( )2+ 1   -  + 1  = 0x x x 0 = 1 +   تكافئx أو 
2 -  + 1 = 0x x 1- =    وأنx   2  أو  -  + 1 = 0x x  

2: حل المعادلة  -  + 1 = 0x x 

3D =   .   ومنه ليس للمعادلة حلول −
}:      وبالتالي  }=  -  -1fD  

   : 0 دراسة الاستمرارية عند – 2

):      لدينا  ) 2

 .  + 1
 = 

(  + 1) (  -  + 1)
x x

f x
x x x

  



 

    :  ومنه 
+∞          0             1−        −∞  x  
x  x−  x−  x  

1x +  1x +  ( )1x− +  1x +  
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

     

  :        و عليه 
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
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):     و لدينا  ) ( )
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 +  1 x x

xlim f x lim f x
x→ →
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               ( ) ( )
> >

0 0
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+ 1 x x

xlim f x lim f x
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                    ( ) 2

0  . 0 + 1
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(0 + 1) (0  - 0 + 1)
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):     إذن  ) ( )
< >

0 0

  =   =  (0)
x x
lim f x lim f x f
→ →

  

   . 0 مستمرة عند fوعليه 
  :1-     دراسة الاستمرارية عند -
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0 0

-1 =   = 
-  + 1 3x x

xlim f x lim
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)ومنه  )
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lim f x f
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≠   . ار  من اليس– 1 مستمرة عند f وعليه −
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> 211
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1 3xx
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ومنه 
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lim f x f
→ −

=    من اليمين – 1 مستمرة عند f وعليه −

    .- 1 غير مستمرة عند fلكن الدالة 
   :               0 دراسة الاشتقاقية عند – 3

                  
2

0 0

-
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h h
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h h h<
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  . من اليسار 0 تقبل الاشتقاق عند fوعليه 
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   .0 من اليمين لكنها غير قابلة للاشتقاق عند 0 تقبل الاشتقاق عند fوعليه 
   : - 1 دراسـة الاشتقاقية عند -
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 
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  من اليسار ويمكن الإجابة أيضا 0 غير قابلة للاشتقاق عند fومنه 
   من اليسار فهي غير قابلة – 1 غير مستمرة عند fبما أن  بقولنا 

   . من اليسار -1للاشتقاق عند 

2

 0  0

+1 - h 1 - 
(-1 + h) - (-1) (-1 + h) - (-1+ h) + 1 3  =  

h hh h

f flim lim
> >
→ →

2

 0

1 - h 1 - 
1 - 2h + h  + 1 - h + 1 3=

hh
lim

>
→

  



 

                      
2

 0

1 - h 1- 
h  - 3h + 3 3= 

hh
lim

>
→

  

    
2

2
 0

3 - 3h - h  + 3h - 3 1=  × 
3 (h  - 3h + 3) hh

lim
>
→

  

                   
2

2
 0

-h=  
3h (h  - 3h + 3)h

lim
>
→

  

         2
 0

=  = 0
3( 3 3)h

hLim
h h→

−
− +

   

   من اليمين لكنها غير قابلة  -1 تقبل الاشتقاقية عند fومنه  
    .- 1 للاشتقاق عند 

 
  . 6التمرين  

  : حساب الدالة المـشـتقـة 

 :    لدينا ) 1
2

2

4 2( )
1

x xf x
x x
− +

=
+ +

                                

   { }2: 1 0fD x x x= ∈ + + ≠                 

2:  نحل المعادلة     +  + 1 = 0x x   3- =    ولدينا∆   

fD.        ومنه لا توجد حلول  =  
  :  حيث D هي دالة ناطقة و منه فهي تقبل الاشتقاق على f   الدالة 

2 2

2 2

(2  - 4) (  +  + 1) - (2  + 1) ( - 4  + 2)( ) = 
(  +  + 1)

x x x x x xf x
x x

′  

3 2 2 3 2 2

2 2

2 + 2 + 2  - 4 - 4  - 4-2 8 -4 - 4 -2( ) = 
(  +  + 1)

x x x x x x x x x xf x
x x

+ +′     



 

                                             
2

2 2

5  - 2  - 6( ) = 
(  -  - 1)

x xf x
x x

′ 

:    لدينا ) 2
 + 3( ) = 

(  - 1) (  + 2)
xf x

x x
  

             { }= : (  - 1) (  + 2)  0fD x x x∈ ≠  

}:     إذن   }=  1 ;  2fD − −   

       ( ) [ ]
2 2

1 (  - 1) - 1 (  + 2) + 1(  - 1)  (  + 3)
 = 

(  - 1)  (  + 2)
x x x x

f x
x x

′  

                ( ) 2 2

(  - 1) (  + 2) - (2  + 1) (  + 3) = 
(  - 1)  (  + 2)

x x x xf x
x x

′  

                          ( )
2 2

2 2

 +  - (2  + 7  + 3) = 
(  - 1)  (  + 2)

x x x xf x
x x

′  

):             إذن  )
2

2 2

-  - 6  - 5 = 
(  - 1)  (  + 2)

x xf x
x x

′  

):      لدينا ) 3 ) 2 2 2= (2  + 1)  (  + 3)f x x x  
   .fD =:      و منه 

( ) 2 2 2 2 = 2.2.(2  + 1) ( + 3) + 3 (2 ) ( + 3) . (2  + 1)f x x x x x x′        

         ( ) 2 2 = (  + 1) (  + 3) 4 (  + 3) + 6  (  - 1)f x x x x x x′     

                  ( ) 2 2 = (  + 1) (  + 3) (16  + 6  + 12)f x x x x x′  

):   لدينا ) 4 )
3

32=   + 4  + 1
5

f x x x 
 
 

  fD = :    و منه 

            ( )
2

2 36 2 = 3   + 4   + 4  + 1
5 5

f x x x x   ′ ×    
   

  



 

):       لدينا ) 5 )
2-  + 3  - 5 = 

+ 1
x xf x

x
  

}:     و منه  }=  - -1fD                 

( )
2

2

(-2  + 3) (  + 1) - 1 (-  + 3  - 5) = 
(  + 1)

x x x xf x
x

′  

( )
2 2

2

-2  - 2  + 3  + 3 +  - 3  + 5 = 
(  + 1)

x x x x xf x
x

′  

                      ( )
2

2

-  - 2  + 8 = 
(  + 1)

x xf x
x

′  

):       لدينا ) 6 ) 2 = -4  + 5f x x x  
   .fD =:     و منه 

:                                            ولدينا 

( )
( )

2

2

= -4  + 5    ;     0

= -4  - 5     ;     0

f x x x x

f x x x x

 ≥


≤
  

) :   0x <من أجل   ) = -8  + 5f x x′  

) :   0x >من أجل   ) = -8  - 5f x x′ 

) : 0ندرس الاشتقاق عند  )0  = 0f  

( ) ( ) 2

0 0

h  - 0 -4h  -5h  =   
h hh h

f f
lim lim

< <
→ →

  

                     
0

h (-4h -5)=   = -5
hh

lim
<
→

  

   . 0 لا تقبل الاشتقاق عند  f من اليمين لكن الدالة  0  تقبل الاشتقاق عند  fإذن 



 

):  لدينا ) 7 ) 2= -  + 8   - 15  f x x x و منه   : fD = 

( ) [ ]
( ) [ ] [ ]

2

2

 = -  + 8  - 15   ;      3 ; 5  

 = -  + 8  - 15    ;     3 ; 5   5 ; + 

f x x x x

f x x x x

 ∈


∈ ∪ ∞
 

-2: ندرس إشارة    + 8  - 15x x  
∆′1:      لدينا  1:      ومنه = = 5x   2  ؛  = 3x    

:          و منه الإشارة هي 
          3            5             +

        +      0    -     0       +
−∞ ∞→  

( )
( )

2 2

2 2

 = -  + 8  - 15 ; -  + 8  - 15  0 

 = -  + 8  - 15 ; -  + 8  - 15  0

f x x x x x

f x x x x x

 ≥


≤
  

[لما  [ 3 ; 5x ∈  ( ) = - 2  + 8f x x′   

[لما  [ ] [ -  ; 3   5 ; +x ∈ ∞ ∪ ∞  :   ( )  = - 2  + 8f x x′  

) :       3قابلية الاشتقاق عند  )3  = 0f  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

 3 + h  -  h  3 + h  -  h  + 15
  =  

h h

f f f f
lim lim

h h< <
→ →  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 +h - h 3 +h  - 8 3 +h +15
  =  

h h

f f f
lim lim

h h< <
→ →

( )
2

0 0

 - 2h  =  h - 2  = - 2
h h

hlim lim
h< <

→ →

  

   من اليسار 3  تقبل الاشتقاق  عند fإذن 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3+ h - h 3+ h - 8 3+ h + 15
  =  

h h

f f f
lim lim

h h< <
→ →

 



 
2 2

0 0

-9 - 6h - h  + 24 + 8h - 15 -h  + 2h=   =  
hh h

lim lim
h> >

→ →

  

      
( )

0 0

h -h + 2h
=   =  (-h + 2) = 2

h h
lim lim

h> >
→ →

  

   .3....... تقبل الاشتقاق على fإذن 
   .3 غير قابلة للاشتقاق عند fلكن الدالة 

) :  5 قبلة الاشتقاق عند   )5  = 0f  

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

5 + h  - 5 5 + h  - 8 5 + h  - 15
  =  

h h

f f
lim lim

h h< <
→ →

−
  

2 2

0 0

-25 - 10h - h  + 40 + 8h - 15 -h  - 2h=   =  
h h
lim lim

h h< <
→ →

  

( )
0 0

h -h - 2
=   =  (-h - 2) = -2

h h
lim lim

h< <
→ →

  

  . من اليسار5 تقبل الاشتقاق عند fإذن 

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

5 + h  - 5 5 + h  - 8 5 + h  + 15
  =  

h h

f f
lim lim

h h> >
→ →

  
2 2

0 0

25 + 10h + h  - 40 - 8h + 15 h  + 2h=   =  
h h
lim lim

h h> >
→ →

  

             
( )

0 0

h h + 2
=   =  (h + 2) = 2

h h
lim lim

h> >
→ →

  

  .  من اليمين 5 عند ق تقبل الاشتقاfإذن 
  5غير قابلة للاشتقاق عند  fلكن الدالة 

):  لدينا ) 8 ) = -  + 2  .  + 5f x x x و منه    : = fD  

)نكتب  )f x دون رمز القيمة المطلقة   



 

+∞            2                5-           −∞  x 

-(-  + 2)x  -  + 2x  -  + 2x  - 2x +  
 + 5x  + 5x  -(  + 5)x  5x +  

-(- +2)( +5)x x (- +2)( +5)x x -(- +2)( +5)x x - 2 5x x+ + 
  

  : إذن 

( ) ] ] [ [
( ) [ [

 = -(-  + 2) (  + 5)  ;    -  ; -5   2 ; +

 = (-  + 2) (  + 5)  ;    -5 ; 2

f x x x x

f x x x x

 ∈ ∞ ∪ ∞


∈
  

[لما *  [-5 ; 2x∈   :  ( )  = -1 (  + 5) + 1 (-  + 2)f x x x′  

                           ( ) = -  - 5 -  + 2f x x x′ 

[لما *   [ ] [-  ; -5 2 ; +x∈ ∞ ∪ ∞    : ( )  = - (-2  - 3)f x x′  

                                ( ) = 2  + 3f x x′ 

) :  -5قابلية الاشتقاق عند   )5  = 0f −  

0 0

(-5 + h) - (-5) -(5 - h + 2) (-5 + h +5)  =  
h hh h

f flim lim
< <
→ →

  

                
0 0

-h (7 - h)=   =  - (7 - h)
hh h

lim lim
< <
→ →

  

= -7                                                               
  . من اليسار-5تقبل الاشتقاق عند  fوعليه 

0 0

(-5 + h) - (-5) (5 - h + 2) (-5 + h +5)  =  
h hh h

f flim lim
> >
→ →

  

        
0 0

h (- h + 7)=   =  (-h + 7) = 7
hh h

lim lim
> >
→ →

  

  .-5 غير قابلة للاشتقاق عند f من اليمين لكن الدالة -5ومنه تقبل الاشتقاق عند 



 

  .2 عندققابلية الاشتقا 

0 0

(2 + h) - (2) (-2 - h + 2) (2 + h +5)  =  
h hh h

f flim lim
< <
→ →

  

          
0 0

-h (7 + h)=   =  -(7 + h) = -7
hh h

lim lim
< <
→ →

  
  . من اليسار 2 قبل الاشتقاق عند fإذن 

0 0

(2 + h) - (2) -(-2 - h + 2) (2 + h +5)  =  
h hh h

f flim lim
> >
→ →

  

              
0 0

h (7 + h)=   =  (7 + h) = 7
hh h

lim lim
> >
→ →

  

  . من اليمين2 تقبل الاشتقاق عند fإذن 
   .2 لا تقبل الاشتقاق عند fلكن الدالة 

  . 7التمرين  
  :تعيين الدوال المشتقة 

( ) 31)  =     ,    = ff x cos x D  

( ) 2  = -3 sin  f x x cos x′  

( ) 32)  = sinf x x  

{ } =   k  :    0fD x cosx∈ ≠  

 = 0cosx معناه         : =  +       ,   k  
2

x π
π ∈   

 =  -  + k      /   k  
2fD π π ∈ 

 
  

( ) ( ) ( )2 2 = 3 1 + tan  tanf x x x′  

( ) ( )2 2 = 3 . tan g 1 + tanf x x′  



 

( )3)  = sinf x x  

{ } =     :  sin   0fD x x∈ ≥  
sin: نجد المتراجحة    0x ≥    

]:    حلولها من الشكل  ]S = 2k  ; (2k + 1) π π   
   ∋  kحيث  
]:  ومنه  ]= 2k  ; (2k + 1) fD π π   
  ∋  kمع  

[على  اق  تقبل الاشتقfو الدالة  [2k  ; (2k + 1) π π    معk  ∈  

):         و منه  )  = 
2 sin

cosxf x
x

′.   

( ) 24)  = 
1 - sin
cos xf x

x
′  

{ }=    : 1 - sin   0fD x x∈ ≠  
sin - 1كل المعادلة   = 0x   أي   sin  = 1x   

2k +  =:   ومنه     ,   k  
2

x π
π ∈   

=  -  + 2k      /   k  
2fD π π ∈ 

 
  

( ) 2

-2 sin2  (1 - sin) - (-cos ) . cos2 = 
(1 - sin )

x x xf x
x

′  

( ) 2

-1 sin   (1 - sin ) +  . cos2 = 
(1 - sin )

x cosx x cosx xf x
x

′  

( ) [ ]
2

 -4 sin  (1 - sin ) + cos2
 = 

(1 - sin )
cosx x x x

f x
x

′  



 

( ) ( )2 2

2

 -4 sin  + 4 sin  + 1 - 2 sin
 = 

(1 - sin )
cosx x x x

f x
x

′  

( ) ( )2

2

 2 sin  - 4 sin  + 1
 = 

(1 - sin )
cosx x x

f x
x

′  

( )5)  = sin  - 2f x x cos x  
{ } =     / sin  - 2   0fD x x cos x∈ ≥  

sin:   المتراجحة نحل  - 2   0x cos x       أي ≤
2sin  - (1 - 2sin )  0x x ≥  

2sin  + 1 + 2sin   0x x ≥  
22 sin  + sin  - 1  0 . . . (1)x x ≥  

sinنضع   = zx 22:     نجدz  + z - 1  0≥   
2= (1)    ∆9 =      ومنه       ∆ (2) (1-) 4 - 

2:    وعليه  1
-1 +3 1 -1 +3z  =  =    ,   z  =  = -1

4 2 4
   

2:   إذن  12z  + z - 1 = 2 (z + 1) z - 
2

 
 
 

  

2:  إذن  12 sin  + sin  - 1 = 2 ( sin  + 1)  sin  - 
2

x x x x 
 
 

   

:  تكافئ ) 1(وعليه 
12 ( sin  + 1)  sin  -   0
2

x x  ≥ 
 

    

:  ومنه 
1sin  -   0
2

x sin:     لأن ≤  1 +  0x ≥   

: ليه وع
1sin   
2

x :    إذن ≤
5   + 2k  ;  + 2k

6 6
x π π ∈ π π  

  



 

:  حيث 
5   + 2k  ;  + 2k   ,   k  

6 6fD π π ∈ π π ∈  
  

 تقل الاشتقاق على fالدالة 
5 + 2k  ;  + 2k

6 6
π π π π  

  

:                                                     حيث 

( ) + 2 sin2 = 
2 sin  - 2
cosx xf x

x cos x
′  

( ) 2 - sin6)  = 
4 - 

xf x
cosx

   

   fD =:       فإن 0cosx <  - 4بما أن 

( ) 2

-  (4 - ) - sin  (2 -sin ) = 
(4 - )

cosx cos x xf x
cosx

′  

( ) 2

-  (4 - ) - sin  (2 -sin ) = 
(4 - )

cosx cos x xf x
cosx

′  

( ) 2

-4  - 2 sin  + 1 = 
(4 - )

cosx xf x
cosx

′  

  . 8التمرين  
   : fاتجاه تغير الدالة 

[في المجال  -1 ]- )نا  لدي : ∞1- ;  ) > 0f x′ ومنه fمتزايدة تماما  .  

]في المجال  -2 )لدينا  : 0 ; 1-[ )  0f x′  . متزايدة تماماf ومنه ≤

]في المجال  -3 )لدينا  : 2 ; 0[ )  0f x′  . متناقصة تماماf و منه ≥

]ل في المجا -4 )لدينا  : 3 ; 2[ )  0f x′  . متناقصة تماماf ومنه ≥

]في المجال  -5 [3 ; +∞ : ( )  0f x′  .متزايدة تماما  f ومنه  ≤

  . 9التمرين  



 

)في المجال  ) [ ]2 < 0   :  -1 ; 0f x 1 ولديناfتماما ة متناقص .  

)و في المجال  ) [ ]2 < 0   :  0 ; 1f x 1 و لديناf متناقصة تماما في النقطة 

1M ) لدينا (2 ; 1-) )1C يقبل نصف مماس يوازي محور الفواصل و لدينا 

( )2 -1  = 0f 1 في النقطةM ) فإن (2- ; 1) )1C يقبل نصف مماس يوازي محور 

):  الفواصل و لدينا  )2 1  = 0f إذن ( )1C 1 هو التمثيل البياني للدالةf و( )2C 
1fالتمثل البياني لدالتها المشتقة  2:    إذن ′ 1= f f ′   

  . 10التمرين  
]:  مجموعة التعريف  -1 [-1 ; +fD ∞   

) :  0قابلية الاشتقاق عند  -2 )0  = 1f  

0 0

(h) - (0) 1 + h  - 1  =  
hh h

f flim lim
h→ →

  

                      
( ) ( )

( )0

1 + h  - 1  1 + h  + 1
=  

h 1 + h  + 1h
lim
→

  

 
0 0

1 + h - 1 1 1=   =   = 
21 + h  + 1h 1 + h  + 1h h

lim lim
→ →  

  

) حيث 0 تقبل الاشتقاق عند fإذن  ) 10  = 
2

f ′   

   : Oمعادلة المماس عند 

   ( ) ( ) ( )y = 0  + 0    - 0f f x× أي      :
1y = 1 + 
2

x   

  :f التآلفي للدالة بالتقري -3

):  حيث g هو الدالة 0في للدالة عند أحسن تقريب تآل ) 1= 1 + 
2

g x x   



 

 :حساب القيم المقربة  -4

11,00007  = 1 + 0,00007   1 +  (0,00007)
2

   

1 + 0,000035  1,000035  

  1,000035  1,00005:       إذن 
10,999917  = 1 - 0,000083 = 1 -  (0,000083)
2

  

= 0,9999585                                                         
  :fدراسة تغيرات الدالة  -5

[ [ = -1 ; +fD ∞   

( )
1 1

  =  1 +  = 0
x x
lim f x lim x
> >
→− →−

  

( )  =  1 +  = +
x x
lim f x lim x
→+∞ →+∞

∞  

)من أجل  ) 1=     :    > -1
1 + 

f x x
x

′ 

):  من اليمين -1قابلية الاشتقاق عند  )1  = 0f −   

0 0 0

(h) - ( )  - 0 h  =   =  
h h hh h h

f flim lim lim
> > >
→ → →

  

                        
0

1=   = +
hh

lim
>
→

∞  

) و بيان -1 لا تقبل الاشتقاق عند fوعليه  )fC يقبل نصف مماس يوازي حامل محور التراتيب  
   .-1على يمين العدد

  : الفروع اللانهائية 

): بما أن  ) = +
x
lim f x
→+∞

:      فإننا نحسب ∞
( ) 

x

f x
lim

x→+∞
  



 

:          لدينا 

( ) 1 +   =  
x x

f x xlim lim
x x→+∞ →+∞

  

1 +  . 1 + 1 + 1=   =     = 0
 1 + 1 + x x

x x xlim lim
xx x x→+∞ →+∞

×  

)إذن  )fC يقبل فرع تقاطع مكافئ باتجاه محور الفواصل عند +∞.   

   .1x = :  فإن y = 0 من أجل y = 1:  فإن 0x =: من أجل : ع نقط التقاط

  
  . 11التمرين  

  :حساب الدوال المشتقة 
): لدينا  ) n = f x x و عليه الدالة f حيث  تقبل الاشتقاق على  :

( ) n-1 = nf x x′   

fالدالة  ):  حيث  تقبل الاشتقاق على ′ ) n-2= n (n -1) f x x′′   

fالدالة  ):  حيث  تقبل الاشتقاق على ′′ ) n-3 = n (n -1) (n - 2) f x x′′′  
fالدالة    :      حيث  تقبل الاشتقاق على ′′′

( )(4) n-4= n (n -1) (n - 2) (n - 3) f x x  
  . 12التمرين  

  :حساب الدوال المشتقة 



 

)لدينا  ) =  (a  + b)f x cos x  

):  حيث تقبل الاشتقاق على fالدالة  )  = a sin (a  + b)f x x′   

):          ومنه  ) = a  a  + b + 
2

f x cos x π ′  
 

   

fالدالة  ):   حيث  تقبل الاشتقاق على ′ ) 2 = a  sin a  + b + 
2

f x x π ′′  
 

  

): ومنه  ) 2= a   (a  + b + )f x cos x′′ π  

fالدالة  )قاق على  تقبل الاشت′′ ) 3 = -a  sin (a  + b + )f x x′′′ π  

( ) 3 3 = a  sin a  + b + 
2

f x x π ′′′  
 

  

  . 13التمرين  

: لدينا 
216y  +  y = 0

25
π′′ ومنه     :

24y  = -  y
5
π ′′  

 
   

: وعليه حلها هو 
4 4y = a   + sin 
5 5

cos x xπ π
   

   a 0 + b sin0cos = 1:     وعليه y = 1  :   = 0xولدينا من أجل 

:     و من أجل a = 1: ومنه 
5y  = 0  :   = 
4

x′   

:         لكن 
4 a 4 4 b 4y  =  sin  +  

5 5 5 5
xx cosπ π π π′  

:     ومنه 
4 a 4 b0 =  sin  + 

5 5
cosπ π

π π  

: وعليه 
4 b  = 0

5
cosπ

π ومنه   b = 0   



 

: وعليه الحل هو 
4y =  

5
xcos xπ

  

  . 14التمرين  
):   نبين أن -1 ) ( )+ 4  - 2 = 0f x f x′′   

)لدينا  )  = -2sin  f x x cosx′ ومنه        :( )  = -sin2f x x′   

):  إذن  ) = -2 2f x cos x′′   

):    وعليه  ) ( ) + 4  - 2 = -2 2  + 4  - 22f x f x cos x cos x′′   

                     2 2= -2 (2  - 1) + 4  - 2cos x cos x  

                       2 2= -4  + 2 + 4  - 2 cos x cos x  
):           إذن  ) ( )+ 4  - 2 = 0f x f x′′  

  :  حل المعادلة التفاضلية -2
                  y  = -4y + 2′′  

)نفرض  )y = f x فنجد     :( ) ( ) + 4  - 2 = 0f x f x′′  

):  ) 1(ومن السؤال  ) 2 = f x cos x   
  . 15التمرين  
  : حساب المشتقات المتتابعة -1

( ) 3 2 = 4  - 18  + 24  + 24f x x x x′  

( ) 2 = 12  - 36  + 24f x x x′′  

( )(3)  = 24  - 36f x x  

( )(4)  = 24f x   

( )(5)  = 0f x  

)نلاحظ أنه من أجل  )( ) = 0  : n  5nf x ≥   

) دراسة إشارة -2 )f x′′  : ( ) 2 = 12  - 36  + 24f x x x′′   



 

):   ومنه  ) ( )2= 12  - 3  + 2f x x x′′   

( )  = 0f x′′ 2:        تكافئ  - 3  + 2 = 0x x   

2:     ومنه للمعادلة حلين ∆1 =  1
3 + 1 3 - 1 =  = 2   ,    =  = 1

2 2
x x   

+∞           2               1           −∞   x   
+  -  +  ( )f x′′  

fالدالة  :    في كل مرة إشارتها ومن هناك نقطتي انعطاف ة مغير2 و 1 تنعدم عند ′′

( ) ( )2 1M  2 ; (2)    ,   M  1 ; (1)f f   

):       حيث  ) ( )2  = 40   ,   7  f f   
  . 16التمرين  
   :f دراسة تغيرات الدالة -1

[ [ = 0 ; +fD ∞   

( ) ( )
0 0

=  = 0 ;  =   = +
x xx x

lim f x lim x x lim f x lim x x
> > →+∞ →+∞
→ →

∞  

f  تقبل الاشتقاق على ] ):   حيث ∞+ ; 0] )  =  + 
2

xf x x
x

′  

( ) 2  + 3 3 =  +   =  
22 2

x x xf x x
x x

′  

)ومنه   )  > 0f x′ وعليه  fمتزايدة تماما على المجال   

 [ [0 ; +∞  
 
 
 
 
 
 
  



 

  :الإنشاء بآلة بيانية 

  
2y:   حل المعادلة التفاضلية -2  = 3 x′   

2y:   ومنه   = 3 x′ وعليه      :
3y  = 

2
x′    

)وبالتالي حسب الدالة السابقة فإن  )f x حل لهذه المعدلة التفاضلية ومنه  :( )y =  f x   

y = xأي     x   
  . 17التمرين  

  c  وb و aتعيين 

f 2:    حل للمعادلة التفاضليةy  = 12  - 24  + 1x x′′   

):     أي  ) 2=  - 4  + 1f x x x′′   

):   لكن  ) 3 2= 4a  + 3b  + 2cf x x x x′   

        ( ) 2 2= 12a  + 6b  + 2cf x x x x′′  

:       ومنه 

12a = 12
6b = -24
2c = 10







:            أي أن 

a = 1
b = -4
c = 5







  

  . 18التمرين  
}:  مجموعة التعريف ) 1 }=  - -1fD   



 

[:       دراسة التغيرات ) 2 [ ] [= -  ; -1   -1 ; +fD ∞ ∪ ∞  

( ) ( )3
1

1 =   = 0   ;   = -
(1 + )x x x

lim f x lim lim f x
x <→−∞ →−∞

→−

∞  

( ) ( )3
1

1 =   = 0   ;   = +
(1 + )x x x

lim f x lim lim f x
x >→+∞ →+∞

→−

∞  

( )
2

6 4

-3 (1 + ) -3 =  = 
(1 + ) (1 + )

xf x
x x

  

):  وعليه  )  < 0f x′ ومنه   f متناقصة تماما على كل من المجالين ] [-  و ∞1- ; 

] [-1 ; +∞   
+∞                  1-              −∞  x 

-  -  ( )f x′  

+∞ 
0  

0  
−∞  

( )f x  

):  عادلة المماس  م-3 ) ( ) ( )y = 0    - 0  + 0f x f×   

):   حيث  ) ( )0  = -3    ,   0  = 1f f′   

y = -3:  وعليه   +1x وهي معادلة المماس   ( )∆.   

) إنشاء -4 ) و ∆( )γ:   

0 0,5

0,5

x

y

  



 

3-  :    وهو الدالة fلفي للدالة  أحسن تقرب تآ-5   + 1x x   
  : حساب القيم المقربة -6

3 3

1 1 =   - 3 (0,001) + 1  0,997
(1,001) (1 + 0,001)

  

3:                     ومنه 

1  0,997
(1,001)

   

              3 3

1 1 =   - 3 (-0,001) + 1
(0,999) (1 - 0,001)

  

                             1,003  

3:                   وعليه 

1  1,003
(0,999)

  

  . 19التمرين  
   :fD تعيين -1

{ }2 =    :  - 3  + 2  0fD x x x∈ ≠  

2: حلول المعادلة  - 3  + 2 = 0x x 2 ، 1:       هي.   
{ }=  - 1 ; 2fD   

   :c و b و a تعيين الأعداد -2

( ) b c = a +  + 
 - 1  - 2

f x
x x

  

( ) a (  - 1) (  - 2) + b (  - 2) + c (  - 1) = 
(  - 1) (  - 2)

x x x xf x
x x

  

( )
2

2

a  - 3a  + 2a + b  + 2b + c  - c = 
 - 3  - 2

x x x xf x
x x

  

( )
2

2

a  (b - 3a+c)  + 2b - c = 
 - 3  + 2

x xf x
x x

  



 

:  ومنه 

a = 1
b - 3a + c = 2
2a - 2b -c = 1







)     :      لأن  )
2

2

 + 2  + 1 = 
 - 3  + 2

x xf x
x x

 

:  وعليه 

a = 1
b + c = 5
2b - c = -1







:                أي 

a = 1
b = -4
b = 9







  

):    وعليه  ) 4 9 = 1 -  + 
- 1  - 2

f x
x x

  

   :f دراسة تغيرات الدالة -2

] [ ] [  = -  ; 1 1 ; 2fD• ∞ ∪ ∪  

( ) 4 9  1 -  +  = 1
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x→−∞ →−∞

  

( )
1 1

4 9  1 -  +  = +
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x< <

→ →

∞  

( )
1 1

4 9  1 -  +  = -
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x> >

→ →

∞  

( )
2 2

4 9  1 -  +  = -
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x< <

→ →

∞  

( )
2 2

4 9  1 -  +  = +
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x> >

→ →

∞  

( ) 4 9  1 -  +  = 1
 - 1  - 2x x

lim f x lim
x x→+∞ →+∞

  

( ) 2 2

4 9 =  - 
(  - 1) (  - 2)

f x
x x

′  



 

( )
2 2

2 2

4 (  - 2)  - 9 (  - 1) = 
(  - 1)  (  - 2)
x xf x
x x

′  

( ) [ ] [ ]
2 2

2 (  - 2) - 3 (  - 1)  2 (  - 2) + 3 (  - 1)
 

(  - 1)  (  - 2)
x x x x

f x
x x

′  

( ) 2 2

(  - 1) - (5  - 7) = 
(  - 1)  (  - 2)

x xf x
x x
−′  

  :إشارة المشتق 

+∞      2         
7
5

          1           1-    −∞  
x   

-  -  +  -  -  ( )f x′  
  

] متزايدة تماما على كل من المجالين fإذن   و 1 ; 1-]
71 ; 
5

 
  

   

[ومتناقصة تماما على كل من المجالات  ]-  و ∞1- ; 
7  ; 2
5
 
  

[ و  [2 ; +∞  

 :جدول التغيرات 

  

+∞      2          7
5

           1          1-     −∞  x   

-  -  +  -  -  ( )f x′ 
+∞ 

  
1  

7
5

f  
 
 

  

−∞             −∞ 

+∞                 1 
  
( )-1f  

( )f x  

( ) 4 91  = 1 -  +  = 1 + 2 - 3 = 0
-1 - 1 -1 - 2

f    



 

7 4 9 4 9 = 1 -  +  = 1 -  7 7 2 -35  - 1  - 2
5 5 5 5

f    + 
 

  

7 5 5 = 1 - 4   + 9    = 1 - 10 -15 = -24
5 2 -3

f    × × 
 

  
  :  تعين معادلات المستقيمات المقاربة – 3

:   بما أن 
 + 

( ) = 1 
x
lim f x
→ ∞

)  معادلة مستقيم مقارب يوازي y = 1  فإن   )y y′.  

)وبما أن  )
1

= +
x
lim f x
→

) معادلة مستقيم مقارب يوازي 1x =:   فإن ∞ )x x′.   

) و المستقيم(C) دراسة الوضعية للمنحنى-   .y = 1: الذي معادلته ∆(

( ) -4 9 -4(  - 2) + 9 (  - 1) - 1 =  +  = 
 - 1  - 2 (  - 1) (  - 2)

x xf x
x x x x

  

( )  - 1 = 
(  - 1) (  - 2)

xf x
x x

  
  

+∞       2           1             1
5

      −∞ x 

+  +  +  -  5  - 1x  
+  -  +  +  (  - 1) (  - 2)x x 
+  -  +  -  ( )  - yf x  

) و (C)وعليه  1 في النقطة  تتقاطعان∆(
1M  ; 1
5

 
 
 

   

(C) فوق (  في كل من المجالين ∆(
1 ; 1
5
 
  

[ و  [2 ; +∞   



 

(C) يقع تحت (  في كل من المجالين ∆(
1-  ; 
5

 ∞  
[ و   [1 ; 2   

   :0  عند f التقريب التآلفي للدالة -4
):   لنكتب معادلة المماس عند   ) ( ) ( )y = 0  .  - 0  + 0f x f  

):   حيث  ) ( )7 10  =  ,  0  = 
4 2

f f′ إذن      :
7 1y =  + 
4 2

x    

:  هو الدالة التآلفية fوعليه أحسب تقريب تآلفي للدالة 
7 1   + 
4 2

x x  

   (C) إنشاء -5

2 3 4 5-1-2-3-4-5

10

15

20

25

-5

-10

-15

-20

-25

-30

0 1

5

x

y

  
II (1 ( تعيين مجموعة تعريف الدالةg:   

{ }2 =    :  - 3  + 2= 0gD x x x∈  



 

2: نحل المعادلة  - 3  + 2 = 0x x أي        :
2  - 3  + 2 = 0x x   

2z:       نجد zx = :  نوضع   -3z + 2 =0ها    و حلي  

z = 1  أو   z = 2 1 =:     و بالتاليx   2 =   أوx     
   2x =  أو 2x- =   أو    1x- = أو 1x = :  ومنه 

{ }=  - -2 ; -1 ; 1 ; 2fD   

) كتابة -2 )g x دون رمز القيمة المطلقة   

( ) ] [ ] [ ] [

( ) ] [ ] [ ] [

2

2

2

2

+ 2  + 1=   ;   0 ; +1 1 ; 2 .... ; +
- 3  + 2
 - 2  + 1=   ;   -  ; -2 -2 ; -1 -1 ; 0
 + 3  + 2

x xf x x
x x
x xf x x
x x


∈ ∪ ∪ ∞


 ∈ ∞ ∪ ∪

   : 0 دراسة الاستمرارية عند -3 

( ) 1g 0  = 
2

  

( ) ( )
2

2
0 0

 + 2  + 1 1 =   =  = g 0
 + 3  + 2 2x x

x xlim g x lim
x x> >

→ →

  

( ) ( )
2

2
0 0

 + 2  + 1 1 =   =  = g 0
 + 3  + 2 2x x

x xlim g x lim
x x< <

→ →

  

  .0 مستمرة عند gإذن 
) :       0 قابلية الاشتقاق عند - )g 0  = 0  

( ) ( ) 2

2
0 0

g h  - g 0 h  + 2h + 1 1 1  =   -   
h  + 3h + 2 2 hx x

lim lim
h> >

→ →

 
× 

 
  

                     ( )
2 2

2
0

2h  + 4h + 2 - h  + 3h - 2 1=    
h2 h  - 3h + 2x

lim
>
→

×  



 

( ) ( )
2

2 2
0 0

h  + 7h 1 h + 7 7=     =  = 
h 42 h  - 3h + 2 2 h  - 3h + 2x x

lim lim
> >
→ →

×  

  . من اليمين 0 تقبل الاشتقاق عند fإذن 

( ) ( ) 2

2
0 0

g h  - g 0 h  + 2h + 1 1 1  =   -   
h  + 3h + 2 2 hx x

lim lim
h< <

→ →

 
× 

 
  

          ( )
2 2

2
0

2h  - 4h + 2 - h  - 2h - 2 1=    
h2 h  + 3h + 2x

lim
<
→

 
× 

  
  

                         ( )
2

2
0

h  - 6h 1=    
h2 h  + 3h + 2x

lim
<
→

×  

                        ( )2
0

h - 6 3=    -
22 h  + 3h + 2x

lim
<
→

×  

  .0 غير قابلة للاشتقاق عندf من اليسار لكن 0 تقبل الاشتقاق عند fإذن 
   :g دراسة شفعية الدالة -4

fx  :      من x   لدينا من أجل كل  D− ∈   

):      ولدينا  )= g x  ( ) ( )2

2

+ 2 -  + 1
 = 

- 3 -  + 2
x x

g x
x x
−

−  

  . زوجية g  ومنه 
) استنتاج -5    :(C) من ℘(

]:  لدينا من أجل  [ ] [ ] [0 ; 1 1 ; 2 2 ; +x∈ ∪ ∪ ∞   

( ) ( ) = g x f x  

)ومنه   gو باقي البيان يستنتج بالتناظر بالنسبة لمحور التراتيب لأن الدالة  .(C) ينطبق على ℘(
  .زوجية

  : المناقشة البيانية -6



 
2(m - 1)  - (3m + 2)  + 2m - 1 = 0x x  

2 2m  -  - 3m  - 2  + 2m - 1 = 0x x x x  
( )2 2m  - 3  + 2  =  + 2  + 1x x x x  

2

2

 + 2  + 1m = 
 - 3  + 2

x x
x x

  

                                                        :           وعليه 

( )2

2

 + 1
m = 

 - 3  + 2
x

x x
        

:                                                                             وعليه 
( )m = f x    

[:   لما  [m  -  ; 0∈   .   للمعادلة حلين ∞
  .للمعادلة ثلاث حلول أحدهما مضاعف  : m = 0لما 
[لما  [m  0 ; 1∈ : للمعادلة أربعة حلول.  

لما 
27m  1 ; 
2

 ∈   
  .للمعادلة أربعة حلول : 

لما 
27m = 
2

  .للمعادلة ثلاث حلول أحدهما مضاعف : 

لما 
27m   ; +
2

 ∈ ∞  
  .للمعادلة حلين : 

  
  . 20التمرين  
   :f دراسة إشارة الدالة -1

] [ ] [ ] [ = -  ; -1   -1 ; 1   1 ; +fD ∞ ∪ ∪ ∞  



 

( )
2 2

2 2

 - 4  + 4  =   =   = 1
- 1x x x

x x xlim f x lim lim
x x→−∞ →−∞ →−∞

•  

( )
2 2

2 2

 - 4  + 4  =   =   = 1
- 1x x x

x x xlim f x lim lim
x x→+∞ →+∞ →+∞

•  

+∞              1                  1-             −∞  x 

+  -  +  2 -1x  
( )

2

2
1 1

(  - 2) =   = +
 - 1x x

xlim f x lim
x< <

→− →−

∞  

:      لأن 
2

>2

(  - 2)   9
(  - 1  0
x
x

 →


→
  

( )
2

2
1 1

(  - 2) =   = -
 - 1x x

xlim f x lim
x> >

→− →−

∞  

:      لأن 
2

<2

(  - 2)   9
(  - 1  0
x
x

 →


→
  

( )
2

2
1 1

(  - 2) =   = -
 - 1x x

xlim f x lim
x< <

→ →

∞  

:      لأن 
2

<2

(  - 2)   1
(  - 1  0
x
x

 →


→
  

( )
2

2
1 1

(  - 2) =   = +
 - 1x x

xlim f x lim
x> >

→ →

∞  



 

:     لأن 
2

>2

(  - 2)   1
(  - 1  0
x
x

 →


→
  

( )
2 2

2 2

2 (  - 2) (  - 1) - 2  (  - 2)  = 
(  - 1)

x x x xf x
x

′•  

( )
2

2 2

2 (  - 2)  - 1 -  (  - 2)
 = 

(  - 1)
x x x x

f x
x
  ′  

              ( ) 2 2

2 (  - 2) (2  - 1) = 
(  - 1)

x xf x
x

′  

  : إشارة المشتق 

+∞       2           1          1
2

          1-    −∞  x 

+  -  -  +  +  ( )f x′ 

[ متزايدة تماما على كل من المجالات fالدالة  [-   و ∞1- ; 
1-1 ; 
2

 
  

] و  [2 ; +∞   

ومتناقصة تماما على كل من المجالين 
1 ; 1
2
 
  

[ و  ]1 ; 2.   

  
  
  
  
  
 
 
 



 

  : جدول التغيرات 

+∞      2           1       1
2

         1-    −∞  x 

+  -  -  +  +  ( )f x′ 
1                +∞ 
   
  

( )0 0f =  

1 3
2

f   = − 
 

  

  
−∞           −∞ 

+∞  
  
  

    1  

( )f x 

  ربة  الفروع اللانهائية و المستقيمات المقا-
y = 1 ,  = 1 ,  = -1x فروع لا نهائية و ثلاث مستقيمات مقاربة معادلتها 6هناك  x   

   y = 1:  و المستقيم المقارب الأفقي (C) دراسة الوضعية للمنحنى -

( )
2 2 2

2 2

(  - 2)  - 4  + 4 -  + 1 - 1 =  - 1 = 
- 1  - 1

x x x xf x
x x

   

( ) 2

-4  + 5 - 1 = 
- 1

xf x
x

   

+∞       5
4

           1           1-        −∞  x 

+  +  -  +  ( )f x′  
-  +  +  +  4 5x− +  
-  +  -  +  ( ) 1f x − 

 (C) يقطع (  في النقطة ∆(
5M  ; 1
4

 
 
 

   

(C) يقطع فوق ( [كل من المجالين  في ∆( [-  و ∞1- ; 
51 ; 
4

 
  

   



 

(C)يقطع تحت ( [ في كل من المجالين ∆(  و 1 ; 1-]
5  ; +
4
 ∞  

   

  : بآلة بيانية (C) أنشأ -

2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

  
  :  المناقشة البيانية -

2(m - 1)  + 4  - m - 4 = 0x x  
2 2m  -  + 4  - m - 4 = 0x x x  

2 2m (  - 1) =  - 4  + 4x x x  
2 2m (  - 1) = (  - 2)x x  



 
2

2

(  - 1)m 
 - 1

x
x

  

)ومنه     )m = f x.   

[لما   [m  -  ; -3∈  .لمعادلة حلينل : ∞

 .للمعادلة حل مضاعف : m = -3لما  

[لما   [m  -3 ; 0∈ : ليس للمعادلة حلول. 

 .للمعادلة حل مضاعف : m = 0لما  

[لما   [m  0 ; 1∈ :  للمعادلة حلين. 

 .للمعادلة حل وحيد  : m = 1لما  

[لما   [m  1 ; +∈  .ين متمايزين للمعادلة حل : ∞

)كتابة ) 2 )g x دون رمز القمة المطلقة   

( ) [ [ ] [

( ) [ [ ] [

2

2

2

2

(  - 2) =  ;   0 ; 1   1 ; +
 - 1

(-  - 2) =  ;   -  ; -1   -1 ; 0
 - 1

xg x x
x
xg g x
x


∈ ∪ ∞


 ∈ ∞ ∪

  

) :    0 دراسة الاستمرارية عند - )0  = -4g   

( ) ( )
2

2
0 0

(  - 2) =   = - 4 = g 0
 - 1x x

xlim g x lim
x< <

→ →

  

( ) ( )
2

2
0 0

(  - 2) =   = - 4 = g 0
 - 1x x

xlim g x lim
x> >

→ →

  

   .0 مستمرة عند gومنه 
   .0 عند  دراسة الاشتقاق-



 

( ) ( )
2

2 22

2
0 0 0

(-h - 2) + 4g h - g 0 h +4h+ 4+ 4h - 4h  - 4 =  = 
h (4h  - 1)x x x

lim lim lim
h h< < <

→ → →

                     
2

2 2
0 0

5h  - 4h 5h + 4=   =   = -4
h (h  - 1) h  - 1x x

lim lim
< <
→ →

 

   0 قابلية الاشتقاق على يسار gومنه 

( ) ( )
2

2 22

2
0 0 0

(h - 2) + 4g h - g 0 h + 4h + 4 + 4h  - 4h  - 4 =  = 
h (4h  - 1)x x x

lim lim lim
h h> > >

→ → →

                    
2

2 2
0 0

5h  - 4h 5h + 4=   =   = 4
h (h  - 1) h  - 1x x

lim lim
> >
→ →

  

   .0 تقبل الاشتقاق على يمين gومنه 
   . 0اق عند  لا تقبل الاشتقfلكن الدالة 

):  في المجموعة - ) ( ) [ [ ] [=  : 0 , 1   1 ; +g x f x ∪ ∞   
     : g دراسة شفعية الدالة -

-:  لدينا gDمن  xمن أجل كل عدد حقيقي    gx D∈   

): ولدينا  ) ( )2

2

 - 2
=  = ( )

(- )  - 1
x

g x g x
x

  . زوجية g  ومنه −

) استنتاج - )C′:   

)في المجموعة  ) [ [ ] [C  : 0 ; 1   1 ; +′ ∪  في المجال (C) ينطبق على ∞

( ) ]    بالنسبة لمحور الفواصل (C) يناظر ℘1 ; 1- : ]
   :fD تعيين -4

{ }2 =    : sin  - 1  0fD x x∈ ≠  

2sin: نحل المعادلة   - 1 = 0x  أي  (sin  - 1) (sin  + 1)x x   



 

sinومنه   = 1x    أو  sin  = -1x   

2k +  =:  وعيه 
2

x π
π  أو   = -  + 2k

2
x π

π    مع   k  ...∈   

 =  -  + 2k   ; -  + 2k  / k  
2 2

Dα

π π π π ∈ 
 

  

  :  مركب دالتين α تبيان أن -
α ه مركب الدالتين       :( ) :   f x f x→  

                                  g :   sinx x→  

):  أن  ) ( ) ( ) ( )( ) ( )= og   =  = sinx f x f g x f xα  

       ( )
2

2

(sin  - 2 ) = 
sin  - 1

xx
x

α  

   ogfα = :  إذن 
   :α حساب مشتقة الدالة -

( ) ( ) ( ) = g  . gx x f x′ ′ ′  α    

( ) 2 2

2 (sin  - 2 ) (2sin  - 2 ) = 
(sin  - 1)
x xx

x
′α  

( ) 2 2

2  (sin  - 2 ) (2sin  - 1 ) = 
(sin  - 1)

cosx x xx
x

′α  

  . 21التمرين  
   :γ و β و α تعيين -1

)  بما أن  )O∈ Γ فإن   :( )0  = 0f 0:    وعليه =  + α γ   

)  وبما أن  )A∈ Γ فإن     :( )1  = -1f     

α +  +  = 1-:     ومنه β γ  



 

:          إذن 
 +  = 0

+  +  = -1

α γ

α β γ

  

 يساوي 0ولدينا معامل توجيه المماس عند 
3-
4

) وعليه ) 30  = -
4

f ′    

)لدينا   )  = 
2  + 

f x
x
β′
β γ

)  ومنه    )0  = 
2

f β′
γ

  

: إذن 
3 = -
42

β
γ

6-:     وعليه   = 4γ β  

4:  أي   + 6  = 0β γ  

:                إذن 

 +  = 0 . . . (1)

 +  = -1 . . . (2)

2  + 3  = 0 . . . (3)

α γ
α β + γ

β γ

  

γ- = ) 1(من  α 2:       وعليه= γ α  0 >   معα    

- =  +) 2(من   - 1β γ α    1 +   +    أي= -β γ α   

):  ومنه )2
2+  + 1  = β γ α 0 > :     لأنα  

β = 1 +  +  2 +  +2:   وعليه  γ β γ α    

2:   ومنه  2+  + 2  +  + 1 = β α β γ α  

- =  +  2:  وبالتالي   - 1β γ β  

):   وبالتربيع  ) 24  +  =  + 2  + 1β γ β β   1- >  معβ   

2:   إذن  - 2  + 1 = 4  . . .(4)β β γ   

3)  3(من   = -2γ β 2:          ومنه(  < 0) 9  = 4β γ β  



 

  =24:  وعليه 
9

γ β 2:  نجد ) 4(  وبالتعويض في 216 - 2  + 1 =  
9

β β β إذن      :

2 2 29  - 18  + 9 = 16β β β   
27:   وعليه   + 18  - 9 = 0β β 144 = :     لدينا′∆   

1ومنه للمعادلة حلين  
-9 - 12=  = -3

7
β  2 ؛

-9 - 12 =  = -3
7

β   

:  وعليه)   1β - >لأن  (3β- = :  ومنه
24 (-3) =  = 4

9
γ   

- =: و عليه 4 = -2α إذن      :( )  = -2 + -3  + 4f x x.   
   : g تعيين مجموعة تعريف - أ-2

( )  = -2 + 4 - 3    ,   < 1g x x x•  

{ }1D  =    : 4 - 3 x < 1x    و 0   x∈ ≥  

1
3D x < 1    و    :    = 
4

x x ∈ ≤ 
 

  

] [1D  = -  ; 1∞  

( )  =  - 3 +  - 1g x x x•  

{ }2D  =    :  - 1 x  1x    و 0  x∈ ≥ ≥  

]:    وعليه  [2D g:     ومنه ∞+ ; 1 =  1 2D  = D   D  = ∪  
   :1 دراسة الاستمرارية عند -ب

( )g 1  = 1 - 3 + 1 - 1 = -2  

( ) ( )
1 1

 =   - 3 +  - 1 = -2 = g 1
x x
lim g x lim x x

> >
→ →

  

   من اليمين 1 مستمرة عند gإذن 

( )
1 1

 =  - 2 + 4 - 3  = -1
x x
lim g x lim x

< <
→ →

  



 

):  وعليه  ) ( )
1

 g 1
x
lim g x

<
→

 g من اليسار ؛ و عليه 1 غير مستمرة عند g و عليه  ≠

   .1غير مستمرة عند 
   :1 دراسة الاشتقاق عند -

0 0

g(1 + h) - g(1) 1 + h - 3 + 1 + h - 1 + 2   =  
h hh h

lim lim
> >
→ →

•  

         
0 0

h  + h 1 =   =   + 1 = +
h hh h

lim lim
> >
→ →

∞  

   من اليمين 1 لا تقبل الاشتقاق عند gوعليه 

0 0

-2 + 4 - 3 (1 + h)  + 2g(1 + h) - g(1)   =  
h hh h

lim lim
< <
→ →

•  

                                 
0

1 - 3h =   = -
hh

lim
<
→

∞  

  . من اليسار 1 لا تقبل الاشتقاق عند fومنه 
   : g دراسة تغيرات -جـ 

( ) g  =  -2 + 4 - 3  = +
h h
lim x lim x
→−∞ →−∞

  ∞   

( ) g  =   - 3 +  - 1  = +
h h
lim x lim x x
→+∞ →+∞

 ∞  

) :       1x > من أجل   ) -3 = 
2 1 - 3

g x
x

′   

)إذن  )  < 0g x′ وعليه g متناقص تماما على المجال ] ]-  ; 1∞.   

) :    1x < من أجل   ) -3 = 1 + 
2  - 1

g x
x

′  

) ومنه  )  > 0g x′ وعليه g متزايدة تماما على المجال [ [1 ; +∞   
  



 

+∞                       1                −∞  x   

       +          +∞  −∞       -  ( )g x′  
+∞                                          +∞  

                          -2  
( )g x  

  

  : دراسة الفروع اللانهائية و المستقيمات المقاربة -5
  .هناك فرعين لانهائيين 

( ) -2 + 4 - 3 -2 4 - 3 =   =   + 
x x x

g x x xlim lim lim
x x x x→−∞ →−∞ →−∞

  

                  
-2 4 - 3  . 4 - 3=   + 

4 - 3x

x xlim
x x x→−∞

  

            
-2 4 - 3 1=   +    = 0

4 - 3x

xlim
x x x→−∞

×  

:   لأن 
2  0

x
−

    و   →
4 - 3  -3x

x
  و  →

1   0
4 - 3x

→  

   ∞− عند ل يقبل فرع قطع مكافئ في اتجاه محور الفواص(C)  إذن 

( )  - 3 +  - 1 =   
x x

g x x xlim lim
x x→+∞ →+∞

  

             
- 3  - 1  - 1=   +   

- 1x

x x xlim
x x x→+∞

×  

           
 - 3  - 1 1=   +   1

 - 1x

x xlim
x x x→+∞

× =  

:     لأن 
 - 3 1x
x

   و   →
 - 1 1x
x

   و  →
1 0
 - 1x

→   

( ) g  -   =  -3 +  - 1 = +
x x
lim x x lim x
→+∞ →+∞

  ∞   



 

  رع قطع مكافئ باتجاه المستقيم الذي  يقبل ف(C)   ومنه 
   .∞+  عند y = x:      معادلته

) و (C) تعيين نقط تقاطع -هـ  )∆:   

) :    1x > من أجل    ) = g x x 3 - 4 + 2-:     إذن  = x x   

3 - 4:  وعليه   =  + 2x x ومنه      :
24 - 3  = (  +2)

       -2
x x

x



≥
   

3 - 24:   وعليه   =  + 4  + 4x x x  2-    وx ≥   
2:  إذن  + 7  = 0x x  0 =  ومنهx  7- =    أوx   
2x-   لأن  0x = : إذن     1x >    و   ≤

   O (0 ; 0)ومنه نقط التقاطع هي   
) من أجل    ) =    :   1g x x x ≥  

x = 1 -  + 3 -:   إذن  x x 3 = 1 - :         ومنهx   
   10x =:     ومنه 9x = 1 -:   إذن 

   B (10 ; 10)إذن نقط التقاطع هي   . g(10) = 10:  وعليه 
):  ومنه  ) ( ) { }C   D  = O ; B∩.   

  : كتابة معادلات المماسات -و

) :  O  عند  )y = g 0  . (  - 0) + g(0)x′و منه     : 
3y = -
2

x  

)  لأن   ) 3g 0  = -
2

′    

) :       Bعند  ) ( ) ( )1 1 1y = g   -  + gx x x x′  

( ) ( ) ( )y = g 10   - 10  + g 10x′    ؛   ( )7y =   - 10  + 10
6

x  

( ) 7g 10 لأن  = 
6

 ′ 
 

:  و منه 
7 35y =  -  + 10
6 3

x   



 

:   إذن 
7 5y =  - 
6 3

x  

   :(C) إنشاء -ي
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